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Resumo

Notando a versatilidade das nanoestruturas em gerar compostos com geometrias va-
riadas e bem definidas, usar modelagens que incluam elementos de geometria dife-
rencial parece ser um caminho natural. Dentro dessa perspectiva, uma das possiveis
analises que pode ser feita no problema do confinamento de uma particula é a utiliza-
¢ao de hamiltonianos extrinsecos, que incorporam elementos do ambiente que contém
o sistema fisico na forma de um termo potencial. Este trabalho, entao, busca estudar
o confinamento em estruturas bidimensionais (planos, cilindros, esferas e cones), ex-
plorar seus hamiltonianos, espectros energéticos, fungbes de onda e trazer relagbes
com as propriedades fisicas e quimicas dos nanomateriais equivalentes via simulagao
computacional. Apresentamos resultados de densidade eletrénica simulados compu-
tacionalmente que se mostraram coerentes com os modelos tedéricos, e exploramos
uma aplicagao no controle de acidez-basicidade de nanoestruturas por sua curvatura.

Palavras-chave: nanoestrutura, geometria diferencial, mecéanica quantica.



Abstract

Considering the remarkable versatility of nanostructures on generating compounds with
varied and well-defined geometry, to study models that include elements of differential
geometry seems to be a natural path. On this perspective, one of the possible analysis
is the use of extrinsic Hamiltonians, which incorporate elements of the ambient that
contains the physical system in the form of a potential term. This work aim to study the
confinemnt on bidimensional structures (planes, cylinders, spheres and cones), to ex-
plore its Hamiltonians, energy spectra and seeks relationships with physical and chem-
ical properties of equivalent nanomaterials via computational simulation. We present
computational simulated electron density results that are consistent with the theoretical
models, and we explore an application in the acidity-basicity control of nanostructures
using their curvature.

Keywords: nanostructure, differential geometry, quantum mechanics.
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1 Introducao

Nanoestruturas sdo compostos que possuem dimensdes na ordem nanomé-
trica (10~"m). Algumas das estruturas mais estudadas s&do os nanotubos, nanocones,
fulerenos e o grafeno, devido a sua complexa gama de propriedades fisico-quimicas
(OLIVEIRA, 2013). Destas, também é possivel obter compostos modificados como na-
notubos de carbono com deformacdes geométricas controladas (ONOE et al., 2012),
heterofulerenos dopados com boro e nitrogénio (POKROPIVNY et al/, 2000), etc. Es-
ses nanomateriais possuem inumeras aplicagdes, que vao de dispositivos eletrénicos
até biologia molecular (GUPTA; SAXENA, 2014). Faz-se necessaria, entdo, a elabo-
racao de modelos que possam auxiliar o entendimento dessa classe de materiais.

O estudo das interagdes entre geometria diferencial e mecéanica quantica vem
atraindo atencéao, oferecendo cada vez mais novas ferramentas de estudo de sistemas
quanticos. A geometria diferencial € uma area decisiva para estabelecer conexdes en-
tre a matematica e a fisico-quimica. Aspectos das nanoestruturas estao intimamente
relacionados com a geometria diferencial de curvas e superficies (GUPTA; SAXENA,
2011). A estrutura eletrénica e aspectos relacionados podem ser estudados através
da equacgao de Schrodinger. Uma das possiveis abordagens é com respeito a mode-
lagem do operador Hamiltoniano. A abordagem mais simples constréi o hamiltoniano
independente do espago ambiente. A dindmica da particula € vinculada a variedade,
tipicamente uma curva regular ou uma superficie suave, e o hamiltoniano depende
apenas da métrica herdada do ambiente. A abordagem extrinseca por outro lado con-
sidera o espaco ambiente que contém o sistema, dependendo ndo sé da métrica, mas
explicitamente da curvatura do espaco (SILVA; BASTOS; RIBEIRO, 2017). Usualmente
estudamos sistemas fisicos contidos no espaco euclidiano 3D (DA COSTA, 1981), mas
em outros contextos, também podemos analisar o problema do confinamento em am-
bientes nao-euclidianos.

Na primeira se¢ao deste trabalho buscamos explorar um conjunto de superfi-
cies analogas a nanomateriais pela perspectiva intrinseca e extrinseca, e na segunda
secao analisar possiveis propriedades fisico-quimicas derivadas destes modelos por
simulacdo computacional.
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2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Elementos de geometria diferencial

Nessa secado citamos os principais elementos de geometria diferencial utiliza-
dos durante o trabalho, sem o rigor de suas definicées (DO CARMO, 2016). Em ge-
ral, analisaremos curvas e superficies suaves, continuas, diferenciaveis e sem auto-
interse¢des, de modo que os principios do céalculo sejam aplicaveis.

2.1.1 Curvas

Uma curva v : I — R?® é uma variedade parametrizavel por,

telw 1) = (z(t),y(t), =) € R

Por exemplo, consideremos uma possivel parametrizagado de uma circunferén-
cia como «(t) = R(cost,sint,0). Uma das maneiras de caracterizar tal curva é pensar
em seu vetor velocidade 5(t) que é tangente a curva, e o vetor %(t) que é seu vetor
aceleracao (Figura fi]).

P
A N
I.-’! II-' ¥ \\I
| cé Il
'-.,\ x
\._% /

Figura 1 — Vetor velocidade () e aceleragdo(y) em um circulo.

Note que a parametrizacdo escolhida ndo € a unica possivel para descrever a
curva. Poderiamos reparametrizar tal curva por:

a(s) = R(cos(s/R),sin(s/R),0). (2.1)

Tal escolha nos levaria a,

d(s) = (—sin(s/R),cos(s/R),0),
. 1 . (2.2)
a(s) = —}—z(cos(s/R),sm(s/R),O).
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Por essa parametrizacdo a norma desses vetores é:

G(s)]] = \/sin*(s/R) + cos?(s/R) = 1,

1

. (2.3)
1G(s)]] = %\/0032(3/1%) bsin’(s/) =

Desse modo, o vetor velocidade ||a/(s)|| é unitario. Nesse caso, dizemos que a
curva é parametrizada por comprimento de arco (p.c.a.). Nessas condig¢des, introduzi-
mos a nog¢ao de curvatura,

r(s) = ||a(s)]]. (2.4)

A curvatura de uma curva € portanto uma fungao que quantifica o quanto uma
curva difere de uma reta pela variagao de seu vetor tangente.

2.1.2 Superficies

Uma superficie S € uma variedade parametrizada por,

S(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) € R?,

Adotaremos a seguinte notagao para as derivadas parciais nessa superficie:

_ OS(u,v)
Sy = o
_ OS(u,v)
Sy = B
9?S(u,v)
_ ’ 25
S'UHL au2 ? ( )
0?S(u,v)
Sm} - W7
s _ 0?S(u,v)
Y Quov

Um dos primeiros parametros que podemos derivar dessa superficie € seu vetor
normal unitario, n:

Su XS,

Su XS (2.6)
ISy < Sy||

=

Para estudo das curvaturas, precisamos definir a métrica do sistema g. De forma
breve, a métrica ira permitir a introducéo da nogao de distancia entre pontos dentro de
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um conjunto:

£ F
F G

g1 Y912
g21 9g22

. (2.7)

As fungbes F, F e G desse tensor sao os coeficientes da primeira forma funda-
mental, que podem ser computados pelos seguintes produtos internos:

E = (S,,S.),
F = (S.,8.), (2.8)
G =(S,,S,)

De maneira semelhante, os coeficientes da segunda forma fundamental L, M
e N séo calculadas pelo produto interno com o vetor 7:

L= <Suuaﬁ>7
M = <Suvaﬁ>7 (29)
N = (Suw, 7).

Os coeficientes da segunda forma fundamental caracterizam localmente um
ponto regular e sua vizinhanga e dependem da orientagao do vetor 7i. Uma vez defini-
dos esses termos, podemos computar as curvaturas Gaussiana (K) e média (H), que
sdo respectivamente:

LN — M?

K="
EG — F?’

(2.10)

5 LG—2MF+EN
- 2(EG - F?)

(2.11)

Enquanto a curvatura Gaussiana € uma medida intrinseca, que s6 depende da
métrica (ou seja, como medimos distancias e angulos numa superficie), a curvatura
média € uma medida extrinseca local que depende do ambiente em que esta imersa.

A curvatura geodésica ~4, € 0 comprimento da proje¢ao da aceleragéo 7 sobre
o plano tangente de S:

5 (= % Ja
Ky = %37) (2.12)
1711
Essa curvatura vai representar o quanto uma curva é diferente de uma geodé-

sica, i.e. curvas em que x, = 0. Na pratica, geodeésicas sdo curvas que representam
a trajetéria de uma particula a uma dada velocidade, em que néo ha forgas atuando
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sobre esta. Um exemplo simples seria a trajetéria de uma particula num plano. Se ne-
nhuma forga atuar sobre essa particula, sua trajetéria sera uma reta, que é o conjunto
de geodésicas do plano.

O operador Laplace-Beltrami (A g), vai depender apenas dos coeficientes da
primeira forma fundamental (E, F, G), ou seja, apenas de parametros intrinsecos. Te-
mos que,

a0 =05 [ (5vm) * o (#0) * a5 (7 0) * 3 (éw%()z]1-3)

2.2 Mecanica Quantica

Sistemas quanticos podem ser estudados pela equacéao estacionaria de Schro-
dinger (1926),

HY = BV, (2.14)

que € uma equacgéo de autovalor onde aplicando o hamiltoniano (ﬁ]) sobre uma fungao
de onda (V) obtemos a propria funcdo de onda e suas energias associadas (F), de
modo que a fungédo de onda € uma autofun¢do do hamiltoniano (GRIFFITHS, 2016).
Podemos decompor o hamiltoniano em,

H=T+V, (2.15)

onde T é o operador da energia cinética e V é operador da energia potencial. Para
uma particula livre num ambiente bidimensional temos que,

~

V=0, (2.16)

T=——Arp, (2.17)
24

onde & é a constante reduzida de Planck (h/27), u € a massa efetiva dessa particula
e A, g € operador Laplaciano.

A forma como modelamos o hamiltoniano influencia diretamente nas proprieda-
des fisico-quimicas do sistema estudado, uma vez que diferentes modelagens, geram
diferentes fungdes de onda e energias. Se, por exemplo, considerarmos o problema
de uma particula confinada numa superficie, podemos aborda-lo considerando que
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existe apenas o sistema fisico, denominada modelagem intrinseca, ou que existe um
ambiente externo ao sistema, a modelagem extrinseca (BASTOS et al., 2012).

O Hamiltoniano intrinseco (H;) consiste apenas no termo cinético:

. K2
Hi=——A;p. (2.18)
24
Por outro lado, dentro da abordagem extrinseca, podemos considerar o forma-
lismo do potencial confinante (DA COSTA, 1981) que confina a particula utilizando um
potencial atrativo infinito sobre uma superficie imersa no R3, mas que responde a vari-
acOes das curvaturas desta. Esse confinamento da origem ao Hamiltoniano Da Costa
para superficies (Hg.s),
- h? h?
Hyes = ——App — —(H? — K), (2.19)
20 21
onde H é curvatura média e K a curvatura Gaussiana da superficie sobre a qual se
da o confinamento.

De maneira semelhante, para o caso de curvas parametrizadas por compri-
mento de arco (s) imersas no R?, temos o Hamiltoniano de Da Costa para curvas
(Hace),

2 g2 2
Taee = _%% —~ S—MMS)?, (2.20)
onde x € a curvatura da curva onde se da o confinamento.

Ainda na abordagem extrinseca, Mitchell (2001)) propds o confinamento no R”
imerso em um ambiente ndo necessariamente Euclidiano, e a partir deste, Krejgirik
(2003) derivou Hamiltoniano que modela curvas imersas em espagos curvos. Por essa
modelagem temos que o Hamiltoniano de Mitchell (#,,) &,

2 2 2
ﬁm:_%%_gj@”m’ (2.21)
onde x, € a curvatura geodésica e K € a curvatura Gaussiana do espago de imers&o.
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3 Objetivos

3.1 Geral

Estudar confinamento em curvas e superficies usando a equagao nao-relativistica
de Schrédinger aplicando elementos de geometria diferencial.

3.2 Especificos

* Analisar o problema do confinamento intrinseco e extrinseco em planos, cilindros,
esferas e cones;

» Estudar as propriedades fisico-quimicas derivadas das modelagens estudadas;

» Comparar os resultados obtidos com estudos computacionais.
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4 Resultados e Discussao

Consideramos o problema do confinamento de elétrons n&o interagentes em
curvas ou superficies. Para o caso de curvas, optamos por parametrizar por compri-
mento de arco (p.c.a). Escolnemos modelar planos, cilindros circulares, cilindros elip-
ticos, esferas, esferoides, cones circulares e cones elipticos devido as semelhancas
com nanoestruturas comumente estudas. Inicialmente obtivemos os coeficientes das
primeiras formas fundamentais (£, F, ), os coeficientes da segunda forma fundamen-
tal (L, M, N), e o vetor normal (i) a superficie. Apos isso, determinamos as curvaturas

Gaussiana, média e geodésica usando as equagdes 2.10, .11/ e 2.12 e obtivemos as

expressdes para os hamiltonianos intrinseco (2.18), Da Costa (2.19) e Mitchell (2.21)).
Ent&o aplicamos a equacéo de Schrédinger (R.14)) e estudamos as equacdes geradas.

Os calculos computacionais foram conduzidos utilizando-se o software Gaus-
sian 9 (FRISCH et al., 2009). Todas as estruturas foram pré-otimizadas a nivel semi-
empirico (PM6) e reotimizadas via DFT a nivel B3LYP/6-31G+(d). Esse nivel de cal-
culo é condizente com o tipo e tamanho das estruturas estudadas (POKROPIVNY et
al., 2000). As nanoestruturas deformadas foram geradas usando o software Nanotube
Modeler 1.6.4. Os calculos matematicos e as visualizagdes das estruturas serao reali-
zados no Maple e Python 3.6.5.

4.1 Modelos Tedricos

4.1.1 Plano

Consideramos um plano (Figura @) parametrizado por S(u,v) = (u,v,0), onde
0<u,v<o0.

Nesse caso trivial, Ay g = 92 + 92. Aplicando a equagao de Schrodinger temos,
0 (u,v) N PV (u,v) _2uE

ou? o2 R?
Aplicando a separagéo ¥ (u,v) = U(u)V (v) e tomando k* = 2uFE /h?,

U(u,v). 4.1)

1 0*U(u)  2ukFE,
Uw) ou> R

1 °V(v)  2ukE,
V) 0?2 R

(4.2)
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Figura 2 — Plano

Nessas condigbes k? = k2 + k* e E = E, + E,. Consideraremos um retangulo
desse plano de tamanho L, e L,. Aplicando as condi¢des de contorno U (0) = U(L,) =
0eV(0)=V(L,) =0, asolucdo da fungao de onda e as energias séo,

U(u,v) = \/Lzu\/szSin (Z—ju) sin (?jv) , (4.3)

h2 [ n? m2
E:@(ﬁ+ﬁ» (4.4)

onde n = £1,+£2,+3,...; m = £1,+2,+3,.... Se considerarmos L, = L, = L,

h?(n? + m?)

B —
81 L?

(4.5)

Em relacdo a suas curvaturas o plano se reduz ao caso mais elementar: tanto
a curvatura média quanto a curvatura total sdo nulas, portanto o Hamiltoniano de Da
Costa é igual a modelagem intrinseca.

Analisando agora curvas contidas num plano. Se tal curva é p.c.a,

d2

Arp = ——.
LB d82

(4.6)

As geodesicas s&o todas as retas contidas no plano. Para curvas em que «, # 0,
o Hamiltoniano de Mitchell (Eq. §.7)) produz um termo potencial que depende apenas
da curvatura geodésica: em um plano, entdo x, = « e n&o ha diferenca entre Da Costa
e Mitchell:

@+Z) 4.7)
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Um caso particular estudado séo circulos p.c.a contidos em um plano (Figura
3).

M

Figura 3 — Circulo (vermelho) de raio r contido em um plano

O Hamiltoniano nesse caso é
N h2 d? 1
H,=—|—+—]. 4.8
2u (d52 * 47‘2) (4.8)

Aqui aplicamos a equagdo de Schrodinger, tomamos k? = 2mE/h* + 1/4r° e
impomos que V(0) = ¥(L). Com isso teremos que a fungéo de onda e as energias
sao:

U(s) = \/; (sin ;s + cos %9) : (4.9)

2

= 5 (n? — 1/4), (4.10)

onden = £1,+2,+3, ...

Nesse caso especifico, nota-se que surge um potencial atrativo, que reduz a
energia em 1/4. Uma comparacao entre os espectros energéticos intrinsecos e extrin-
secos é apresentada na Figura M.

Para raios proximos a 1 A, as diferengas entre as energias intrinsecas (Ei)
e as extrinsecas (Ee) sao significativas e da ordem de 1e¢V. Para raios maiores, a
diferenga entre as modelagens é rapidamente reduzida. Logo, para uma variedade
de nanoestruturas, as diferengas entre as modelagens intrinsecas e extrinsecas sao
minimas.

Os resultados obtidos estao resumidos nas tabelas i e B.
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0,84 \
0,6 \

0,4 \

Ei - Ee (eV)

0,2

0.0 T T T T T T T T

Radius (A)

Figura 4 — Diferenca entre as energias intrinsecas (i) e extrinsecas (Fe) para circulos
de raio » na modelagem de Mitchell.

Tabela 1 — Hamiltonianos extrinsecos e energias do confinamento num plano

Hamiltoniano  Energia

’ h2 82 82 h2 (n2+m2)
Intrinseco —5 <W + W) —sr
2 [ 92 92 h2(n2+m?)

Da Costa 55 (W W) —sr

Tabela 2 — Hamiltonianos extrinsecos e energias do confinamento em circulos de raio
r num plano

Hamiltoniano Energia (Circulos)

Da Costa -2 (% - “(j)2> sz (n? — 1/4)

2p
Mitchell  —2 (& + %) 5 (n2 - 1/4)

4.1.2 Cilindro circular

Escolhemos analisar os cilindros circulares retos (Figura ), parametrizaveis

por,

S(0,t) = (Rcosf, Rsind,t), (4.11)

onde R € o raio do cilindro, # € angulo de rotagao da base e ¢ é altura relativa a
base do cilindro. Estudando o caso intrinseco, o operador Laplace-Beltrami é:

1 9* o

LB:Ew_F@' (4.12)
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Figura 5 — Cilindro circular reto.

Podemos desacoplar o problema em duas equacgdes:

11 90 2uB,
R2O(0) 002 R’

(4.13)

Tt o2 — h

(4.14)

Ambas as solugbes séo da forma f(z) = Asinkx + B cos kz. Entdo, aplicando
k = ko + k; e a condigdo de contorno periddica em O(6) e aberta em T'(¢), obtemos a
seguinte funcédo de onda e solugao energética:

v(,t) = \/%\/; [sin(kqt) exp(ikqd)], (4.15)

h?n? h2m?
’ 8ul?  2uR?

(4.16)

Nota-se que geramos dois numeros quanticos n, m que estdo associados res-
pectivamente da altura L e do raio R do cilindro. Ainda, vé-se que Fy = 4FL;.

Da perspectiva extrinseca, precisamos considerar as curvaturas do sistema.
Naturalmente, por ser uma superficie de revolucdo, sua curvatura Gaussiana € nula,
e sua curvatura média é constante e igual 1/2R. Logo, o hamiltoniano de Da Costa é:

n? o1

Hy, =—— - 417
dcs 2/,L vLB 2# 4R2 ( )
Uma vez que o potencial geomeétrico é constante, temos que:
h2n? h? 9
= —1/4). 4.18

Aqui, percebemos uma reducdo 1/4 nas energias relacionadas o termo radial.
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Para analisarmos o hamiltoniano de Mitchell, é interessante conhecermos as
geodésicas na superficie de um cilindro. Esse conjunto foi compilado por Santos (2009),

v(t) = (Rcos Bt + ¢, Rsin ft + ¢, at + d). (4.19)

Portanto, uma vez que a curva é reparametrizada para comprimento de arco,
temos que as geodésicas do cilindro séo circulos, hélices e os meridianos na superficie
do cilindro, conforme ilustrados na Figura B.

.,.---—..\
B Y

Figura 6 — Geodésicas do cilindro: meridianos (vermelho); circulos (verde); hélices
(preto).

Para essas curvas, o hamiltoniano de Mitchell recai no modelo intrinseco, e
suas energias dependem apenas da curva ser aberta ou fechada:

- h? d?
Lny . aberta

2,2
QMZQ ., fechada

Curiosamente, as modelagens de Da Costa e Mitchell apenas produzem o mesmo
resultado para o caso dos meridianos (retas em vermelho na Figura B) uma vez que
k(s) = 0 para este caso. Como ja demonstrado anteriormente, circulos possuem cur-
vatura x(s) = 1/r e hélices possuem x(s) = |r|/(r?* + a?).

Os resultados obtidos estdo em concordancia com casos mais generalizados
previamente estudados (BASTOS; PAVAO; LEANDRQ, 2016) e est&o resumidos nas
tabelas 3 e {.
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Tabela 3 — Hamiltonianos extrinsecos e energias do confinamento em um cilindro

Hamiltoniano Energia

1 2 (1 9% 0? h2n? h2m?
Intrinseco o (ﬁw + W) 8ulL? + 2nR2

W2 1 h2n2 h? 2 1
Da Costa -1 (ALs + 152) L+ g (m? = 1)

Tabela 4 — Hamiltonianos extrinsecos e energias do confinamento em circulos de raio
r em um cilindro

Hamiltoniano Energia (Circulos)

Da Costa —2 (ﬁ + *‘W) (2 — 1/4)

2u \ ds? 4 2ur?
. 2 42 ﬁg H2n2
Mitchell  —2 (&5 + %) &2

4.1.3 Cilindro eliptico

Um caso particular de cilindros, s&o os cilindros elipticos (Figura [Al), parametri-
zaveis por,

S(6,t) = (acosf,bsind, t). (4.21)

Figura 7 — Cilindro elipticodea =1e b =1,5.

Os termos a e b sdo os semi-eixos do cilindro eliptico. A curvatura Gaussiana é
nula, porém agora a curvatura meédia é:

H() = __ab . (4.22)
2(a?sin” 6 + b? cos? )3/2

Com isso, temos que o potencial induzido por geometria é:

h? a’b?
Vigeo = —— ( — ) . (4.23)
240 \ 4(a?sin” 0 4 b2 cos? )?
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Podemos observar esse potencial mapeando-o sobre um cilindro eliptico como
observado na Figura 8.

0
02 04 06

Figura 8 — Potencial induzido por geometria no cilindro eliptico.

E notavel que o potencial & maximo na regido de maior curvatura (vermelho),
quando 0 = /2.

4.1.4 Cone circular

Seja um cone circular reto ! (Figura @) parametrizavel por,

S(f,t) = (tcosh,tsinb, 5t), (4.24)

onde ¢ é angulo de rotagcdo da base, t € altura relativa a base e ( é a abertura do cone.

Figura 9 — Cone circular reto. Em vermelho, o potencial geométrico (V,.,) é mais in-
tenso

Temos que a relagdo entre /3 e o angulo do cone « (Figura [11)) é,

3 = cot %. (4.25)

Naturalmente, a medida que o angulo do cone tende a 7, a abertura tende a 0,
como podemos observar nas Figuras 10 e [11].

' De fato, a superficie no é regular devido & ponta do cone em (0,0,0).
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Abertura (p)

L

x &m 3 ox Smo3nm Tnow
§ 4 8 2 8 4 3
Angulo do cone (o)

Figura 11 — Relacao entre /5 e o0 angulo do cone («)

Resolvendo o caso intrinseco, temos que o operador LapIace-BeItramiE é:

1 02 1 1/,02 0
Alp=—=—+———t=—=+=|. 4.26

LB t2802+(1+62)t<8t2+8t> (4.26)

Nesse caso, para a solugédo do caso intrinseco necessitamos aplicar algumas

manipulacdes e separar as equagdes. Aplicando a equagao de Schrddinger, recaimos
na seguinte EDO:

2o (1P oe? ot P2

= (1+ 57

0*W(0,1) O*W(0,t)  OW(h,1)
— +t|t +

00? ot? ot
2 E possivel perceber que um disco parametrizado por M = (Rcos#, Rsin#,0) é na verdade um caso

particular das superficies que estudamos nesta subsec¢éo, quando 5 = 0. Em tal condigdo, 0 Ayg é
0 mesmo, e suas curvaturas sdo nulas.

) + E2(1+ BH2W(0,t) =0, (4.27)
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onde,

2uk
2 _
ke = o

(4.28)

Podemos separar a equagao usando U (6,t) = ©(6)7'(t) e usando m como cons-
tante de separacao:

1 2, 0°0(0)
st m = (4.29)
Tit) <t2 8287; £t> + tagit)) + k(14 B2)t* = m> (4.30)
Temos que a Eq. é:
el m?
502 —(1 n ﬁQ)@(H), (4.31)

cuja solugcédo normalizada &,

o) = \/;e”m", (4.32)
onde o = 1/4/1+ (2.

AEq. é uma equacéo de Bessel (ARFKEN; WEBER, 1999) da forma =2y +
oy + (22 = vy =0

282T(t) 8T(t) 2 2\ 42 2 _
BIE +1 5 + [k°(1+ )t —m*|T(t) =0, (4.33)
e sua solugao é,
T(t) = Adm(k\/1+ %t) + BN, (k\/1 + (?t). (4.34)

Precisamos analisar a fungéo de Bessel (J,,,) e a fungdo de Neuman (N,,,). Suas
funcdes estdo ilustradas na Figura [12.

As condigbes de contorno séo que a fungéo seja finitaem 7'(0), e que T'(L) = 0,
onde L é a altura do cone.B Como a funcdo N,, tende para o infinito préximo a zero, o

3 Tal imposigao de condigéo de contorno é ingénua, visto que em L temos uma singularidade. Esse
problema ja foi estudado em (FILGUEIRAS; MORAES, 2007), porém aqui manteremos tal condigéo
simplificada.
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154

10+

Ln

=]
(=]
g
[ 08
oa
—
=]

X

m=:’|

m=0 m=1

Figura 12 — Fungbes de Bessel (A) e Neuman (B) com m = 0 até m = 2.

termo B é necessariamente nulo. Temos entdo que fungéo é T'(t) = AJ,,(k+/1 + B?t)
em que J,, é:

2n+m
N (—1)" ky/1+ B2t
Tm(h/ 14 67) = Z F(n+ 1)I'(n+m+1) ( 2 > ’ (4.35)

n=0

onde I'(n) é a fungdo gama, que é uma fatorial com o argumento subtraido em 1:

I'(n)=(n—1)! (4.36)

Aplicando T'(L) = 0, temos que k+/1 + 2L deve ser um zero da fungéo de
Bessel,

kn/1+ B2L = o, (4.37)

onde «,, , € 0 enésimo zero da fungdo de Bessel de ordem m. Entdo podemos rees-
crever k em fungéo de «,, ,, como,

a2

p—_ Gmn g2 Tmn (4.38)

Vv 1+ B2L (1+ 5?)L?*
Retomando a Eq. §.28, temos que a solucéo energética é:
h2a?

E=_—_™" _
2p(1 + ) L%
e a solugédo de onda completa e suas energias sao, respectivamente,

(4.39)

U(0,t) = Adp(kn/1+ 52t)y/ 2i exp™™? . (4.40)
T
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Como relatado em Niedziela (2008), os zeros da fungdo de Bessel ndo podem
ser obtidos a priori, 0 que significa que a constante de normalizacao (A) da fungao de
onda e o valor numérico das energias tem de ser calculados numericamente. Os pri-
meiros valores de « foram calculados usando Python e estdo demonstrados na Tabela
B. Tomando um E, referencial, como 7%(2.4048)%/2u(1 4 3)L?, os dez primeiros niveis
energéticos estdo ilustrados na Figura [13.

Tabela 5 — Zeros («,,,,) da fungéo de Bessel

n
Qo 1 2 3 4 5
0 24048 5.5201 8.6537 11.7915 14.9309
1 3.8317 7.0156 10.1735 13.3237 16.4706
m 2 51356 8.4172 11.6198 14.7960 17.9598
3 6.3802 9.7610 13.0152 16.2235 19.4094
4 7.5883 11.0647 14.3725 17.6160 20.8269
E 13.3 E4
— 2.9 Eq
— 12.2 E4
— 9.9 Eq
— 85 Eq
e 1.1 E4
= 5.3 E1
—— 4.6 E1q
2 5 E4
— g

Figura 13 — Representacédo dos dez primeiros niveis energéticos de um cone. Espa-

¢camentos em escala

Para a analise dos hamiltonianos extrinsecos precisamos definir as curvaturas
da superficie. Sendo uma superficie de revolu¢do, K = 0. A curvatura média calculada
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e,

JF 0 p—— (4.41)

21+ B2t
Nota-se que a curvatura média tem apenas dependéncia em t. Nessas condi-
¢oes o hamiltoniano de Da Costa é:

R h2 h2 62

Hys=———Ap—— | —+—|. 4.42

=g~ 5 (s 7m) (4.42)

Apesar de ndo obtermos a solugdo para Eq. .42, podemos analisar seu termo

potencial. Nota-se que o potencial € maximo na ponta do cone e diminui rapidamente.

Observa-se também que o potencial € menos intenso quando [ assume valores pe-
quenos, conforme ilustrado na Figura [14.

Vgt:()

Figura 14 — Relaco entre os paradmetros 3, t e V., de Da Costa em um cone circular

Para a analise do Hamiltoniano de Mitchell, estudamos circulos de raio r conti-
dos no cone (Figura [15). Neste caso, determinamos que,

Kg = —, (4.43)

1
T
e portanto,
R 2 72 2 1
g e w1y .40
2uds?  2u \ 4r?
Logo, Mitchell e Da Costa produzem o mesmo Hamiltoniano, e portanto, mesmo

espectro energético. Os resultados obtidos no estudo dos cones estdo resumidos nas
Tabelas [ e [7.
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Figura 15 — Circulos paralelos (vermelho) contidos em um cone.

Tabela 6 — Hamiltonianos extrinsecos e energias do confinamento em um cone

Hamiltoniano Energia
: K2 [ 1 82 1 1 (9% | @ mag, n
Intrinseco o | 202 + 1180t (fﬁ + a):| 2u(118%) L2
_n _r(__B _
Da Costa 28 — 5, <4(1+52)t2>

Tabela 7 — Hamiltonianos extrinsecos e energias do confinamento em circulos de raio
r em um cone

Hamiltoniano Energia (Circulos)

Da Costa —2 (d2 + *”W) 12 (n? —1/4)

2 \ ds2? 4 2ur?
. h2 d2 ng h2 2
Mitchell _ﬂ (p + I) 2ur? (n - 1/4)

4.1.5 Cone eliptico

Cones elipticos (Figura [16) sdo superficies parametrizaveis por,

S(0,t) = (atcosh,btsing,t), (4.45)

onde a e b sao deformacdes nos eixos. De maneira similar a cilindros elipticos descritos
na Subsecao §.1.3, cones elipticos mantém a curvatura Gaussiana K = 0, porém, sua
curvatura média torna-se,

ab[(acos)® + (bsin ) + 1]
2t[(ab)? + (acos )2 + (bsin §)2]3/2°

H(0,1) = (4.46)
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Figura 16 — Cone eliptico

Logo, o potencial de Da Costa €,

_1? a?b?[(acosh)’ + (bsind)? + 1)?
211 4t%[(ab)? + (acos )2 + (bsin 6)2]3

Vgeo = (4.47)

Nessas condigdes, o potencial depende de 0, t, sendo maximo quando ¢ se apro-
xima de zero, e quando ¢ = 7/2, como ilustrado na Figura f7.

300~

200~

Vge o

Figura 17 — Relag&o entre os parametros ¢, 6 e V., de Da Costa em um cone eliptico

4.1.6 Esfera

Seja uma esfera S de raio R (Figura [18), parametrizada em coordenadas esfé-

ricas,

S(8, ¢) = (Rsinfcos ¢, Rsinfdsin¢, Rcosb), (4.48)

com 0 < 0 < 27 representando a longitude e 0 < ¢ < 7 representando o angulo polar.
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Figura 18 — Esfera

Nessas condi¢oes, o operador Laplace-Beltrami €,

1 0? 1 o (. 0
BLB = Trgintg (8¢2> T RZsing o6 (sm 9%) ' (4.49)

Aplicando a equagao de Schrodinger, temos que,

h? 1 0? 1 o 9
2u {RQ sin? ¢ (a¢2> T Resin0 o0 <S'“9@)} Y(0,4) = EY(0,9). (4.50)

Separando a equagdo em Y (0, ¢) = ©(0)®(¢), tomando (I + 1) = 2uER?*/h? e
usando m? como constante de separagéo, obtemos:

1 oe(e) .,
50 o = (4.51)
%% (sin 9%) + (I + 1) sin* 0 = m?. (4.52)

Essas equagdes possuem solugédo na forma dos harménicos esféricos (GRIF-

FITHS, 2016):

10,0 = g DL oo prcos 459)

onde,
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A solugdo gera o numero quéantico magnético m e o numero quantico de mo-
mento angular [. A solugdo energética € apenas em fungdo do momento angular:

O RA(I+1)

B=m (4.54)

Analisando as curvaturas, temos que a esfera possui curvatura Gaussiana K =
1/R? e curvatura média H = 1/R. Percebe-se entdo que os hamiltonianos intrinseco
e de Da Costa sdo iguais para uma esfera, uma vez que H? — K = 0.

Para o caso de curvas, as unicas geodésicas sao os circulos maximos, ou seja,
no equador da esfera (SANTOS, 2009). Escolhemos entdo analisar os circulos para-
lelos na superficie da esfera (Figura [19).

Figura 19 — Circulos de raio r (vermelho) contidos na esfera.

Esses paralelos possuem,

VRT= 2
-y 4 .55
K/g TR ) ( )
onde R é o raio da esfera e r é o raio do circulo. Desse modo,
. h? d? h? 1 1
H,=—— —|—+—. 4 56
2uds?  2p <4r2 * 4R2> ( )

Nota-se que o hamiltoniano de Mitchell difere da modelagem intrinseca (exceto
no equador, onde é igual). Nessa modelagem quanto mais proximo dos polos, mais
intenso é o potencial atrativo gerado como mostrado na Figura 0.

Os resultados obtidos estdo resumidos nas Tabelas § e ©.
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Veeo

I

Figura 20 — Relagéo entre raio do paralelo (r) e potencial atrativo V,.

Tabela 8 — Hamiltonianos extrinsecos e energias do confinamento em uma esfera de

raio R

Hamiltoniano Energia
Intrinseco —g—i [m <687522> + m% (sin 9%)} ﬁZlﬁl;l)
DaCosta —1-App %

Tabela 9 — Hamiltonianos extrinsecos e energias do confinamento em circulos de raio
r em uma esferade raio R

Hamiltoniano Energia (Circulos)
2 2 K(s)2 2
Da Costa —1- (j? + ) > o (n? — 1/4)
; w2 (d® | K 1 N 1
Mitchell  —5 (F it W) 2~ o (52 — )

4.1.7 Esferoide

Outro caso que podemos analisar as esferoides, que sao o conjunto de super-
ficies parametrizaveis por:

S(6, ¢) = (asinécos ¢, bsind sin ¢, ccos ), (4.57)

onde a, b e ¢ sdo os semi-eixos do esferoide. Se a = b = ¢, retomaremos ao caso da
esfera. Se a # b # ¢ teremos um esferoide triaxial ou escaleno. Caso ¢ < «, classifica-
remos como um esferoide oblato, e se ¢ > a, prolato (Figura 21)).

Para essa parametrizacéo, a curvatura total e a curvatura média s&o respecti-
vamente:

a?b?c?

0.0 = [a2b? cos?(¢) + ¢(b* cos?(0) + a? sin®(0))(sin®(¢)]?’

(4.58)
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Figura 21 — Esferoide prolato (A); oblato (B).

abe[3(a? + b%) + 26 + (a® + b — 2¢?) cos(2¢) — 2(a® — b%) cos(26) sin?(¢)]
8[a2b? cos?(p) + c2(b2 cos?(f) + a2 sin*())(sin(p)]3/2 '

H(9,¢) =
(4.59)

Entretanto estamos interessados no potencial geométrico, que é V., o (H? —
K). Podemos analisar o potencial induzido para os trés conjuntos de superficies (Fi-
gura R2). Como previamente demonstrado, para uma esfera o potencial é nulo para
toda a superficie. Devido a simetria, o potencial é variante apenas com ¢, sendo ma-
ximo quando ¢ = /2 e nulo quando for ¢ = 0 = 7. Ou seja, o potencial de Da Costa
no esferoide € maximo na regidao do equador e diminui @ medida que nos deslocamos
aos polos.

A

012
010
0.08
0.06
0.04
0.02

Figura 22 — Grafico do potencial geométrico de Da Costa (V) para uma esfera (A);
esferoide prolato (B); elipsoide escaleno (C).

4.2 Simulacoes Computacionais

Nessa secao faremos uma breve exploracédo das propriedades fisico-quimicas
que podem ser extraidas das modelagens tedricas descritas na Secdo .1, a fim de ilus-
trar possiveis aplicagoes destas. Optamos por estudar dopagens, densidade eletrénica
e analisar a influéncia dos efeitos geométricos na acidez-basicidade de nanoestruturas
funcionalizadas.
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4.2.1 Estudos de dopagem

Uma das possiveis aplicagbes da modelagem de Mitchell descrita nas se¢des
anteriores € investigar a influéncia da topologia na dopagem de nanoestruturas. Si-
mulamos duas superficies analogas ao grafeno composta por boro-nitrogénio (h-BNA)
dopadas com faixas de carbono. A escolha do h-BN foi motivada por essa estrutura
ser tipicamente isolante, concentrando as transi¢gdes eletrénicas majoritariamente na
faixa de dopagem. Analisamos entdo os efeitos da curva ser aberta ou fechada nessa
nanoestrutura (Figura R3).

2 2
A 4 J/) J, ) B o 7 J'/J/ d
/ ’J /
o i lj 9 2 j’ ’J "J'J
>-d 5 @ » < 9 @ 9
] > -9 N 4 20 97,
s 2@ 9o 9 o J 9o ?
0s toa a4 9 PU
rJ/ 3 ’~J /. Y ;.,)‘ 4 '»J P—J
tf. 9 99 "o QJ 9
S a4 @9 7 b @

Figura 23 — Estruturas de h-BN dopadas com faixa carbono (A) aberta e fechada (B).

Analisando os orbitais de fronteira, especificamente o HOMO, nota-se que ele
é predominante na faixa de carbonos (Figura 24)).

2 B L J.
- }
>
- \
’,
Enomo = -7.37 eV Enomo = -8.27 eV

Figura 24 — Energias e orbitais HOMO da faixa (A) aberta e (B) fechada.

A topologia da curva parece de fato afetar o sistema fisico como modelado
pela modelagem de Mitchell descrito na Subseccéo B.1.1. Enquanto a faixa aberta
assemelha-se a uma reta num plano, de curvatura nula, a curva fechada possui um

4 Do inglés: Hexagonal Boron-Nitride
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potencial geométrico induzido pela sua geodésica, gerando uma redugéo na energia
do estado ligado de 0,9 eV.

4.2.2 Fulerenos

Inicialmente, simulamos dois tipos de fulerenos para comparar os efeitos da
geometria na densidade eletrénica. O buckminsterfullerene Cs, de simetria I, e 0 Cy
de simetria D5, (HIRSCH, 2003). A densidade eletronica esta ilustrada nas Figuras R5
e 6.

As ligacbes e a estrutura das fulerenos simulados se mostraram condizentes
com resultados experimentais e computacionais previamente publicados (RAO et al.,
1995). Como esperado, o (g, ndo apresentou qualquer variagao de densidade eletro-
nica em sua superficie. Porém, o C;, apresentou variagdes de +0, 012 entre o equador
e o polo. Essa variagdo condiz com a modelagem extrinseca. A modelagem de Da
Costa para uma esfera gera uma solugdo homogénea de densidade de carga pela es-
trutura, enquanto para um esferoide, os elétrons do sistema estao sujeitos ao potencial
atrativo descrito na secéo 4.1.7, sendo este mais intenso no equador.

Figura 25 — Densidade eletrénica do Cy

4.2.3 Nanocones

Analisando nanocones, modelamos uma estrutura com um pentagono, gerando
um cone com angulo « de 112, 86° (Figura R7).

Verificamos que ha um leve acumulo de carga na ponta do nanocone (Figura
R8), em concordancia com a modelagem de Da Costa descrita na Subsegéo §.1.4.
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Figura 28 — Densidade eletrbnica no nanocone estudado.

4.2.4 Nanotubos elipticos

De maneira semelhante simulamos nanotubos de carbono elipticos. com e sem
deformacéo perpendicular ao eixo do nanotubo como mostrado na Figura R9.

Enquanto a densidade eletrbnica € homogénea no nanotubo ndo deformado, o
nanotubo deformado parece exibir concentragdo de carga nas mesmas regides des-
critas pela modelagem de Da Costa (Subsecéo §.1.3).
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Figura 29 — Nanotubos (3,3) sem deformacao (A) e com deformacgéo de 15% perpen-
dicular ao nanotubo (B).

Figura 30 — Densidade eletronica em nanotubos sem deformagéao e com deformagao
perpendicular ao eixo.

4.2.5 Funcionalizacdes, efeitos geométricos e pKa

Uma das implicagbes diretas desse gradiente de densidade eletrbnica € o im-
pacto da funcionalizagdo em diferentes regides desse fulereno. Esse tipo de funciona-
lizagao ja é utilizada para aumentar a solubilidade de fulerenos e estudar sua interagéao
em sistemas biologicos (YE et all, 2015).

Um fulereno funcionalizado com um grupo acido carboxilico C,,—COOH possui
um hidrogénio acidof que pode ser ionizado, cuja reagao &,

C7o — COOH o) + H;O ) == C7y — COO™ 54, + H30+(aq) (4.60)
Temos que essa reacao possui constante de acidez (K,),
_ - +
Ka _ [C70 COO ][H3O ] (461)

[C;,—COOH]|

5 O leitor que deseja se aprofundar em equilibrios quimicos e acidez/basicidade pode consultar (AT-
KINS; DE PAULA, 2014)).
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Por definicao, o pKa é,

pK, = —log K, (4.62)

Compostos com acidez elevada, tendem a deslocar o equilibrio da Eq. no
sentido da formacao dos produtos, aumentando o K, e reduzindo o pk,,.

Dentro dessa dinamica, existem funcionalizagbes em compostos que podem
incluir grupos elétron-retiradores ou elétron-doadores. Grupos elétron-retiradores, e.g.
halogénios, afastam a densidade eletrénica do sitio acido, diminuindo seu pK,, en-
quanto os grupos elétron-doadores e.g. grupos alquila, atuam no sentido inverso, au-
mentando a densidade eletrénica e, consequentemente, diminui a acidez do sitio. Por
exemplo, podemos citar a comparagao da acidez e comprimento da ligagdo O—H en-
tre o fenol (C4zHgO), 4-metilfenol (C,HZO) e o 4-clorofenol (C4zH;OCI) na Tabela [10 e
ilustrados na Figura B1. Os valores de pKa sdo experimentais (HAYNES, 2016) e o
comprimento da ligacéo foi obtido via DFT-B3LYP/6-311+G(d,p).

OH OH OH
CHs Cl
A B) ©)

Figura 31 — Estrutura do fenol (A), 4-metilfenol (B) e 4-clorofenol (C)

Tabela 10 — pKa experimental e comprimento da ligagdo O—H do fenol, 4-metilfenol
(elétron-doador) e o 4-clorofenol (elétron-retirador)

pKa O-H (A)

4-metilfenol  10.26  0,96982
fenol 9.99  0,96993

4-clorofenol  9.41  0,97015

E notavel que a adicdo de um grupo elétron-doador aumenta o pK, e diminui o
comprimento da ligacdo O—H. Ainda, que a variacdo de 1.1 x 10~* A ja altera o pK,
em 0, 27.
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Estudamos entdo a adi¢do grupo acido carboxilico em diferentes regides do
fulereno: o C,,—COOH (a) no equador e o C,,—COOH (b) proximo ao polo. Esses
compostos estdo ilustrados na Figura 32.

O-H = 0.99791 A

O-H = 0.99809 A

(b)

Figura 32 — Comparacéo entre funcionalizagdo do C,,—COOH no equador (a) e no
polo (b), e o tamanho da ligagao do hidrogénio acido.

Nota-se que em comparagao com o polo, o equador possui o tamanho da li-
gacdo O—H 1.9 x 10~* A maior. Tal resultado é condizente com modelo proposto na
Subsecao 4.1.7: o equador possui uma maior densidade de elétrons devido ao poten-
cial induzido por geometria, gerando um efeito elétron-doador. Além disso, podemos
inferir que a variagdo de pK, sera significativa, devido a magnitude da variagdo do
comprimento da ligacdo. Em estudos futuros, os valores pKa exatos serdo obtidos
computacionalmente (SARACINO; IMPROTA; BARONE, 2003).
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5 Conclusoes

Analisamos uma série de superficies andlogas a nanoestrutras. Estudamos
suas fungdes de onda, potenciais induzidos por geometria e energias associadas. Ob-
tivemos as solugdes intrinsecas e exploramos os elementos de geometria diferencial
que surgem nestas modelagens. Foram observadas propriedades fisico-quimicas si-
muladas computacionalmente em acordo com o modelo tedrico, sobretudo na distribui-
¢ao da densidade eletrénica em nanoestruturas. Contudo, em alguns casos, mesmo
modelagens diferentes geram apenas pequenas variagdes energéticas. Porém, os mo-
delos estudados tém possiveis aplicagdes praticas: o hamiltoniano de Mitchell aparenta
ser capaz de modelar estruturas finas de dopagem contidas em nanoestruturas, e a
modelagem de Da Costa proporciona uma ferramenta para o estudo de propriedades
como acidez/basicidade em nanoestruturas.
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