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Resumo

Este trabalho apresenta a aplicagdo da técnica de integracdo de Monte Carlo para
o calculo de areas de figuras planas, com o objetivo de fortalecer o ensino de Mate-
matica no Ensino Médio. A metodologia inclui uma abordagem pratica e experimental,
envolvendo simulagdes computacionais no software R e atividades Iudicas em sala de
aula, como o uso de materiais concretos para estimar areas de figuras geométricas.
A fundamentagéo tedrica abrange conceitos de geometria, probabilidade e estatistica,
fornecendo um suporte consistente para a aplicagdo do método. Os resultados indica-
ram que o uso da técnica de Monte Carlo promoveu uma melhor compreensao dos
conceitos matematicos e despertou maior interesse dos alunos pela disciplina. Além
disso, verificou-se que o aumento no numero de amostras aleatoérias melhora a preci-
sao das estimativas, validando a eficacia do método. Conclui-se que a integracao de
praticas interativas e ferramentas computacionais ao ensino possibilita uma aprendiza-
gem mais significativa e contextualizada, sendo uma estratégia valiosa para diferentes
niveis de ensino.

Palavras-chave: Monte Carlo; Ensino de Matematica; Geometria; Probabilidade; Es-
tatistica.



Abstract

This study presents the application of the Monte Carlo integration technique for calcu-
lating areas of plane figures, aiming to enhance Mathematics education in high school.
The methodology includes a practical and experimental approach, involving computa-
tional simulations using R software and engaging classroom activities, such as the use
of tangible materials to estimate areas of geometric shapes. The theoretical framework
encompasses concepts from geometry, probability, and statistics, providing a solid foun-
dation for the method’s application. The results indicated that the use of the Monte Carlo
technique improved students’ understanding of mathematical concepts and increased
their interest in the subject. Additionally, it was observed that increasing the number
of random samples enhances the precision of the estimates, validating the method’s
effectiveness. It is concluded that integrating interactive practices and computational
tools into teaching enables more meaningful and contextualised learning, making it a
valuable strategy for various educational levels.

Keywords: Monte Carlo; Educational Mathematics; Geometry; Probability; Statistics.
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1 Introducao

1.1 Apresentacdo do tema

Os registros mais antigos de textos matematicos, especialmente sobre o calculo
de areas, provém do Egito e, principalmente, da Babilonia. Essas civilizagbes desen-
volveram, de forma empirica e por meio do raciocinio indutivo, métodos para resolver
problemas praticos do cotidiano, como medi¢cao de terras, construcdes e atividades
administrativas. Entre os topicos abordados, destacam-se o Teorema de Pitagoras e
o calculo de areas de triangulos, retangulos, trapézios e circulos. Embora o conheci-
mento fosse aplicado de forma pratica, “tanto os egipcios quanto os babilénios tinham
procedimentos sistematicos para resolver problemas que hoje chamariamos de geo-
métricos, envolvendo medidas” Pitombeira e Roque (2011).

O calculo de areas é amplamente utilizado por topografos, gedlogos e arquite-
tos na elaboragcao de mapeamentos e plantas, uma pratica que remonta aos antigos
egipcios na demarcagéao de terras Dante (2005). Desde o ensino basico até o superior,
o estudo de areas de figuras planas, regulares e irregulares, pode envolver aproxima-
¢bes com retangulos ou o uso de férmulas especificas.

O conceito de medida de area é introduzido ao longo da Educagao Basica, espe-
cialmente no Ensino Fundamental Il, quando os alunos comegam a explorar as nogdes
de medidas e grandezas. Nesse estagio, aprende-se a calcular a area de regides pla-
nas, regulares e irregulares, utilizando a ideia de quadrados unitarios. Muitos livros
didaticos definem a unidade de medida de area como uma regido quadrada de lado
unitario e area igual a um, conforme Dante (2007): “Vamos estabelecer como unidade
de area uma regiao quadrada cujo lado mede uma unidade de comprimento. Ela sera
chamada de regido quadrada unitaria”. De forma complementar, Bonjorno e Olivares
(2006) definem area como “a medida da superficie de uma figura geométrica plana
limitada, expressa por um numero seguido de uma unidade”.

No contexto deste trabalho, a técnica de Monte Carlo é aplicada ao calculo
de areas destacando a importancia do raciocinio l6gico-matematico e proporcionando
uma compreensao mais aprofundada dos conceitos probabilisticos. Sdo discutidas as
vantagens e limitagdes da técnica de Monte Carlo, ressaltando sua capacidade de
promover praticas pedagogicas interativas e baseadas na experimentagdo. As simu-
lagdes computacionais utilizando o software R, permite a coleta e a analise de dados,
bem como a interpretacdo dos resultados obtidos, facilitando a aplicagao pratica dos
conceitos em sala de aula e promovendo uma aprendizagem ativa e contextualizada.
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1.2 Objetivos

Demonstrar como a técnica de Monte Carlo pode ser utilizada para calcular
areas de figuras geométricas e como essa aplicagdo pode ser integrada ao ensino
médio.

Os objetivos especificos foram tragados a fim de atingir o objetivo geral, s&o
eles:

» Apresentar a teoria da técnica de Monte Carlo.
« Validar a técnica por meio de simulagées computacionais.

» Relatar os resultados de uma aplicacao pratica em sala de aula.

1.3 Estrutura do Trabalho

Quanto a estrutura, o texto possui 5 capitulos.

No capitulo inicial, apresenta-se a introdugcdo e os objetivos do trabalho. No
segundo capitulo, tem-se um resumo dos conceitos matematicos sobre definicao de
areas geomeétricas, seguido de uma revisdo de probabilidade e estatistica abrangendo
definicbes, teoremas e exemplos. Enfatiza-se também neste capitulo a Técnica de
Monte carlo com uma breve histdria e suas aplicacdes, os fundamentos matematicos
e estatisticos dessa técnica e as vantagens e limitagdes de seu uso. Serdo abordadas
também as tecnologias no ensino e a importancia das ferramentas computacionais no
ensino da matematica.

No terceiro capitulo é retratado a descricdo do processo de pesquisa deste tra-
balho. No quarto capitulo sdo apresentados os resultados através das simulagdes com-
putacionais com demonstragédo grafica e numerica da eficacia da técnica de Monte
Carlo e a analise da aplicacdo em sala de aula. No ultimo capitulo sdo mostradas as
conclusdes obtidas e as possibilidades de ampliagdes para trabalhos futuros.
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2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Conceitos Matematicos

Desde os tempos dos egipcios, que buscavam medir e delimitar suas terras
— origem do termo “Geometria”, que significa “medida da terra”, o calculo de areas
tem sido uma questao relevante na historia da Matematica. Atualmente, profissionais
como topografos, gedlogos e arquitetos utilizam esse conhecimento para realizar ma-
peamentos e elaborar plantas. Na geografia e na cartografia, a area € definida como a
projecao de uma porcao da superficie terrestre em um plano horizontal. Dessa forma,
mesmo que a superficie de uma montanha seja inclinada, sua area sera calculada com
base em sua projecéo no plano horizontal.

Uma das civilizagbes que mais contribuiram para o avango da matematica fo-
ram os mesopotamicos, que registravam seus conhecimentos em tabuas de argila uti-
lizando a escrita cuneiforme. Esses registros fornecem indicios de como a matematica
era aplicada em sua sociedade, revelando sua importancia para a organizagao admi-
nistrativa, comercial e astronédmica da época.

As civilizagdes antigas utilizavam a geometria de forma ampla, principalmente
na construgdo e no planejamento urbano, demonstrando um conhecimento matema-
tico mais avangado do que se imaginava. A Figura 1 estabelece uma conexao entre
os meétodos antigos e os conceitos modernos de calculo de areas, evidenciando a in-
fluéncia dessas civilizagdes, como os babilénios, na compreensdo geométrica.

As tabuas de argila representadas na Figura 1, eram utilizadas por estudan-
tes escribas para a realizagao de exercicios praticos, aplicando técnicas para calcular
areas de diferentes figuras geométricas. Entre os exemplos registrados, destaca-se a
estimativa da area de um circulo, utilizando a aproximagao de 7 = 3, Swetz (2014), e
o calculo da area de um trapézio, demonstrando a relevancia desses conhecimentos
para a evolucdo da matematica ao longo dos séculos.

Datadas de aproximadamente 1800 a.C., as tdbuas de argila evidenciam os
avancos matematicos da civilizacdo mesopotamica, que ja realizava calculos de areas
de figuras geométricas e utilizava principios semelhantes ao teorema de Pitagoras,
representado na parte inferior esquerda da imagem Friberg (2007).

Embora provavelmente atribuamos o Teorema de Pitagoras ao seu homonimo
Pitagoras, isso € incorreto e vemos fortes evidéncias do conhecimento do teorema na
Antiga Mesopotamia. Na tabuinha de argila Plimpton 322 escrita por volta de 1800 a.C.,
vemos uma tabela para o calculo das triplas pitagéricas. Estes sdo numeros inteiros
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que satisfazem a equagéo a? + b> = ¢? e, 0 mais impressionante, isso foi visto mais de
1000 anos antes mesmo de Pitagoras nascer.

b
oty 2= 2 A___nrz ‘Iu(c.a-b)uh

Figura 1 — Esquerda: Plimpton 322 — Uma tabela contendo os triplos pitagoricos .
Meio: YBC 11120 — Notas gravadas sobre o célculo da area de um cir-
culo . Direita: YBC 7290 — Notas gravadas sobre o calculo da area de um
trapézio.

Fonte: Shrouded Science — Medium’

A abordagem geomeétrica antiga, exemplificada pelas representagdes do circulo,
do triangulo retédngulo e do trapézio, reflete a necessidade pratica de mensurar areas
para a construcdo de templos, canais de irrigagcéo e planejamento agricola Robson
(2008).

Area é um conceito matematico que pode ser definida como quantidade de es-
paco bidimensional, ou seja, de superficie. Existem varias unidades de medida de éarea,
sendo a mais utilizada o metro quadrado m? e os seus multiplos e sub-multiplos. Sao
também muito usadas as medidas agrarias: are, que equivale a 100 m?; e seu multiplo
hectare, que equivale a 1000 m?.

O calculo de areas provavelmente teve origem com os sacerdotes, que arreca-
davam impostos calculando intuitivamente a extensdo dos campos apenas pela obser-
vacao visual. Com o tempo, perceberam que trabalhadores revestiam partes retangu-
lares do chao com pedras quadradas. Notaram que, para determinar a quantidade de
pedras necessarias, bastava contar o nimero de quadrados de uma fileira e multiplicar
pelo total de fileiras.

Assim, surgiu a formula para calcular a area de um retangulo, que é obtida
pelo produto da base pela altura. Posteriormente, foi desenvolvida uma férmula para
calcular a area de um tridngulo. Esse avango baseou-se em um raciocinio geomeétrico:

' Disponivel em: <https://shroudedscience.medium.com/ancient-mathematical-origins-c59096bd2920>.

Acessado em: 12/01/2025.
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ao dividir um quadrado ou retangulo ao meio por uma diagonal, obtinha-se a area de
um tridangulo. Dessa forma, a area do triangulo passou a ser calculada como a metade
da area de um quadrado ou retangulo correspondente.

A area de uma figura plana representa a medida de sua superficie. O calculo
da area varia conforme o formato da figura, utilizando férmulas especificas para cada
caso. Entre as principais figuras planas destacam-se o triangulo, o circulo, o quadrado,
o retangulo, o losango e o trapézio, cada um com uma férmula propria para determinar
sua area. E importante mencionar que o conceito de area é abordado na geometria
plana, que trata de objetos bidimensionais.

2.1.1 Area do Retangulo

Definigcao 1. Retangulo é o quadrilatero formado por quatro lados, dois deles na ver-
tical e dois na horizontal. Da mesma forma que o quadrado, ele apresenta quatro an-
gulos internos de 90° (retos). Considere uma regiao retangular R (Figura 2) de compri-
mento b e largura h (ou base b e altura h), em que b e h sdo numeros reais. A area
dessa regiado R é dada por:

A=bxh

b

Figura 2 — Representacado de um retangulo com destaque para suas medidas.

Fonte: Dolce e Pompeo (2013)

2.1.2 Area do quadrado

Definigcao 2. Quadrado é um quadrilatero regular congruente, ou seja, ele possui qua-
tro lados de mesmo comprimento e quatro dngulos internos de 90°, os quais sdo chama-
dos de angulos retos. Conforme ilustrado na (Figura 3), a area de uma regidao quadrada
cujo lado mede « € dada por:

A=axa
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a

Figura 3 — Figura de um quadrado destacando as medidas do seu lado.

Fonte: Dolce e Pompeo (2013)
2.1.3 Area do triangulo

Definigao 3. Tridngulo é o poligono formado por trés lados. S&o classificados de
acordo com as medidas dos lados, bem como seus angulos. Podemos escrever a area
de uma regiao triangular (Figura 4) como a metade do produto da medida da base b
pela medida da altura h correspondente.

A:b><h

2

I b |

Figura 4 — Triangulo com suas medidas e elementos geométricos destacados.

Fonte: Dolce e Pompeo (2013)

2.1.4 Area do Losango

Definicao 4. Losango € um quadrilatero equilatero formado por quatro lados iguais.
Apresenta dois lados e angulos opostos congruentes e paralelos, com duas diagonais
que se cruzam perpendicularmente. Ele possui dois angulos agudos (menores que 90°)
e dois angulos obtusos (maiores que 90°). Toda regiao limitada por um losango (Figura
5) tem a mesma area de uma regiao retangulaR. Assim, a area da regiao limitada por
um losango de diagonais d1 e d2, é dada pela metade do produto destas.

dl x d2
2

A:
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Figura 5 — llustragdo de um losango evidenciando suas dimensdes.

Fonte: Dolce e Pompeo (2013)

2.1.5 Area do Trapézio

Definigao 5. Quadrilatero notavel com dois lados e bases paralelas, onde uma é maior
e outra menor. A soma de seus angulos internos totaliza 360°. A regido limitada por um
trapézio (Figura 6) € formada por uma de base 01 e a altura h e outra de base 2. A
area da regiao trapezoidal é dada por:

(b1 +b2) xh

A:

Figura 6 — Figura de um trapézio destacando suas propriedades métricas.

Fonte: Dolce e Pompeo (2013)

2.1.6 Area do Circulo

Definigcao 6. Circulo € uma figura plana também chamada de disco. Apresenta uma
forma circular. O raio do circulo representa a medida entre o ponto central da figura e
uma das extremidades. Ja o diametro equivale duas vezes o raio, posto que representa
o segmento de reta que passa pelo centro do circulo, dividindo-o em duas metades
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iguais. Conforme ilustrado na (Figura 7) a area de um circulo é dada por:

A=1x R?

Figura 7 — Representacado de um circulo e a medida do seu raio.

Fonte: Dolce e Pompeo (2013)

2.1.7 Conceito geral de Area - Integral de Riemann

Definigao 7. A darea A de umaregido S (Figura 8), localizada abaixo do grafico de uma
funcado continua f, pode ser descrita como o limite que resulta da soma das areas de
retangulos utilizados para aproximar essa regiao.

Jim > fa))Az = lim [f(z1)Az + f(25) Az + - - + f(a7,)Ax]
=1
Ay

/ fix)

a bx>

Figura 8 — Area da regido S abaixo de uma fungéo continua.
Fonte: Stewart (2023)

Definicdao 8. Seja f uma funcédo continua definida em a < = < b. Dividimos o in-
tervalo [a, b] em n subintervalos de comprimentos iguais Ax = (b — a)/n. Sejam xy(=
a),zy,Ts,...,2x,(= b) 0s extremos desses subintervalos, e sejam x7, z3, ...,z pontos



Capitulo 2. Fundamentagéo Tebrica 20

amostrais arbitrarios nesses subintervalos, de forma que z} pertenca ao i-ésimo subin-
tervalo [z; 1, x;].Entdo, a integral definida de f de a a b é dada por:

/b f(z)dz = lim zn:f(xf)Ax
@ n—o00 Py

desde que o limite exista e dé o mesmo valor para todas as possiveis escolhas de
pontos amostrais. Se ele existir, dizemos que f € integravel em [a, b].

A soma

> f@)Ax

que ocorre na Definicdo 8 é chamada soma de Riemann. Assim, a Definicao 8 diz que
a integral definida de uma uma fungéao integravel pode ser aproximada com qualquer
grau de precisado desejado por uma soma de Riemann. Comparando a Definicdo 8 com
a Definicao 7, vemos que a integral definida f:f(x) dz pode ser interpretada como a
area sob a curva y = f(z) de a até b ( veja a Figura 7).

2.2 Revisao de Probabilidade

Definigcao 9. Todo modelo probabilistico € baseado em um processo imprevisivel, de-
nominado experimento aleatodrio ¢, que gera um unico resultado de um conjunto de pos-
siveis ocorréncias. O conjunto completo de resultados possiveis desse experimento é
chamado de espago amostral, representado por (2.

Definicao 10. Um evento € um subconjunto do espago amostral, ou seja, um conjunto
de resultados possiveis de um experimento aleatério.

Definicao 11. Suponha um experimento com um numero finito de resultados igual-
mente provaveis. Nesse caso, a definigao classica de probabilidade de um evento
A, representada por P(A), é definida por:

_ 4]

—er

em que | | representa a cardinalidade do conjunto A.

P(A)

Suponha que o espaco amostral tem um numero finito, n, de elementos, 2 =
{s1, 82, ..., 8, }, Se paratodo i, 1 <i<mn,

isto &, todos os elementos do espago amostral tem mesma probabilidade, chamamos
0 espaco de equiprovavel.
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Definicao 12. (Axiomatica de Kolmogorov) Uma fungéo de probabilidade, represen-
tada por P, é uma funcdo que associa a cada evento A um valor, denominado P(A),
que representa a probabilidade de A. Essa fungao deve atender aos seguintes critérios:

1. P ndo é negativo, isto é, P(A) > 0, para todo evento A.
2. A probabilidade de todo o espago amostral 2 € igual a 1, ou seja, P(Q2) = 1.

3. Se Ay, A,, ... € uma sequéncia infinita de eventos mutuamente exclusivos em )
(A;NA; =0 parai # j), entéo

P (U Ai> => P(4).
=1 =1
Definicao 13. (Probabilidade Condicional) Sejam A e B C (2, definimos a probabili-

dade condicional de A, dado que B ocorreu, denotado por P(A|B)

numero de elementos de AN B
numero de elementos de B

P(A|B) =

De forma generalizada,

P(ANB)

P(AIB) = g

P(B) > 0. (2.1)

A Probabilidade Condicional oferece uma forma de analisar o resultado de um
experimento com base em informagdes limitadas. Alguns exemplos de situagdes em
que essa abordagem € aplicada incluem:

a) Em um estudo sobre a satisfagcéo de clientes, vocé é informado que um cliente
fez uma reclamacéo sobre um produto. Qual é a probabilidade de que esse cliente
tenha retornado o produto, considerando que ele ja fez uma reclamagao?

b) Em uma pesquisa eleitoral, vocé sabe que um eleitor votou no candidato A.
Qual é a probabilidade de que esse eleitor tenha mais de 40 anos?

c) Durante um jogo de futebol, € informado que a equipe A marcou um gol nos
primeiros 10 minutos de jogo. Qual é a probabilidade de que a equipe A venca a partida,
dado que ja fez um gol logo no inicio?

Proposig¢ao 1. (Regra do Produto) Assumindo que todos os eventos condicionantes
tém probabilidade positiva, temos que

P(N7_, A;) = P(A)P(Ay| AD)P(A3| AL N Ay).. . P(A,|NEZEA).
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Definicao 14. (Independéncia de dois eventos) Dois eventos A e B sédo considera-
dos independentes se a ocorréncia de B nao altera probabilidade de ocorréncia de A,
ou seja,

P(AnB)=P(A) -P(B). (2.2)

Alternativamente, podemos aplicar a igualdade acima na férmula da probabili-
dade condicional (2.1), para obter:

P(A|B) =P(A). (2.3)

Defini¢ao 15. (Independéncia de varios eventos) Se { A;,: = 1,2,...,n} €uma sequén-
cia de eventos independentes, entdo

P (ﬂ Ai) =[P,

€S €S
em que S é uma colecao discreta de indices, com i pertencente a S.

Teorema 1. (Teorema da Probabilidade Total) Sejam Ay, ..., A, eventos disjuntos
que formam uma particdo? do espago amostral (cada resultado possivel esta incluido
em um e apenas um dos eventos A, ..., A,) e considere que P(4;) > 0,Vi=1, ..., n.
Entao, para qualquer evento B, temos

P(B)=P(AiNB)+---+P(A,NDB)
=P(A)) - P(BJA) + -+ P(A,) - P(B|4,) (2.4)

Figura 9 — Representacgao grafica do teorema da probabilidade total

Fonte: Autoria Propria

Teorema 2. (Teorema de Bayes) Sejam A4, ..., A,, eventos disjuntos que formam uma
particdo do espaco amostral, e suponha que P(A4;) > 0, para todo i. Entéo, para qual-
quer evento B tal que P(B) > 0 conforme Figura 2.5, temos:

2 Uma particdo consiste na divisdo do espago amostral em eventos cuja intersegdo é vazia, isto &,
eventos mutuamente exclusivos e em que U?:l A; = Q.
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P(Ai) P(B|A))
P(B)

P(AilB) =

_ P(4) P(B]4))
~ P(A4)P(B|A)) + ... + P(4,)P(B|A,)’

(2.5)

2.3 A Técnica de Monte Carlo

A técnica de Monte Carlo possui registros de sua aplicagao ja na segunda me-
tade do século XIX, mas foi durante a Segunda Guerra Mundial, que o método foi
formalmente nomeado e sistematicamente desenvolvido, por Stanislaw Ulam e John
von Neumann para resolver problemas de fisica nuclear no Projeto Manhattan Metro-
polis e Ulam (1949). O método recebeu o nome “Monte Carlo” em referéncia ao famoso
cassino, destacando seu vinculo com a aleatoriedade e jogos de azar Hammersley e
Handscomb (1964).

Desde entao, a técnica se destacou pela simplicidade dos algoritmos e efici-
éncia em resolver problemas complexos, sendo amplamente aplicada em economia,
biologia e engenharia. Com vastas aplicagdes, como a analise de riscos financeiros,
modelagem em sistemas bioldgicos e simulagcdes em mecanica dos fluidos. No en-
sino, sua abordagem facilita a compreensao de conceitos abstratos, como integragao
numeérica e estatistica inferencial Robert e Casella (2010).

O método baseia-se em amostragem aleatdria para resolver problemas determi-
nisticos ou estocasticos. O principio central é a Lei dos Grandes Numeros, que garante
que a média dos resultados de um grande numero de amostras converge para o valor
esperado Fishman (1996). Sua implementagao envolve: modelagem do problema em
termos probabilisticos, geragao de variaveis aleatérias com distribuicbes especificas,
simulacao repetida e calculo de estatisticas descritivas.

A simulagdo de Monte Carlo consiste em avaliar iterativamente um modelo de-
terministico utilizando nimeros aleatérios como entradas. E especialmente aplicada
a modelos complexos, n&o lineares ou com multiplos parametros incertos. A analise
pode exigir mais de 10.000 avaliagbes do modelo, tarefa que, no passado, era viavel
apenas com supercomputadores.

O desenvolvimento conceitual do modelo ou problema a ser estudado é dividido
em quatro etapas: elaboracao de férmulas e equacdes adequadas, coleta de dados,
definicdo das distribuicbes de probabilidades das variaveis de entrada e estabeleci-
mento de um método para registrar os dados. A verificagdo assegura que o modelo
esteja livre de erros logicos e funcione conforme o esperado, enquanto a validagéo ava-
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lia se ele representa de forma confiavel o sistema ou problema em analise. Essa etapa
inclui a formulagao de questdes especificas para guiar o decisor na busca de solugdes.
Por fim, com base no planejamento experimental, realizam-se as simulagbes para ge-
rar as informacdes necessarias, que sdo apresentadas aos tomadores de decisao em
relatérios.

Um exemplo muito simples pode ser dado considerando-se a Figura 10. Con-
sideramos um circulo inscrito em um quadrado e distribuimos aleatéria e homogenea-
mente um conjunto arbitrario de feijoes na Figura 10, a seguir. Verifica-se a proporgao
de feijdes que caem dentro do circulo em relagédo aos que caem dentro do quadrado.
Dividindo uma quantidade pela outra, o resultado é aproximadamente 7 /4.

Integral de Riemann Integracao Monte Carlo
Y A Y
z? + ;;2 =1
— —
=
NS
0 ‘ > >

.l || b 4 . ‘.(‘_r+ ""‘/,I]
{ Vi-x* dx =~ = 078540 lim = YV =8 _
Jo 4

n—oo T

T
4

Figura 10 — Area do circulo unitario por Integragdo de Riemann (esquerda) e Integra-
¢ao por Monte Carlo (direita).

Para ver os detalhes da estimativa do calculo de area usando Monte Carlo no
software R, consulte o apéndice A.

2.3.1 Meétodo de Monte Carlo Simples

A ideia do metodo e justamente escrever a integral que se deseja calcular como
um valor esperado. Considere que queremos avaliar a integral:

/a b h(z) da.
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Esta integral pode ser reescrita como:

/ h(z) dz = (b— a) / () 1 i = (b — ) E[H(2)],

em que E[H(x)] é a esperanca da fungédo densidade

com a < x < b da distribuicdo U(a,b).
Para aproximar a integral I basta aplicar o seguinte algoritmo:
1. Gere x4, 9, ..., x, valores da distribuicdo U(a,b).
2. Calcule h(zy), h(xs), ..., h(z,

).
3. Calcule a média da amostra h.

4. Calcule I = (b—a)h.

O erro padrdo da estatistica I é:

em que o2 é a variancia da fungéo h(z). Esse erro pode ser utilizado para avaliar a
precisao da estimativa. Pela lei dos grandes numeros (LGN), segue que:

Pr(lh—1I|<¢)—0 quando n — oo.

2.4 Tecnologia e Ensino

A integracdo de ferramentas computacionais no ensino de matematica e a ado-
¢ao de praticas pedagdgicas interativas e experimentais tém se mostrado estratégias
eficazes para aprimorar a aprendizagem dos alunos. As tecnologias estdo cada dia
mais avangadas, e também mais presentes no cotidiano de todos. E nas escolas nao
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é diferente, nos ultimos anos muitas pesquisas estdo sendo feitas, na busca de méto-
dos que contribuem para uma boa aprendizagem por meio dela.

No entanto, essas metodologias nem sempre sao efetivamente aplicadas nas
escolas. Nesse contexto, Maia, Vasconcelos e Menezes (2024) destacam que as tec-
nologias educacionais atuam como ferramentas de apoio ao ensino, facilitando a cons-
trugdo do conhecimento e permitindo uma aprendizagem mais personalizada. Essa
questao nos convida a pensar em estratégias que permitam aos alunos compreender
e interpretar o mundo de forma mais ampla.

No ensino da Matematica, a tecnologia tem se mostrado uma aliada poderosa.
Sousa, Silveira e Trocado (2019) exploram o uso do GeoGebra, um software interativo,
para modelagem em uma abordagem STEAM, destacando sua eficacia na visualiza-
¢do e compreensdo de conceitos matematicos. O ensino de ciéncias deve ter como
objetivo, tornar o aluno critico e reflexivo diante de sua percep¢ao de mundo, e tam-
bém dos problemas do mesmo.
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3 Metodologia

A metodologia deste trabalho foi desenvolvida com o objetivo de aplicar a téc-
nica de Monte Carlo no calculo de areas, promovendo uma aprendizagem significativa
no Ensino Médio. O processo metodolégico foi organizado em trés etapas principais:
planejamento, execucéao pratica e coleta de dados. No inicio, o planejamento abran-
geu a definicdo dos conceitos matematicos e probabilisticos essenciais para a com-
preensao da técnica de Monte Carlo. Essa fase envolveu uma reviséo bibliografica
sobre a técnica de Monte Carlo, probabilidade, geometria e integragdo numérica, além
da criagao de materiais didaticos, como slides, exemplos e atividades praticas, que
conectassem os conceitos tedricos as suas aplicagdes em sala de aula. Também foi
elaborado um plano de aula com abordagem experimental, visando facilitar o processo
de aprendizagem.

A implementacgao foi composta por duas atividades principais. Primeiramente,
foram realizadas simulacdes computacionais utilizando o software R para aplicar a téc-
nica de Monte Carlo. Esse processo envolveu a elaboragdo de cédigos simples para
gerar numeros aleatérios e calcular areas de figuras geométricas planas, como um
quarto de circulo, além da demonstracao das etapas de geragcao de amostras, calculo
de proporc¢des e estimativas de areas. Em seguida, foram desenvolvidas atividades pra-
ticas em sala de aula, nas quais os alunos participaram de experimentos com materiais
concretos, como caixas de sapato e graos de feijdo. Esses experimentos consistiram
em posicionar figuras geométricas no fundo das caixas, distribuir aleatoriamente os
graos e contar a proporgao de graos dentro das figuras para estimar suas areas.

A coleta de dados foi realizada de maneira qualitativa e quantitativa. Durante
as atividades praticas, os valores estimados pelos alunos foram registrados, levando
em consideracgao diferentes quantidades de graos e o numero de repeti¢des, a fim de
aumentar a precisao dos resultados. Além disso, foi acompanhada a participacao e o
engajamento dos alunos ao longo das atividades, com anotagdes sobre as dificulda-
des enfrentadas e as solugdes propostas. Para assegurar a validade da metodologia
utilizada, foram comparados os resultados obtidos nas simulacdes computacionais e
nas atividades praticas. O progresso dos alunos foi avaliado por meio de discussodes
em grupo e dos relatérios finais das atividades.

Essa metodologia foi projetada para explorar a técnica de Monte Carlo de ma-
neira acessivel e interativa, proporcionando uma compreensao mais contextualizada
e aplicavel dos conceitos matematicos.
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4 Resultados e Discussao

4.1 Resultados das Simulacoes Computacionais

4.1.1 Aplicacdo: Estimacao de 7 via técnica de Monte Carlo

Pi, representado pela letra grega =, € uma constante matematica com grande
significado em varias disciplinas matematicas. Representa a razao entre a circunferén-
cia de um circulo e seu diametro, e seu valor é aproximadamente 3,14159. A importan-
cia do pi esta em sua onipresenga em férmulas e calculos matematicos. Na geometria,
aparece nas férmulas para calcular a area e a circunferéncia de um circulo. Surge
também em diversos campos matematicos, incluindo calculo, teoria da probabilidade
e teoria dos numeros. As aplicacdes praticas de pi vao além da matematica.

Para verificar a aproximagao da integral acima pelo método de Monte Carlo, foi
construida a Tabela 1, a seguir, variando-se a quantidade de numeros aleatérios n ge-
rados pela distribuicao Uniforme(0, 1). Observe que as estimativas estdo préximas ao
valor verdadeiro 7 /4. Os erros padrdes e os vieses diminuem estatisticamente quando
se aumenta n.

n 100 500 1000 5000 10000
7 0.7936 0.7864 0.7863 0.7847 0.7845
(ep) (0.0179) (0.0072) (0.0070) (0.0030) (0.0023)
Viés  1.0491 0.1308 0.1213 -0.0864 -0.1139

Tabela 1 — Estimativas de = /4 para diferentes tamanhos de amostra n.

Na Figura 11, a seguir, € exibido o comportamento das aproximag¢des de Monte
Carlo conforme se aumenta o numero de simulagdes (em preto), os intervalos de con-
fiangca (em vermelho) e o valor verdadeiro de = /4 (em azul). Conforme esperado pela
LGN, quando n cresce, I converge em probabilidade para I, isto &, a estimativa se
aproxima estatisticamente do valor verdadeiro.

Aproximagéo
075 076 077 078 079 080 081 082

Figura 11 — Gréafico da aproximacgao de 7/4 pelo método de Monte Carlo.



Capitulo 4. Resultados e Discusséo 29

4.2 Aplicacdo em Sala de Aula

A abordagem metodoldgica adotada neste estudo foi pratica e experimental, vi-
sando proporcionar uma compreensao mais acessivel do calculo de areas aos alunos e
estimular o seu interesse pela Matematica. Inicialmente, os alunos foram apresentados
aos conceitos basicos de geometria e probabilidade, essenciais para a compreensao
da metodologia de Monte Carlo. Em seguida, foi realizada uma atividade pratica em
sala de aula, na qual os alunos utilizaram materiais concretos, como graos de feijao e
caixas de sapato, para simular a distribuicao de pontos e calcular a area de diferentes
figuras planas. A atividade foi estruturada em duas etapas principais: a primeira focou
na retomada de conceitos tedricos e a segunda na aplicagao pratica da técnica de
Monte Carlo. Os alunos foram incentivados a comparar os resultados obtidos com os
valores reais das areas, promovendo uma analise critica e reflexiva sobre a precisao
e a eficacia do método aplicado.

Foi realizada uma analise inicial do conhecimento dos alunos sobre conceitos
de area e calculo de areas de figuras planas. Durante esse processo, realizamos de-
monstragcdes de calculos aplicados a situagdes cotidianas. Também exploramos figu-
ras geométricas, incentivando os alunos a estabelecerem relagdes entre construgoes
e objetos em geral, além de revisarmos conceitos fundamentais da Geometria, como
o calculo de areas e as propriedades das figuras geométricas. Com base nesse levan-
tamento, foi possivel avaliar o nivel de conhecimento matematico da turma em relagao
aos topicos abordados. Inicialmente, estava previsto o trabalho com as figuras do tra-
pézio e do circulo; no entanto, a falta de tempo impossibilitou a aplicagcdo de ambas.
Dessa forma, foi possivel utilizar apenas uma das figuras planas. Na realizagcéo da ati-
vidade pratica os materiais utilizados foram: caixa de sapato, a figura de um trapézio
sem as suas medidas, cola, feijées e tesoura. Para ver os moldes das figuras, consulte
o apéndice B.

Os estudantes (Figura 12) foram orientados a colar o trapézio no fundo da caixa
de sapato e escolher uma quantidade entre 100 e 300 feijoes. Depois, eles deveriam
mexer a caixa para garantir que os feijdes fossem distribuidos de forma mais aleatéria,
evitando que ficassem amontoados em um unico lugar, conforme Figura 13.

. Sl 8
Figura 13 — Contagem dos graos dentro
da figura.

Figura 12 — Alunos do Ensino Médio.
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Em seguida, deveriam contar quantos graos de feijées ficaram dentro da re-
gido do trapézio colado no fundo da caixa, repetindo esse passo por, no minimo, oito
vezes e calcular a média da quantidade de graos de feijdes que ficaram dentro do tra-
pézio. Nesse momento, torna-se necessario informar aos alunos que quanto maior a
quantidade de graos de feijdes utilizados a estimativa sera mais exata. Enquanto com
menos graos, mais repeticdes de contagem serdao necessarias para que a média de
graos dentro do trapézio fornega uma boa estimativa da area. Em seguida, com os
dados em maos, calcular a area do trapézio com a formula abaixo.

Quantidade média de grdos dentro da figura plana Area da figura plana
Quantidade total de graos dentro da caixa ™ Area do fundo da caixa

4.3 C(Coleta de Dados

Embora a atividade n&o tenha enfatizado a precisdo nas respostas das ques-
tdes propostas, as expectativas foram amplamente atendidas no aspecto qualitativo.
Notou-se uma participagao engajada dos alunos, tanto nas interagdes entre eles quanto
com o professor, além de um desenvolvimento significativo no entendimento do con-
teudo abordado, que tratava do calculo de areas de figuras planas.

As mudangas implementadas na abordagem avaliativa mostraram-se eficazes,
incentivando maior participacado dos alunos e reforgando a confianga no processo de
aprendizagem. Essa confianga, por sua vez, possibilitou novas oportunidades de evo-
lugdo, gerando impactos positivos que foram além das boas notas, destacando a im-
portancia da pratica como uma ferramenta essencial para o desenvolvimento integral.

Toda a atividade foi registrada em relatorios conforme Figuras 14 e 15.
Apés a coleta das atividades, percebeu-se que os grupos apresentaram res-

postas distintas, o que era esperado em fungao da aleatoriedade do método utilizado.
Um dos grupos conseguiu obter um resultado bem préximo do valor correto, indicando
que estavam seguindo a abordagem correta. Durante a realizagdo da atividade, os
alunos notaram que, ao aumentar a quantidade de feijdes langados, os resultados se
tornavam mais precisos. A atividade ludica revelou-se eficaz, pois proporcionou aos
alunos uma experiéncia pratica e envolvente, quebrando a rotina da aula expositiva e
facilitando a assimilagdo dos conceitos matematicos.

4.4  Analise da Aplicacao em sala de Aula

Este trabalho permitiu que os alunos compreendessem de forma mais profunda
0s conceitos relacionados a area de figuras planas, levando em conta as dificuldades
identificadas durante o processo de ensino-aprendizagem desses topicos de Geome-
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Figura 15 — Resposta da atividade do

Figura 14 — Resposta da atividade do grupo 2.

grupo 1.

tria. Constatou-se que a utilizagao das sequéncias didaticas tem um papel crucial na
consolidagéo do aprendizado dos alunos, contribuindo, assim, para sua formacgéao.

Ao utilizar uma atividade mais pratica, foi possivel organizar o trabalho em du-
plas ou grupos, como aconteceu na atividade proposta. Esse formato se mostrou muito
eficaz, pois a maioria dos alunos demonstrou receptividade e engajamento: auxiliaram
nas leituras, sugeriram formas de resolver as atividades e até se dirigiram a lousa para
explicar suas solugdes aos colegas.

Mesmo os alunos que nao alcangaram o resultado final compartilharam o que
haviam feito e, com o auxilio dos colegas, conseguiram concluir seus raciocinios. Esse
processo de planejamento possibilitou que os estudantes identificassem suas dificul-
dades e as superassem, percebendo que todos enfrentam desafios, embora de manei-
ras distintas. Como resultado, passaram a interagir mais, deixando de lado o receio de
questionar e, principalmente, a fixar o conteudo trabalhado em sala de aula.

4.5 Reflexdes sobre a Abordagem

Com base nos resultados obtidos nesta pesquisa, foi possivel concluir que o
uso de materiais didaticos manipulaveis no ensino de figuras planas pode contribuir
de maneira significativa para a aprendizagem dos conceitos fundamentais de area de
figuras planas. Esse recurso facilita a compreensédo do conteudo, permitindo que o
aluno se aproprie do conhecimento de forma mais eficaz, tornando-se um estudante
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que aprende de maneira mais relevante e envolvente.

Ao oferecer aos alunos uma aprendizagem criativa e aprofundada, eles sao
motivados ndo apenas a memorizar formulas, mas a cultivar habilidades criativas na
solugao de problemas matematicos. Em sintese, espera-se que este trabalho contri-
bua para a implementagéo, em outros contextos educacionais, de diversas atividades
que utilizem materiais ludicos, com o propdsito de estimular o raciocinio do aluno, re-
sultando em um ensino mais significativo e agradavel.
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5 Consideracoes Finais

Este estudo demonstrou que a técnica de Monte Carlo pode ser aplicada com
sucesso no ensino fundamental e médio para o ensino do calculo de areas. A atividade
pratica e ludica facilitou a compreensao dos conceitos matematicos e quebrou a rotina
da aula expositiva, tornando o aprendizado mais envolvente e significativo. Conclui-
mos que o método de Monte Carlo é uma técnica de integracao valida e adaptavel
para diferentes niveis de ensino, proporcionando uma experiéncia de aprendizagem
enriquecedora e pratica.

As dificuldades enfrentadas durante o desenvolvimento deste trabalho estavam
em diversos aspectos, como a caréncia de materiais e recursos tecnoldgicos, além
da auséncia de um espaco adequado, como uma sala de informatica, onde os alu-
nos pudessem explorar o software utilizado. Adicionalmente, muitos alunos ainda ndo
dominavam conceitos basicos de estatistica e probabilidade, o que dificultou a com-
preensao inicial da técnica. O tempo limitado em sala de aula também se revelou um
obstaculo para a aplicagédo com outras figuras planas e para a introducao e explora-
¢ao aprofundada do método. Por fim, a implementacéo de simulagdes frequentemente
exige conhecimentos em programagao ou o uso de ferramentas especificas, que ge-
ralmente nao estdo contemplados no curriculo padrao.

Para trabalhos futuros, recomenda-se substituir softwares avangados por ferra-
mentas mais acessiveis, como planilhas eletrénicas (Excel ou Google Sheets), visando
facilitar a compreenséao e aplicacdo da técnica. Além disso, é essencial contextualizar
o aprendizado por meio de problemas do cotidiano, como o calculo de areas de forma-
¢Oes irregulares em terrenos, para evidenciar a relevancia do método.

Outra proposta importante é oferecer formagdes especificas para professores
interessados em implementar métodos de simulagao, auxiliando-os no dominio das
ferramentas e estratégias pedagogicas. Complementarmente, o desenvolvimento de
atividades ludicas ou jogos que simulem o método de Monte Carlo pode tornar o apren-
dizado mais dindmico e acessivel, especialmente em ambientes educacionais diversi-
ficados.

Por fim, recomenda-se aproveitar softwares didaticos, como GeoGebra e Des-
mos, para criar simulagdes visuais e interativas, além de relacionar o método de Monte
Carlo a construcao de graficos, distribuigdo de frequéncias e amostras aleatorias, pro-
movendo uma compreensao mais ampla e pratica da técnica.
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A Estimativa da Area do Circulo via Monte
Carlo
Este apéndice apresenta um exemplo pratico do calculo da area de um quarto

de circulo unitario utilizando o método de Monte Carlo. O codigo em R a seguir de-
monstra os passos necessarios para realizar a estimativa:

# Definir o numero de simulagdes

n <- 10000

# Gerar coordenadas aleatdérias no intervalo [0,1]
x <- runif(n)

y <- runif(n)

# Verificar se os pontos estfo dentro do circulo (x72 + y~2 <= 1)

inside_circle <- x72 + y~2 <=1

# Proporgdo de pontos dentro do circulo

proportion <- sum(inside_circle) / n

# Estimativa da area do circulo (multiplicado por 4 para o circulo
completo)

estimated_area <- proportion * 4

# Exibir o resultado

cat ( , estimated_area, )

Quadro A.1 — Estimativa de area usando Monte Carlo no R

O exemplo acima ilustra o uso de coordenadas aleatérias para verificar a pro-
porcao de pontos que caem dentro de um quarto de circulo unitario. Multiplicando essa
proporcao por 4, obtemos a estimativa da area do circulo completo.

Este método é util em situagées onde métodos analiticos podem ser dificeis de
aplicar ou quando se deseja uma solugao aproximada para problemas geométricos.
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B Moldes utilizados na pratica

Este apéndice apresenta os moldes que foram utilizados para a realizacado da
atividade pratica na escola:

Figura 16 — Moldes das figuras planas.
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