“%g

2

UFRPE

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
LICENCIATURA PLENA EM MATEMATICA

Yasmin Lopes de Carvalho

Um estudo comparativo entre espacgos vetoriais
normados de dimensao finita e infinita

Recife - PE
Junho de 2022



Um estudo comparativo entre espacos vetoriais
normados de dimensao finita e infinita

Trabalho de conclusao de curso submetido a
Coordenagao do Curso de licenciatura plena
em Matemética da Universidade Federal Ru-
ral de Pernambuco, como parte dos requisi-
tos para a obtencao do grau de licenciada em
matematica.

Orientador: Prof. Dr. Eudes Mendes
Barboza

Recife - PE
Junho de 2022



Dados I nternacionais de Catal ogacéo na Publicacdo
Universidade Federal Rural de Pernambuco
Sistema Integrado de Bibliotecas
Gerada automaticamente, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

C331e Carvaho, Yasmin Lopesde
Um Estudo Comparativo entre Espagos V etoriais Normados de Dimensdo Finita e Infinita/ Yasmin Lopes de
Carvaho. - 2022.
99 1. :il.

Orientador: Eudes Mendes Barboza.
Inclui referéncias.

Trabalho de Concluséo de Curso (Graduacdo) - Universidade Federal Rural de Pernambuco, Licenciaturaem
Matemdtica, Recife, 2024.

1. Espacos Vetoriais Normados. 2. Dimensdo. 3. Equivaléncia de Normas. 4. Continuidade. 5. Completude e
Compacidade. |. Barboza, Eudes Mendes, orient. I1. Titulo

CDD 510




Yasmin Lopes de Carvalho

Um estudo comparativo entre espacos vetoriais
normados de dimensao finita e infinita

Trabalho de conclusao de curso submetido a
Coordenagao do Curso de licenciatura plena
em Matemética da Universidade Federal Ru-
ral de Pernambuco, como parte dos requisi-
tos para a obtengao do grau de licenciada em
matematica.

Aprovado em: 09/06/2022.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Eudes Mendes Barboza (Orientador)
Universidade Federal Rural de Pernambuco - UFRPE

Profa. Dra. Yane Lisley Ramos Aratjo
Universidade Federal Rural de Pernambuco - UFRPE

Prof. Dr. Uberlandio Batista Severo
Universidade Federal da Paraiba - UFPB

Recife - PE
Junho de 2022



Agradecimentos

A Deus, em primeiro lugar, por ter me iluminado e abeng¢oado na minha trajetoéria.

A minha familia, em especial a minha avo, Edileuza, a minha mae Sharlene, a
minha madrinha Edilma e as minhas irmas, que entenderam minhas auséncias e nao
mediram esforgos para que eu realizasse o meu sonho.

Ao meu namorado, Joao Pedro, que me acompanhou em grande parte dessa tra-
jetoria, me dando confianca e apoio para seguir em frente, sendo amoroso e paciente.

Ao meu orientador, Eudes Mendes, que estéd comigo desde o inicio da graduacao,
me ensinando, acreditando na minha capacidade, tendo paciéncia e dedicacao e pelo
incentivo a carreira académica.

A todos os professores do departamento de matematica, em especial Clessius Silva,
Tarciana Maria, Thiago Dias e Gilson Carvalho, pelos ensinamentos, contribuicoes ao
longo do curso e por todas as oportunidades que deram.

Aos meus amigos da universidade, em especial, Beatriz Gomes, José Arthur,
Laryssa Almeida, Vivian Santos e a todos os outros que estiveram comigo ao longo dessa
trajetoria, que me ajudaram com palavras de incentivo e que compartilharam bons mo-
mentos.

Aos meus amigos Raquel Aquino e Matheus Oliveira que entenderam minhas au-
séncias e me incentivaram para que eu nunca desistisse.

A banca examinadora, Yane Aratjo e Uberlandio Severo, por ter aceitado o convite
e pelas contribuicoes a versao final do meu trabalho.

A FACEPE, Fundacdo de Amparo a Ciéncia e Tecnologia do Estado de Pernam-

buco, pelo apoio financeiro.



Resumo

Espacgos vetoriais sao estruturas nas quais podemos somar elementos e multipli-
car seus elementos por escalares. Quando um espaco vetorial € munido de uma norma,
também podemos verificar propriedades métricas e topologicas. Em Algebra Linear, estu-
damos resultados importantes que sao validos para os espagos vetoriais de dimensao finita.
Mas, nem sempre, podemos estender esses resultados para os espacos vetoriais normados
de dimensao infinita. Com o auxilio da Algebra Linear, dos Espacos Métricos e da Anélise
Funcional, veremos nogoes bésicas e ferramentas suficientes para discutir algumas diferen-
cas entre os espacos vetoriais normados de dimensao finita e infinita. As diferengas que
veremos estao relacionadas com as normas, transformacoes lineares, completude, compa-
cidade e os subespacos vetoriais fechados. Mostraremos os resultados validos para espagos
de dimensao finita e apresentaremos exemplos e contraexemplos para mostrar que nem
sempre tais resultados sao validos em dimensao infinita.

Palavras-Chave: Espacos Vetoriais Normados, Dimensao, Equivaléncia de Normas,
Continuidade, Completude e Compacidade.



Abstract

Vector spaces are structures in which we can add elements and multiply their
elements by scalars. When a vector space is provided with a norm, we can also verify
metric and topological properties. In Linear Algebra, we study important results that
hold for finite-dimensional vector spaces. However, we cannot always extend these results
to infinite-dimensional normed vector spaces. With the help of Linear Algebra, Metric
Spaces and Functional Analysis, we will see basic notions and enough tools to discuss some
differences between normed vector spaces of finite and infinite dimensions. The differences
we’ll see are related to norms, linear transformations, completeness, compactness, and
closed vector subspaces. We will show valid results for finite dimensional spaces and
present examples and counterexamples to show that such results are not always valid in
infinite dimensions.

Key-Words: Normed Vector Spaces, Dimension, Norm Equivalence, Continuity, Com-
pleteness and Compactness.
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Lista de Notacoes

e K" denota o produto cartesiano de n fatores iguais a K;

e F(X,K) denota o conjunto das aplicagdes f : X — K;

e C([a,b],C) denota o conjunto das aplicagdes continuas f : [0, 1] — C;

e M, (K) denota o conjunto das matrizes 2 X 2 com entradas no corpo K;
e Im 7T representa a imagem da transformacao 77

e Nuc T representa o nucleo da transformacao T

e idy denota a identidade de V;

e U 2V indica que U é isomorfo a V;

e (M,d) denota um espago métrico, sendo M um conjunto e d uma métrica,
e d(x,y) representa distancia entre x e y com a métrica euclidiana;

o d (x,y) representa distancia entre z e y com a métrica da soma,

e d'(x,y) representa distancia entre = e y com a métrica do maximo;

e B(X,R) denota o conjunto das fungoes limitadas f : X — R;

e 5(a;r) denota a bola aberta de centro a e raio r;

e B[a;r| denota a bola fechada de centro a e raio r;

e S(a;r) denota a esfera de centro a e raio r;

e B.(a;r) indica a intersegao da bola aberta B(a;r) com o conjunto X;

e 5.[a;r] indica a interse¢do da bola aberta Bla;r| com o conjunto X;



S.(a;r) indica a interse¢ao da bola aberta S(a;r) com o conjunto X;
intX denota o conjunto dos pontos interiores de X;

0X representa a fronteira de X;

M — X indica o complementar do conjunto X no espago métrico M;
& representa o conjunto vazio;

£ e 0 denotam constantes positivas;

X' indica o conjunto dos pontos de acumulacio de X;

X denota o conjunto dos pontos aderentes a X;

| - | denota a norma num espago vetorial F;

|| f]| denota uma norma da aplicacao f;

sup X representa a menor das cotas superiores;

inf X representa a maior das cotas superiores;

|z| indica a norma de x com a métrica euclidiana;

|z|as indica a norma de x com a métrica do méaximo;

|z|s indica a norma de x com a métrica da soma,

B (0; ) indica que a sequéncia (f,,) converge para f na topologia fraca*;
C'0,1] o conjunto das aplicagdes continuas no intervalo [0, 1];

C10,1] o conjunto das fungdes continuas e diferencidveis no intervalo [0, 1];
Ix representa o operador identidade;

L,(X,3, 1) denota o espago das fun¢oes mensuraveis de X em K;
L,[0, 1] denota o espago das fun¢oes integraveis do intervalo [0, 1];
P[0, 1] representa o conjunto das fungdes polinomiais de C[0, 1];

¢o indica o conjunto de todas as sequéncias de escalares que convergem para zero;



e oo subespaco de ¢y formado pelas sequéncias quase nulas;
e By denota a bola fechada unitaria num espaco normado E

e [, denota o espaco das sequéncias cuja série dos termos ao quadrado sao convergen-

tes.



Introducao

Os espacos vetoriais sao estruturas que estao relacionadas a duas operagoes, a
saber, a soma e a multiplicagdo por escalar, e satisfazem algumas propriedades. Ja os
espagos vetoriais normados sao aqueles que possuem uma norma associada, induzindo a
nocao de distancia. Esses espacos possuem dimensao finita ou infinita, que sera definida a
partir da cardinalidade de uma base que esta relacionada ao espago. Ha diversos resultados
que dependem intrinsecamente da finitude da dimensao do espago vetorial normado.

Ao observar a pouca exploragao sobre esse tema na graduagao, notou-se a neces-
sidade de elaborar uma pesquisa com énfase em alguns resultados que sao vélidos em
dimensao finita e que nao sao em dimensao infinita. Na graduagao, estudamos os espagos
vetoriais em Algebra Linear com o foco em dimensdo finita e, muitas vezes, é evitado
a discussao a respeito dos espagos com dimensao infinita, pois outras ferramentas mais
rebuscadas sao necessarias.

Partindo do que foi observado, buscamos reunir algumas diferengas entre esses
espagos, no intuito de responder ao seguinte problema de pesquisa: quais as principais
diferencas entre os espacos vetoriais de dimensao finita e os de dimensao infinita?

Dessa forma, nosso objetivo principal é verificar resultados que dependem forte-
mente da dimensao do espaco vetorial. Para isto, apresentaremos resultados e defini¢oes
relativos aos espacos vetoriais normados e compararemos certos resultados. Além disso,
exibiremos contraexemplos para os resultados validos em dimensao finita, mas que nem
sempre sao verificados em dimensao infinita.

Inicialmente, focamos nos conceitos de espacos vetoriais e espagos métricos e, pos-
teriormente, nos estudos acerca da comparacao entre resultados para espacgos vetoriais
que dependem da finitude da sua dimensao. A pesquisa fundamentou-se na abordagem
qualitativa, enfatizando a pesquisa bibliografica. Nos dois primeiros capitulos, fez-se um

levantamento bibliografico sobre conceitos, exemplos e resultados basicos. No primeiro
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Introducao 14

capitulo, serdo apresentados conceitos e resultados importantes da Algebra Linear, para
auxiliar nos estudos posteriores, como o conceito de corpos, espacgos vetoriais, bases e
transformacao linear. Em seguida, no Capitulo 2, veremos as principais defini¢coes e
resultados relativos aos espacos métricos. E importante salientar que algumas demons-
tragoes dos resultados destes capitulos poderiam ser omitidas. No entanto, optamos por
apresenta-las com a finalidade de tornar o texto autossuficiente. Por fim, no tltimo
capitulo, apresentamos um estudo comparativo entre os espacos vetoriais normados de

dimensao finita e infinita.



Capitulo 1

Nocoes de Espacos Vetoriais

Neste capitulo, estudaremos os espacos vetoriais e algumas propriedades e resul-
tados sobre a existéncia de bases que serao importantes para atingir o objetivo principal.
Veremos, também, as propriedades das transformacoes lineares. A notagao K denotara

um corpo qualquer. Durante o capitulo, utilizaremos como base as referéncias [1] e [2].

1.1 Espacos Vetoriais

Antes de definirmos o conceito de espago vetorial, precisaremos rever a definicao
de corpos. Em seguida, veremos alguns exemplos para ilustrar o conceito de espagos

vetoriais.

Definicao 1.1. Um conjunto nao vazio K é um corpo se em K pudermos definir duas
operagoes a adi¢ao, denotada por + e a multiplicacao, denotada por - que satisfazem as

seguintes propriedades:
i) a+b=">b+a, VYa,b €K,
ii) a4+ (b+¢) = (a+b) + ¢, Va,b,c €K,

iii) Existe um elemento em K, denotado por 0 e chamado de elemento neutro da adicao,

que satisfaz 0 +a =a+ 0 = a, Va € K;

iv) Para todo a € K, existe um elemento em K, denotado por —a e chamado de inverso

aditivo de a que satisfaz a + (—a) = (—a) + a = 0;
v) a-b=b-a, Va,beK;

15



Capitulo 1. Nogoes de Espacos Vetoriais 16

vi)

vii)

viii)

ix)

a-(b-c)=1(a-b)-c, Va,b,ceK;

Existe um elemento em K, denotado por 1 e chamado de elemento neutro da mul-

tiplicagao ou identidade de K, que satisfaz 1-a =a -1 = a, Va € K

1

Para todo 0 # a € K, existe um elemento em K, denotado por ™" e chamado de

inverso multiplicativo de a que satisfaz a-a ' =a"!' - a = 1;

(a+b)-c=a-c+b-c Ya,b,ceK.

Exemplo 1.2. Os conjuntos Q,R e C sao corpos, mas o conjunto Z nao é corpo, pois a

condigao viii) nao é satisfeita.

Definicao 1.3. Seja V' um conjunto nao vazio. O conjunto V' é um espaco vetorial sobre

um corpo qualquer K se em seus elementos, chamados de vetores, estiverem satisfeitas

com uma operacao de soma e produto por escalar as seguintes condigoes:

1)

Sejam u e v vetores de V. A soma de u e v serd denotado por u+v € V e

1.1) u+v=v+u, Yu,v € V;
1.2) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,w € V;

1.3) existe um vetor 0 € V' tal que 0 + v = v, Yv € V' e serd denominado por vetor

nulo;

1.4) existe um vetor, denotado por —v € V, tal que v + (—v) = 0.

Sejam v vetor de V' e a um escalar de K. O produto escalar de « e v seré denotado

pora-veVe
2.1) (af) - v=a-(bv),Va,p eKeVveV;
22) 1-v=wv,Yv eV, com 1 aidentidade de K;

23) a-(u+v)=au+av,Va e KeVu,v e V;

24) (a+p)-v=av+Pv, Vo, € KeVveV.

Exemplo 1.4. Todo corpo é um espaco vetorial sobre ele préprio. Seja o corpo K. Se

considerarmos que as duas operacoes ja definidas em K sao equivalentes a soma de vetores



Capitulo 1. Nogoes de Espacos Vetoriais 17

e a multiplicacao por escalar, as condig¢oes para ser espaco vetorial serao validas. Agora,

de forma geral, vamos considerar que para cada n > 1 temos o conjunto
K'=KxKx..xK={(a,...,a,) : a; e K,Vi=1,2,....n}

com as seguintes operagoes:
o (ay,...,an)+(by,....b,) = (a1 +by,...,a,+b,), para todo (ay, ..., a,), (b, ...,b,) € K™;
e a-(ay,..,a,) = (aay,...,aa,), para todo a € R e (aq, ..., a,) € K"

Assim, vamos verificar que K" é um espaco vetorial sobre K.

1.1) Sejam (ay, ..., a,) e (by,...,b,) € K™

(al,...,an)—i—(bl,...,bn) = (a1+b1,...,an+bn)
= (b1 +ay,..b, +a,)

= (bl, ceeny bn) + (CLl, ceey an).
1.2) Sejam (ay, ..., a,), (b1, ...,b,) € (c1, ..., cn) € K", entdo

ay + by, ...,an +b,) + (c1, ..., )

(a1 +b1) + 1y ooy (an + by) + 1)

(
(

= (a1 + (b1 +c1),eesan + (by +¢))
(a1, ...,an) + (b1 +c1, oy by + 1)
(

A1y enny )+((b1,...,bn)+(Cl,...,0n)).
1.3) Dado (aq, ...,a,) € K". Suponha (z1, ..., z,) € K" o vetor nulo, entao

(1, ey ) + (a1, ..y ap) = (ag, ..., ay),
isto é,
(1'1 + aq, oy T + an) = (a’17 "'7an)'

Logo, z1 + a1 = ay, ...,z + a, = a, e, portanto, (z1,...,x,) = (0,...,0) é o vetor

nulo.
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1.4) Seja (ay,...,a,) € K" Suponha (y1,...,y,) € K" o inverso aditivo e (0, ...,0) o vetor

nulo. Assim,

(a1, ..y an) + (Y1, yn) = (0,...,0)

(a1+y17"'7an+yn) - (0,70)

Logo, a1 + 41 = 0,...,a, + y, = 0 e, portanto, (y1,...,yn) = (—aq,...,—a,) =

—(ay, ..., ap).

2.1) Dados (aq,...,a,) € K" e a, f € K, obtemos

(@B) - (a1,.van) = ((aB)ar, ..., (aB)an)
= (a(Bar), ..., a(Ban))
= a(Bay, ..., Bay)
= a(B(ar, ..., a,)).

2.2) Suponha 1 € K a identidade e (ay, ..., a,) € K". Entao,

(1-ay,....1-a,) = (ag,...,an).

2.3) Sejam (ay, ..., an), (b1, ..., b,) € K" e @ € K, entéo temos

a-((ar,...,an) + (b1, ...;bn)) = alay + by, ...,a, + by)
= (ala; +b1),...,a(a, + b))
= (aay + aby, ..., aa, + ab,)
= (aay,...,aa,) + (aby, ..., ab,)

= afay,...,a,) + a(by, ..., by,).
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2.4) Dados (aq,...,a,) € K" e a, f € K. Logo

(a+B)(a1,....an) = ((a+pPay,...,(a+ p)ay,)
= (aa; + Bay, ..., aa, + Pay,)
= (aay,...,aa,) + (Bay, ..., Bay)

= alay,...,a,) + Blay, ...,a,).

Portanto, K™ é um espago vetorial sobre K. Da mesma forma temos que R™ é

espaco vetorial sobre R e C™ é espaco vetorial sobre C.

Exemplo 1.5. C? ¢ espaco vetorial sobre o corpo R com as seguintes operacoes:
e (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) € C?, para todo (a,b), (¢,d) € C2
e afa,b) = (aa,ab), para todo a € R e (a,b) € C2

De forma aniloga ao exemplo anterior, podemos verificar que C? é um espaco vetorial

sobre R.

A partir dos Exemplos e podemos concluir que C? é espacgo vetorial sobre
R e C, mas sao espacos vetoriais distintos. Assim, é de extrema importancia deixar claro

sobre qual corpo de escalares estamos considerando.

Exemplo 1.6. Considere um conjunto qualquer nao vazio X e F(X,K) o conjunto de

todas as fungoes definidas em X, f : X — K. As operagoes definidas em F (X, K) sdo:

e seja f,g € F(X,K), a fungao f+¢g: X — K é dada por (f + g)(z) = f(z) + g(x)

para cada x € X;

e seja f € F(X,K) ea €K, afungdo a- f: X — K é dada por (a- f)(z) = a- f(x)
para cada x € X.

Vamos, entdo, mostrar que o conjunto J(X,K) é um espago vetorial. De fato,

1.1) Sejam f e g € F(X,K), entdo

(f+g)(x) = f(z)+g(x)
= g(z) + f(2)
= (9+ f)z),
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para todo .

1.2) Dados f,g e h(z) € F(X,K), logo

(f+9)+h)@) = (f+9)(x)+ h(x)
= (f(2) +9(z)) + h(z)
= [f(@) + (9(z) + h(z))
= [f(@) +(g+h)(2)
= (f+(g+h) (),

para todo .
1.3) Suponha p € F(X;K) elemento neutro e f € F(X;K), entao
plx)+ f(z) = flz)
p(z) = 0.
Logo, p(z) devera ser a funcao nula.
1.4) Seja q € F(X;K) o inverso aditivo, p a funcdo nula e f € F(X,K). Assim,
q(z) + f(x) = ple)
¢(x) + f(x) = f(z) = p(z) - f(2)
g(z) = —f(=).
Logo, —f(x) é o inverso aditivo de f(x).

2.1) Sejam f € F(X,K) e a, €K, entdo obtemos

((@B)f)(x) = (aB)f(x
= a(ff(x))
= a(Bf)(x)

= (a(Bf)(x),

para todo x.
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2.2) Seja 1 a identidade do corpo K e f € F(X,K). Entao,

L-f(x) = flz)

Logo, 1 é o elemento neutro da multiplicacao de F(X;K).
2.3) Dados f,g € F(X,K) e a € K, logo
(alf +9)(x) = alf(z)+g(z))

= af(x) + ag(z)
= (af)(x) + (ag)(2),

para todo .

2.4) Dados f € F(X,K) e a,f € K. Assim,

((a+8)f)(x) = (a+P)f(x)
= af(z)+6f(z)
= (af)(@)+ (Bf)(),
para todo .

Assim, o conjunto F(X,K) é um espago vetorial sobre o corpo K, sendo a fungao

nula o vetor nulo do espago.

Definigao 1.7. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo Ke W C V. O subconjunto W
de V' é um subespago vetorial de V' com as operacoes de adi¢ao de vetores e multiplicagao

por escalar do espaco vetorial V' e satisfaz as seguintes condigoes:
i) 0 e W;
ii) se vy,vo € W entao vy + vy € W

iii) sec €e Reve W entaoa-veW.
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Exemplo 1.8. Seja V' um espago vetorial arbitrario. V' é subespago vetorial de V' e o

subconjunto formado apenas pelo elemento nulo também é subespaco de V.

Exemplo 1.9. Seja C um espago vetorial sobre Q e Q € R ¢ C a cadeia de subespagos
de C. Observe que se C é espaco vetorial sobre C, entao Q nao é subespago vetorial de
C ja que a multiplicacao de um elemento em R por um elemento em Q nem sempre é

racional.

1.2 Bases

Nesta secao iremos discutir um conceito muito importante dos espacos vetoriais,
a saber, base. E através da base que podemos identificar a dimensao do espaco e, as-
sim, classifica-los como dimensao finita e infinita. Para isto, veremos algumas defini¢oes

importantes e exemplos.

Definicao 1.10. Sejam V um espaco vetorial sobre K e v € V. O vetor v é uma

combinagao linear dos vetores vy, ...,v, € V se existir escalares aq, ..., a,, € K tais que
n
V=V + ... + a,u, = E ;.
i=1

Definicao 1.11. Sejam V um espago vetorial sobre K e B um subconjunto de V. O

conjunto B gera V se todo v € V for uma combinacgao linear de elementos B.

Exemplo 1.12. Seja R* espaco vetorial sobre o corpo R. O conjunto {(1,0,0,0), (0,1,0,0),
(0,0,1,0),(0,0,0,1)} ¢ um conjunto gerador de R*. De fato, considere (a,b,c,d) € R?,
entao

(a,b,c,d) =a(1,0,0,0) + b(0,1,0,0) + ¢(0,0,1,0) + d(0,0,0, 1),
com a,b,c,d € R.

Exemplo 1.13. Considere C? espago vetorial sobre C. Observe que {(1,0),(0,1)} é um

conjunto gerador de C?, pois seja (a,b) € C?, entao
(a,b) = a(1,0) + b(0,1),

com a,b € C?. Mas, ao considerarmos C? espago vetorial sobre R, o conjunto {(1,0), (0,1)}

nao ¢ gerador de C%. Note que nao é possivel escrever o elemento (1,7) como combina-
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¢ao linear a(1,0) 4+ 6(0,1), sendo a,b € R. A partir desse exemplo podemos notar a
importancia de sempre deixar claro sobre qual o corpo K estamos considerando o espago

vetorial.

Geralmente, um espaco vetorial possui varios conjuntos geradores e as vezes pre-
cisamos utilizar um conjunto gerador mais simples possivel, em que cada elemento do
espaco vetorial se escreva de maneira tnica como combinagao linear dos elementos desse

conjunto gerador. Para isto, veremos o conceito de conjunto linearmente independente.

Definicao 1.14. Sejam V um espaco vetorial sobre K e B um subconjunto de V. Diremos
que B é um subconjunto linearmente independente (LI) se ajv; + ... + a,v, = 0, para
v, € Bea; € K, comi =1,..,n, entao a; = ... = a, = 0. Um conjunto é dito
linearmente independente infinito quando cada uma de suas partes finitas é LI. Se B nao

for linearmente independente, diremos que B ¢é linearmente dependente (LD).

Exemplo 1.15. Seja B = {(1,0, (4,0), (0,1),(0,7)} € C?. Ao considerarmos o espago
vetorial C? sobre C, o conjunto B é linearmente dependente, pois (0,0) = 1 (1,0) + i -
(4,0)+0-(0,1) +0-(0,7). Mas, se consideremos o espago vetorial C? sobre R, o conjunto

B ¢ linearmente independente, pois

a1 (1,0) + as(i, 0) + as(0,1) + au(0,4) = (0,0).

Dessa forma, oy 4+ tas = 0 e a3z + tagy = 0 e, portanto, a3 = as = a3 = ay = 0.

Exemplo 1.16. Sejam as fungoes f,, : [a,b] — C dadas por f,(t) =", comn =0,1,2, ...
e B={f,:n=0,1,2..}. O subconjunto B é linearmente independente infinito em

C([a,b],C). De fato, dado n € N vamos mostrar que { fo, f1, ..., fn} € LI. Logo

afi+asfot ... Fanfn=0

e, entao

ol + apx + ... + a2 = 0.
Assim, a; = as = ..., = 0 e concluimos que B nao pode ser LD, pois cada parte finita
de B ¢ LI

Definicao 1.17. Sejam V um espago vetorial sobre K e B um subconjunto de V. O con-

junto B é uma base de V' se for um conjunto gerador de V' e for linearmente independente.
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Exemplo 1.18. Como vimos no Exemplo|1.15| o conjunto B = {(1,0), (¢,0), (0, 1), (0,4)}
¢ gerador do espaco vetorial C? sobre R e é linearmente independente. Portanto, B ¢ uma

base de C? sobre R.

Exemplo 1.19. Também no Exemplo vimos que B = {(1,0), (¢,0),(0,1),(0,4)} ¢é
gerador do espaco vetorial C2 sobre C, mas nao é linearmente independente. Logo, B nao

¢ uma base de C? sobre C.

1.3 Espacos Vetoriais Finitamente Gerados

Nesta secao mostraremos que todo espaco vetorial nao nulo que possua um con-

junto gerador finito tem uma base. Para isto, veremos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.20. Um espago vetorial V' sobre K ¢ finitamente gerado se possuir um con-

junto gerador finito.

Proposicao 1.21. Sejam V' um K-espago vetorial finitamente gerado nao nulo e {vq, ..., vy }
um conjunto gerador de V. Entao todo conjunto linearmente independente de vetores em

V' tem no mdzimo m elementos.

Demonstracao. Para facilitar a demonstragao, vamos provar que todo conjunto que conte-
nha mais de m elementos é linearmente dependente. Entao, seja {u1, ..., u,} sendo n > m.
Como {vy,...,v,,,} € conjunto gerador de V, entdo existem «;; € K, com j = 1,...,n, tal

que

m
U; = 01;U1 + ...+ O U = E QU5
i=1

n
Se existe i = 1, ...,n tal que g Aju; # 0, ja temos o que queremos. Entao vamos analisar
i=1

n
0 caso em que Z Aju; = 0. Agora, sejam Aq, ..., A\, escalares em K tal que
j=1

Z /\juj = Z )‘j (Z CYZ‘]‘UZ‘) = Z Z /\jaijvi = Z (Z )\j&@') V;.
j=1 j=1 1=1

j=1 =1 i=1 \j=1
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n
Se E Ajag; =0, com 7 = 1,...,m, obteremos o seguinte sistema:
=1

0411)\1 + ...+ aln)\n = 0
(1.1)

aml)\l + ...+ amnAn: 0

com Ay, ..., A, incognitas e coeficientes a;; € K. Como supomos que n > m, entao o

namero de equagdes em (|1.1)) é menor que o namero de incognitas, logo esse sistema

possui uma solugao nao nula. Entao, existem vy, ...,7v, € K, que nao sejam todos nulos
n

tal que Z%O‘U =0, para i =1,...,m. Assim, temos

j=1

YUy + oo + Vot = 0,

com 71, ..., Y, nao todos nulos e isso implica que {uy, ..., u, } é linearmente dependente. [

Corolario 1.22. Seja V um espago vetorial sobre K finitamente gerado e nao nulo. Entao

duas bases quaisquer de V tém o mesmo niumero de elementos.

Demonstracdo. Sejam B e B duas bases de V. Pela proposicdo anterior decorre que
B e B sao finitamente gerados, pois sdo linearmente independentes, logo possuem m
e m elementos, respectivamente. Se B é conjunto gerador de V e B’ é linearmente
independente, entdo pela proposicao anterior, resulta que m' < m. Por outro lado, se B’
é conjunto gerador e B é linearmente independente, novamente pela proposi¢ao anterior,

temos que m < m'. Portanto, m = m'. ]

Definicao 1.23. Seja V um espago vetorial sobre K. Se V' possuir uma base finita, entao
o numero de elementos de tal base sera a dimensao de V. Caso contrario, a dimensao de

V' ¢é infinita.
Exemplo 1.24. No Exemplo [1.18] o conjunto C? sobre o corpo R tem dimensao 4.

Exemplo 1.25. Pelo Exemplo [1.16], vimos que o conjunto C([a, b], C) das fungdes conti-
nuas f, : [a,b] — C possui um conjunto infinito LI e, pela definigdo anterior, o conjunto

C([a,b],C) tem dimensao infinita.

Corolario 1.26. Seja V um espago de dimensao finita e seja B um subconjunto de V

com n elementos. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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a) B € uma base;
b) B € linearmente independente;

c) B € um conjunto gerador de V.

Proposigao 1.27. Sejam V' um espago vetorial sobre K e B = {v1, ..., v} um conjunto
linearmente independente em V. Se existir v € V que nao seja combinac¢ao linear dos

elementos de B, entdo {vy,...,0m, v} € linearmente independente.

Demonstracao. Sejam ayq, ..., Gy, iy escalares em K tais que

101 + ... + QU + Qv = 0.

Se a1 fosse nao nulo, teriamos

(651 (679
V1 — ... —
Om+1 A1

V= — Ums

o que é uma contradicao, pois por hipotese v nao é combinacao linear dos elementos de
B. Logo, a1 =0 e ayvg + ... + apv, = 0. Como B ¢é linearmente independente, entao

a = ... = a,, = 0. Portanto, {vy, ..., v, v} € linearmente independente. ]
Teorema 1.28. Todo espaco vetorial finitamente gerado nao nulo possui uma base.

Demonstracao. Considere V' um espago vetorial finitamente gerado nao nulo sobre K.
Entao V' possui um conjunto gerador finito com m elementos. Seja v; € V' e nao nulo,
logo se B; for conjunto gerador de V', entao é uma base. Se nao o for, existe v, € V' que
nao é maltiplo de v;. Pela proposic¢ao anterior, By = {vy, v5} € linearmente independente.
Novamente, se By for conjunto gerador de V', entao é uma base. Caso contrario, existe
vz € V que nao possui combinacgao linear com v; e vo. Logo, pela proposicao anterior, By =
{v1,v9,v3} é linearmente independente. Se continuarmos da mesma forma ou teremos uma
base de V' ou construiremos conjuntos linearmente independentes em V' arbitrariamente
grandes, o que nao pode ocorrer pois todo conjunto linearmente independente possui no

méximo m elementos. Portanto, o espaco V' possui uma base. O

Teorema 1.29. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado e seja B um conjunto

linearmente independente em V. Entao existe uma base de V contendo B.
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Demonstragao. Se B ja é uma base nao ha nada o que demonstrar. Seja B = {wy, ..., w,,} C
V um subconjunto linearmente independente, com m < dim V. Entao, vamos mostrar que
existe um conjunto de vetores {wy, ..., Wy, Wi, -, Witk b que seja linearmente indepen-
dente e que se adicionarmos o vetor w a essa base esse novo conjunto nao seré linearmente
independente. Como o conjunto é LI, entao existe w,,1 € V tal que {wy, ..., Wy, Wyni1} €
LI. Se m+1 for a dimenséao do espago, nao temos nada hé mostrar. Se {wy, ..., Wy, W1}
nao é linearmente dependente, entao existe w,,12 € V tal que {wy, ..., W, Wi, Wnio}
é LI. Caso m + 2 seja a dimensao do espaco, entdao nao temos mais nada para pro-
var. Caso contrario, podemos repetir esse processo finitamente, no méximo n — m ve-
zes, ja que todo subconjunto LI de V tem no maximo n = dimV elementos. Como
{w1, ..o, Wiy Wiy 1, ...y wy b € LI e tem n elementos, se adicionarmos outro vetor v entao
{v, w1, ..., W, V11, ..., W, } N0 seré linearmente independente. Logo, podemos escrever
v como combinacao linear dos outros vetores. Portanto, {wy, ..., Wy, Wpi1, ..., w, } € uma

base de V' que contém B. n

1.4 Transformacoes Lineares

Nesta se¢ao, estudaremos as transformagoes lineares que sao fungoes que preservam
as operacoes do espaco vetorial. Veremos defini¢oes, exemplos e resultados que serao

importantes ao longo do trabalho, como o Teorema do ntcleo e da imagem.

Definicao 1.30. Sejam U e V espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma transformagao

linear é uma funcao T : U — V que cumpre as seguintes condigoes:
1) T(uy +ug) = T(uy) + T(uz), para todos uy, uy € U,
i) T(Au) = AT(u), para todo A € Ke u € U.

Proposicao 1.31. Sejam U eV espacos vetoriais sobre K. A funcio T : U — V € uma

transformacao linear se, e somente se,
T(Auy 4+ ug) = NT(uq) + T(uz), Vup,uy € UVAeK
Demonstra¢ao. Se T é uma transformagao linear, entao 7'(vy + ve) = T'(v1) + T'(v2), logo

T()\Ul + Ug) = T()\Ul) + T(Ug), Vul,u2 ceUVMeK.
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Ainda, se T é transformagao linear, entao T'(Avy) = AT (v1), logo
T(Auy +ug) = ANT'(uy) + T(u2), Vup,us € UVAeK

Reciprocamente, se T'(Auy + ug) = AT (uy) + T'(uz), Yur,ug € U,V € K, entao

i) Como ¢ valido para todo A € K, entdo tome \ = 1:

T(l “ U+ Ug) = T(Ul + UQ)

= T(ur) + T(uz).

ii) Como é valido para todo us € U, entao tome us = 0, logo

T(/\Ul + UQ) = T()\Ul + 0)
= A(uy).

Portanto, T' é transformacao linear. O]

Proposicao 1.32. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre K e T : U — V' uma transfor-

magao linear. Assim, temos as sequintes afirmagoes:

a) T(0y) = Oy, com Oy e Oy denotando os vetores nulos de U e V', respectivamente.

b) T(—u) = —T(u), para todo u € U.

m

c) T (Z alui) = Z%T(Ui), onde o; E K eu; €U parai=1,...,m.
i=1

i=1

Demonstragao.

a) Observe que
Ov +T(0y) =T(0y) =T(0y + 0y) = T(0y) +T(0p).

Logo, Oy + T'(0y) = T'(0y) + T'(0y) e, entdo, Oy = T'(0p).

b) Podemos escrever —u = (—1)u, para cada v € U e como T ¢ transformagao linear,

entao
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¢) Como T ¢é transformagao linear, entao

T (Z aiui> =T(auy + ... + i) = 1T (uy) + ... + @, T (up,) = Z a; T (u;).
i=1 i=1

]

Veremos agora alguns exemplos de transformagoes lineares e para provar podere-

mos utilizar a Defini¢ao [1.30| ou a Proposigao [1.31}

Exemplo 1.33. Sejam U e V espacgos vetoriais sobre o corpo K. A func¢ao identidade

Id : U — U definida por Id(u) = u, YVu € U é uma transformagao linear. A fungao nula

T:U — V dada por T'(u) = 0, Vu € U também ¢é uma transformacao linear.

Exemplo 1.34. A fungao

T: R - MyR)

a+b 0

(a,b,c) +— T(a,bc)=

é uma transformacao linear. De fato,

0 c—b

i) Sejam (a1, b1, c1), (az, b2, c2) € R, entdo

T'((a1,b1,c1) + (ag, by, c2))

T((Zl + as, bl + bg, c1 + CQ)

(a1 + az) + (b1 + ba) 0
0 (c1+c2) = (b1 + b)
(ay + by) + (ag + by) 0
0 (c1 —b1) + (c2 — by)
ai + by 0 as + by 0
0 c — b 0 co — by

T(CLl, bl, Cl) + T(CLQ, bg, CQ).
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ii) Dados (ay,by,c1) € R? e A € R, logo

T()\(al, bl, Cl>> = T()\Cbl, /\bl, )\Cl)
)\al + )\bl 0
0 )\Cl — )\bl

)\(al + bl) 0
Cl - 51)

a; + b1
C1 — bl
= /\T(al, b17 Cl

Portanto, T' ¢ uma transformacao linear.

Exemplo 1.35. Seja C([a,b],R) o conjunto das fung¢des continuas f : [a,0] — R. A

funcao

T: C(ab),R

) = R
b
f — / f(z)dz

¢ uma transformagao linear. De fato, sejam f,g € C([a,b],R) e A € R, logo

T\f+g) = /b(Af($)+g($))dw
= [ et [ ot
_ /f dx+/ g(x)dz

= T(g).

Exemplo 1.36. Seja T : R — R definida por T'(z) = z?. Vamos mostrar que 7" nio é

transformacao linear. De fato, sejam z,y € R e A € R. Por um lado, temos
T(z+y) = (z+y)* =2+ 20y + ¢

Por outro lado, temos

T(z)+T(y) = 2* + 3>
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Logo, concluimos que T nao é transformagao linear, pois a primeira condi¢ao para ser

transformacao linear nao é satisfeita.

Teorema 1.37. Sejam U e V' dois espagos vetoriais sobre K. Se {uq,...,u,} for uma
base de U e se {vy,...,v,} CV, entao existe uma unica transformagao linear T : U — V

tal que T'(u;) = v; para cada i =1, ...,n.

Demonstragao. Seja T'(u) € V, sendo u um vetor que pertence a U. Ja que {uq, ..., u,}

¢ uma base de U, entdo existem Aq,...,\, € K tais que u = Z Aiu; e definimos T'(u) =

i=1

n
Z)‘ivi € V. Como os valores de \y,...,\, sdo unicos, a funcao T : U — V esta
i=1

n
bem definida. Assim, T'(u;) = v; e basta mostrar que ¢é linear. Sejam u = Z/Biui,
i=1

v:Zaiui € U, sendo «;, 5; € Re A € K. Logo,

i=1

TA+v) = T ()\ (i Bﬂh) + (i aiui)> =T (i (ABi + ) uz>

= Z ()\ﬁl -+ Oéi) vV; = )\iﬂﬂll + i a;U;
i=1 i=1

i=1

= AT (Zn: @-ui) +T (i aiui) = A\T'(u) + T (v).

Entao, concluimos que T ¢é linear e nos resta mostrar que 71" é tnica. Para isto, seja
S : U — V uma transformacao linear tal que S(u;) = v;, para cada ¢ = 1,...,n. Sendo

n
U= Z Aiu; € U com \; € K, entao

i=1

S(u) =S (Z )\iui> = Z Aiv; = T'(u)

e, portanto, a transformacao linear é tinica. O

Agora, veremos algumas defini¢oes e resultados importantes do ntcleo e da imagem

de transformacoes lineares.

Definicao 1.38. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre um corpo Ke T : U — V uma

transformagao linear. O ntcleo de T é o conjunto {u € U : T'(u) = 0} e é denotado por
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Nuc T. A imagem de T' é o conjunto {v € V : 3u € U com T'(u) = v} e é denotado por
ImT.

Observe que uma transformacao linear 7' : U — V é sobrejetiva se, e somente se,

ImT=1V.

Proposicao 1.39. Sejam U e V' dois espacos vetoriais sobre K e T : U — V uma
transformacao linear. Entao Nuc T é um subespaco vetorial de U e Im T € um subespaco

vetorial de V.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que o nicleo de T é um subespago de U. Note que 0 €
Nuc T, pois T(0) = 0 ja que T é uma transformagao linear. Sejam u,v € Nuc T e a € K,

entao
Tu+v)=T(u)+T(w)=0+0=0€ NucT, e
Tlou)=a -T(u)=a-0=0¢€ NucT.

Agora, vamos mostrar que a imagem de T é um subespaco de V. De forma analoga,
como T é uma transformagao linear, entdo 7'(0) = 0. Assim, sejam vy, vy € U tal que

T(vy) =wy e T(vg) =wsy e a € K, logo
T(Ul + Ug) = T(’Ul) + T(UQ) =w; +wy € Im T, e
T(ov)=a -T(v)) =a-w; € ImT.

]

Proposicao 1.40. Sejam U e V' dois espacos vetoriais sobre K e T : U — V uma

transformacao linear. Entao T € injetora se, e somente se, Nuc T = {0}.

Demonstra¢ao. Suponha que T' ¢ injetora, entao tome v € Nuc T, logo T'(v) = 0. Mas,
como T é uma transformagao linear vale que 7(0) = 0. Como supomos que T é injetiva,
entdo v = 0. Agora, vamos supor que Nuc T = {0}. Sejam vy,vy € U tais que T'(v1) =

T'(vg). Assim,

T(v1) =T(ve) = T(v1) —T(v2) =0=T(vy —v9) =0.

Entao, v — v € Nuc T = {0} e, portanto, v; = v, 0 que conclui que 7" ¢ injetiva. O



Capitulo 1. Nogoes de Espacos Vetoriais 33

Definigao 1.41. Seja T : U — V uma transformagao linear. A dimensao do subespago

Im T é chamado de posto de T' e a dimensao do subespago Nuc T é chamado nulidade

de T.

Exemplo 1.42. Considere a seguinte transformagao linear

T: R?* — My(R)
a+b O
0 c—b

(a,b,c) +— T(a,bc)=

Vamos determinar o ntucleo de 7. Um elemento (a, b, ¢) € Nuc T se, e somente se, a+b = 0

ec—b=0. Logo, a = —b e c=0. Entao,
Nuc T = {(a,b,c) eR3>:a=—-bec=0b} ={(-b,bb): be R}

Note que {(—1,1,1)} é uma base do Nuc T e, por isso, a dimensao do niicleo de T' é 1.

Por outro lado, a imagem de 7' é da forma

a+b 0 10 1 0 00
=a +0b +c ,
0 c—b 00 0 -1 01

Porém, podemos perceber que esse conjunto gerador nao é linearmente independente, pois

podemos reescrever um dos vetores do conjunto gerador como a diferenca dos outros dois:

, 10 1 0
00 0 -1

é linearmente independente e, portanto, uma base de T. Note que dimgr Im T = 2 e
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podemos observar que
dimg Nuc T +dimg Im T = dimg R>.

Lema 1.43. Sejam U e V' espagos vetoriais sobre K e T : U — V' uma transformacao

linear. Se B = {uy,...,u,} € uma base de U, entdao {T(uy),...,T(u,)} gera Im T.

Demonstragao. Seja v € Im T, logo existe u € U tal que T(u) = v. Assim, vamos
n

escrever % como U — E a;u;, com oy € K. Agora, vamos calcular T'(u):
i=1

v=T(u)=T <Z aiui> = ZaiT(ui).

Dessa forma, v é combinacdo linear de T'(uy),...,T(u,), entao {T(u1),...,T(u,)} gera

ImT. [l

Teorema 1.44 (Teorema do Ntcleo e da Imagem). Sejam U e V' dois espagos vetoriais

sobre K com dimyg U finita e T : U — V' uma transformacao linear. Entao
dimg U =dimg NucT + dimg Im T.

Demonstragao. Seja {vy,...,v,} uma base do Nuc T. Como Nuc T C U e é subespago
de U, logo pelo Teorema podemos completar esta base do Nuc T para que seja uma
base de U. Assim, vamos considerar {vy, ..., U, Wy, ..., Wy, } uma base de U. Entao temos
que mostrar que {T'(wy), ..., T(w,,)} € uma base de I'm T. Para isto, devemos mostrar que
[T(w1), ..., T(wy,)] = Im T e que {T'(w),...,T(wy,)} é linearmente independente. Dado
w € Im T, existe u € U tal que T'(u) = w, entdo u = ajvy + ... + a, v, + bywy + ... + by wy,.

Logo,

w = T(u)=T(av1 + ... + apv, + bywy + ... + bpwy,)

= a;T(vy) + ... + a,T(vy) + 01T (w1) + ... + b T (wy,).
Mas vy, ..., v, s@o vetores do Nuc T', logo T'(v;) = 0, para i = 1,...,n. Assim,
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e a imagem de T é gerada pelos vetores T'(wy), ..., T(w,,). Agora, vamos mostrar que

{T'(w1), ..., T(wy,)} € linearmente independente. Considere a combinagao linear

a1 T(wy) + axT (we) + ... + apT (W) =0

e vamos mostrar que os a; sao nulos. Como 7' ¢é linear, entao T'(a;w; +aswa+ ...+ apwy,) =
0. Logo, aywy + aswsy + ... + apw,, € Nuc T. Assim, podemos escrever como combinac¢ao

da base do ntcleo, isto é, existem by, ..., b, tais que

a1wy + agWsg + ... + AWy, = b1U1 + bQUQ + ...+ bnvn

= @ Wi + Wy + ... + apW,y, — by — bavy — ... — bv, = 0.

Mas supomos que {vy, ..., Up, W1, ..., Wy, } € uma base de U, logo a1 = ... = a,, = by = ... =

b, = 0. [l

1.4.1 Isomorfismos

Até aqui estudamos as transformacoes lineares que preservam as operagoes do es-
paco vetorial. Mas nesta secao, veremos que se adicionarmos a hipétese da fungao ser
injetora e sobrejetora os espacos vetoriais que estao sendo discutidos podem ser identifi-

cados.

Definicao 1.45. Seja F' : U — V uma funcao bijetora. Para cada v € V, existe um
tnico u € U tal que F(u) = v. Assim, podemos definir G : V' — U por G(v) = u tal que
(Fo@)=1Idy e (GoF)=Idy e chamamos G de fungao inversa de F.

Proposicao 1.46. A inversa de uma transformacao linear bijetora é também linear.

Demonstragao. Seja F': U — V uma funcao bijetorae G : V — U a inversa de F'. Dados

vy, v € Ve ug,uy € U tais que F(u;) = v;, com i =1,2 e G(v;) = u;, com ¢ = 1,2, entao

Gy +v2) = G(F(uy)+ F(us))
= G(F(u; +us))
= (Go F)(u; +usg)
= up +up

= G(v1) + G(va).
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e seja A € K, entao

G(hv) = GAF(u))
— G(F(w))
— (G oF)(u)
=

== )\G(Ul)

Portanto, G, a inversa de F', também é transformacao linear. n

Definicao 1.47. Sejam U e V espagos vetoriais sobre o corpo Ke T : U — V uma
transformagao linear. Se a transformagao T for bijetora, entao serd um isomorfismo.
Ainda, se existir um isomorfismo 7' : U — V, entao os espagos vetoriais U e V serao
isomorfos e denotaremos por U = V. Ou seja, dois espacos vetoriais sao isomorfos quando

preservam as mesmas propriedades topologicas.

Proposicao 1.48. A transformacao linear T : U — V € injetora se, e somente se,
transforma subconjuntos linearmente independentes de U em subconjuntos linearmente

independentes de V.

Demonstragcao. Seja S C U um subconjunto LI e sejam uyq, ..., u, € S. Assim, os vetores

T(uy),...,T(u,) sdo linearmente independentes, pois

T()\lul + ...+ /\nun) = 0

)\1’LL1 + ...+ /\nun = 0,

ja que T é injetora. Logo, Ay = ... = A\, = 0. Reciprocamente, se T" transforma sub-
conjuntos linearmente independentes de U em subconjuntos linearmente independentes
de V, entdo seja u # 0 um elemento de U. Como o subconjunto S = {u} é LI, logo

T(S)={T(u)} é LI Portanto, como T'(u) # 0, entdo T" é injetora. O

Proposicao 1.49. Sejam U e V espagos vetoriais sobre o corpo K. Se U e V' sao

isomorfos, entao dimg U = dimg V.
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Demonstracao. Seja T : U — V um isomorfismo entre os espagos vetoriais U e V. Divi-
diremos em dois casos: o caso em que dimg U = 0o e 0 caso em que dimg U =n < oo.
Suponha que dimg U = oo. Como T é bijetora, em particular, injetora, entao 1" leva
cada subconjunto linearmente independente de U em um subconjunto linearmente inde-
pendente de V. Logo, dimg V = oco. Agora, se dimg U = n e T é injetora entao, pelo
Teorema dimg Im T =n. E como T é sobrejetora, entao Im T =V e concluimos

a demonstracao. O

Proposicao 1.50. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre o corpo K de mesma dimensao

n>1eT:U—V uma transformagao linear. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
a) T € um isomorfismo.
b) T ¢ injetora.
c) T € sobrejetora.

Demonstracao. As implicagoes (a) = (b) e (a) = (c) seguem diretamente por definigao.
(b) = (a) : Se T & injetora, entdao Nuc T' = {0} e, por isso, dimg Nuc T = 0.
Assim, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, dimg Im T = dimg U = dimg V = n.
Como Im T é um subespago de V e ambos com dimensao n, logo ImT =V e T é
sobrejetora. Portanto, 7' ¢ um isomorfismo.
(¢c) = (a) : Se T' é sobrejetora, entdo I'm T' = V. Dessa forma, temos que dimy
Im T = dimg U e, do Teorema [1.44] dim Nuc T = 0. Logo, Nuc T = {0} e, assim, T' ¢

injetora. Portanto, 7" é um isomorfismo. m



Capitulo 2

Nocoes de Espacos Métricos

Neste capitulo, veremos as nog¢oes principais de espagos métricos que nos auxili-
arao no capitulo seguinte. Estudaremos conceitos e resultados importantes sobre bolas,
conjuntos limitados, abertos e fechados, limites de sequéncias, sequéncias de Cauchy e os

conjuntos compactos. Aqui, utilizaremos como base a referéncia [5].

2.1 Definicoes e Exemplos

Nesta se¢ao, daremos a definicao de métrica, espacos métricos e subespacos métri-

cos, bem como exemplos de cada conceito apresentado.

Definicao 2.1. Dado um conjunto M nao vazio, uma métrica em M ¢é uma funcao
d: M x M — R, que associa um par de elementos (z,y) € M a um ntumero real d(z,y)

que é chamado de distancia de x a y e que satisfaz as seguintes condigoes:
i) d(z,x) =0;
ii) Se x # y, entdo d(x,y) > 0;
ii) d(z,y) = d(y,z);
iv) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).
Um espago métrico é um par (M, d), onde M é o conjunto e d é uma métrica de M.

Exemplo 2.2. Um conjunto M pode tornar-se um espago métrico de forma facil através
da métrica "zero-um". Definimos a métrica a partir de d : M x M — R pondo d(z,z) =0

e d(x,y) =1se x #y. De fato, sejam x,y,z € M:

38
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1) d(xz,x) =0;
2) d(z,y) =1>0;
3) d(z,y) = d(y,x), pois a distancia de elementos distintos é sempre igual a 1;

4) Como d(z,z) =1,d(z,y) =1 e d(y, z) = 1, pois os elementos sao distintos, entao

d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Defini¢ao 2.3. Uma norma em um espago vetorial £ é uma fungéo |- | : E — R que

goza das seguintes propriedades, para todos x,y € E e a € R, temos:
o |z +y| < |z|+ |y| (Subaditiva);
e |ax| = |af - |z| (Homogénea);
e Se x # 0 entao |x| # 0 (Positiva).

Defini¢ao 2.4. Um produto interno num espago vetorial E, indicado por (z,y), de tal

modo que, para qualquer x,2’,y,y € E e a € R, se

o (z,y) = (y,2);

o (z+ay) = (z,y)+{,y);
o (ax,y) = alz,y) = (r,ay);
o v #0= (z,2) > 0.

Isto exprime dizendo que um produto interno é uma fungao real simétrica, bilinear, posi-

tiva definida, £ x £ — R.

Exemplo 2.5. O exemplo mais importante é o produto interno candnico do espacgo eu-

clidiano R™, dado por

(x,y) = x1y1 + ... + TpYn,

onde © = (1, ..., Tp € Y = (Y1, .-, Yn)-
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Dado x € R", escrevemos |z| = \/(z, ), ou seja,

2] = /(a? + ..+ 22)

O namero |z| chama-se norma euclidiana ou o comprimento do vetor z € R"™. Dois

vetores x,y € R" dizem-se ortogonais quando (x,y) = 0.

Proposigao 2.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer x,y € R", tem-se
(x,y)| < |z|-|y|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x, y € um multiplo

escalar do outro.

Demonstrac¢ao. Se y = 0, nao ha nada para provar. Entao, se y # 0 vamos supor

o = (z,y) /|y|*. Agora, seja um vetor z = 2 — ay ortogonal a . De fato,
(z,y) = (& —ay,y) = (v,9) — aly,y) = (,y) — aly|* = (v,y) — (z,y) = 0.
Assim,

z 4 ay, z + ay)

z, 2+ oy) +{ay, 2 + oy)

{
{

= (z,2) +alz,y) +aly, 2) + a*(y,y)
(z,2) — aly, 2) + aly, z) + a*(y,)
{

Como o = (z,y) /|y|*, entéo

2 2
|z> > o®|y|® = (—<x’y>) Jyl* = )

|y|? |y|?

122 2 ] :
isto &, |x|” |y|” > (z,y)", como queriamos demonstrar. Vale a igualdade se, e somente se,

z=0,ouseja, r=a-y. ]

Exemplo 2.7. O espago euclidiano R" generaliza o conjunto dos niimeros reais. Os
pontos do R™ sao as listas x = (zy,...,z,) onde cada uma das n coordenadas z; é um

numero real. Existem pelo menos trés formas de determinar a distancia no R™. Dados
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r=(x1,...,2,) €y = (Y1, .-, Yn), temos:

" 1/2
o d(z,y) = /(11 —1)? + .+ (20 —yn)? = [Z(I - y¢)2] :

i=1

o d (w,y) = lmr =+ wa— vl =D | — il
=1

o d (x,y)= flgl?g}f@{m — Y1y [0 =y} = lnglz.agwxi — il

Vamos mostrar que cada uma dessas distancias ¢ uma métrica, entao sejam x = (1, ..., T,),y =

(Y1, ey Yn) € 2 = (21, .00y 2,) € R™

o d (l‘a y) = \/(wl - y1)2 +..+ (xn - yn)2

I
1
INgh
—~
&
&
~—
[\

1) d(z,z) = \/(x1 — 1) + oo + (2 — 2,)2 = V02 + ...+ 02 = 0.

2) Sex # y, entdo d (x,y) = \/(x1 — y1)> + ... + (2, — yn)? & sempre maior que 0,
pois o quadrado de qualquer ntimero é sempre positivo e a raiz de um ntmero

positivo é também positiva.

3) Note que

d(z,y) = /(

= V(=D —21))2 + o+ (D) (g — 70))?
(
(

1 — 1)+ A (2 — yn)?

= V(=1D2(yy — 1)+ .o+ (=1)2(y, — 1,)2
= Vi — 212+ o+ (Yo — 70)?
= d(y, ),

e concluimos que d(z,y) = d(y, ).

4) Observe que

d(x,y) = \/(:)31 — y1)2 + ot (1771 - yn>2

= \/(xl —z1+21— )2+ o+ (T — 2+ 20— Yn)?

< V(e =212+ e+ (@ —2)? + V(2 =)+ o+ (20— Yn)?
= d(z,z)+d(z,v).

e obtemos d(z,y) < d(x, z) + d(z,y).
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o d (w,y) = lmi =y + o+ wn— vl =D — il
=1

) d(z,2)= |z, — 21> + ... + |z, — 2,2 =0+ ... + 02 = 0.

2) Sex #y, entdod (z,y) = |z1 —11|*>+... + |2, —yn|? é sempre maior que 0, pois
o modulo de qualquer numero diferente de zero é sempre positivo e o quadrado

de um numero positivo também ¢é positivo.

3) Note que

d(z,y) = |on—nl*+ .+ |z — yal
= (=D —2)* + o + (1) (Y0 — )
= [ 1Py — 2P+ o A [ = 1Py — 2]
T e A [ T

= d,(y,x).

Assim, d (z,y) = d (y, ).

4) Observe que

d(z,y) = |o1 =+ .+ o =yl
= |z =2tz —nl T = 20+ 2z — gl
S |x1 . 21‘2 4+ .+ ’mn — Zn|2 -+ |Zl — y1|2 + ...+ ‘Zn - yn|2

= d(z,2)+d(2y).

Entdo, d (z,y) < d (v, 2) +d (z,y).

o d (z,y) =max{|z; —yi|, ... [vn — yal} = max |z; — yil:

1) d'(z,2) = max{|z; — z1], ..., |2n — 2,|} = max{0,...,0} = 0.
2) Se x # y, entdo d(z,y) = max{|ry — yi|, ..., |Tn — Yn|} = |T; — yi| € sempre
maior que 0, pois o moédulo de qualquer nimero diferente de zero é sempre

positivo.
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3) Temos que

d(ZL’,y) - maX{’xl_y1|7”'7‘xn_yn’}

= max{|(=1)(y1 — 1), o, [ (=) (g — )|}

= max{|— 1y — 21|, ..oy | = U|yn — z0l}
= max{|ys — z1], ., |Yn — Tn|}

= |yi —

= d'(y,2),

e concluimos que d (z,y) =d (y,z).

4) Note que

d (xuy) = max{\:cl—yﬂ,...,\xn—yn\}
= max{‘xl_zl"i_zl_y1|7"'7|$n_zn+zn_yn‘}
< max{|x1 - Zl|7 ey |xn - Zn|} + maX{|Zl - y1|7 sy |Zn - yn|}

= d//(a:, z) + d”(z, ).

entdo d (z,y) < d (z,2) +d (2,7).
Portanto, as distancias d(x,y),d (z,y) e d (x,y) sdo métricas.

Exemplo 2.8. Seja (M, d) um espago métrico e S C M um subconjunto. O subconjunto
S é chamado de subespaco de M e a métrica utilizada em S é a métrica induzida de M.
Observe que vamos considerar que a distancia entre os elementos de S possuam a mesma

distancia que os mesmos elementos possuiam como elementos de M.

Exemplo 2.9. Seja X um conjunto arbitrario. Uma fungao f é limitada quando tem-se
f X — R e existe uma constante £ = ky > 0 tal que |f(z)| < k para todo z € X.
Indicaremos B(X,R) o conjunto das funcéo limitadas f : X — R. A soma, a diferenga
e o produto de fungoes limitadas também sao limitadas. A meétrica em B(X,R), para

f,9 € B(X,R) é dada por,

d(f,g) = sup |f(x) — g(z)|.

zeX
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Essa métrica pode ser chamada de métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup.

Seja X = [a,b] e f,g: [a,b] — R limitadas, a distancia d(f, g) é dada pelo comprimento

da maior corda vertical que liga o grafico de f a g. Vamos, entao, mostrar que, de fato,
¢ uma meétrica. Entao, sejam f,g,h € B(X,R):
1) d(f, f) = sup|f(x) — f(x)] = sup [0] = O;

zeX zeX
2) Se f # g, entao f(x) < g(z) ou g(x) < f(z). Se a diferenga entre essas fungoes
forem positivas, nao precisamos mostrar nada. Caso contrario, o médulo de uma

fungao negativa, é positiva. Logo, d(f,g) é sempre maior ou igual a 0.

3) Observe que

d(f,g) = sup|f(z) —g(z)]

= gscgg \(—1)(g(:€) - f($>)’
~ sup |~ 1llg(x) — (2)
= sup |g(z) — f(z)| = d(g, f).

reX

4) Note que

d(f,9) = sup|f(z) —g(z)]

= Sup |f(z) = h(z) + h(z) — g(z)]
< sup | f(x) = h(z)| + Sup |h(z) — g(x)| = d(f, h) +d(h,g).

2.2 Bolas e Esferas

Aqui veremos as defini¢des de bolas e esferas e pontos isolados, além de exemplos

para o melhor entendimento dessas defini¢oes.

Definicao 2.10. Dado um ponto a € M, M um espago métrico e r um niimero real maior
que zero, uma bola aberta de centro a e raio r é o conjunto, denotado por B(a;r), dos

pontos de M de modo que a distancia ao ponto a é menor que r e escrevemos

B(a;r) ={x € M;d(z,a) <r}.
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Defini¢ao 2.11. Uma bola fechada de centro a e raio r, denotado por Bla;r|, é formado
pelos pontos de M tais que estao a uma distancia menor ou igual a r do ponto a e

escrevernos

Bla;r] = {x € M;d(z,a) <r}.

Definigao 2.12. Uma esfera de centro a e raio r, denotada por S(a;r), serd o conjunto

formado pelos pontos de M cuja distancia ao ponto a é igual a r e escrevemos
S(a;r) ={x € M;d(z,a) =r}.

Com essas definigdes, podemos concluir que Bla;r] = B(a;r) U S(a;r).
Seja X um subespago de M e para cada a € X e r > 0 temos Bx(a;r) relativa-
mente & métrica induzida. Tem-se Bx(a;r) = B(a;r) N X e, analogamente, Bx[a;r] =

Bla;r)N X e Sx(a;r) = S(a;r) N X.

Exemplo 2.13. Seja M = {z € R*d(z,0) < 1} o disco de centro 0 e raio 1, com métrica

euclidiana do plano. No espago métrico M, temos entao para todo r > 1 que
e B(0;r) = B[0;r] = M;
e S(0;r)=92.

Exemplo 2.14. Dado o produto cartesiano M = M; x...x M, e a = (ay, ..., a, ), tomemos

a métrica d(x,y) = max d(z;,y;). Entao as bolas em M sao produtos cartesianos de bolas:
e B(a;r) = Blay;r) X Blay;r); e
e Bla;r] = Blay;r] x Blay,;r].

Dizer que d(a,z) < r ou d(a,x) < r equivale afirmar que d(a;,z;) < r ou d(a;,z;) <r

para todo i =1,2,...,n.

Definigao 2.15. Seja M um espac¢o métrico e a € M. Um ponto a chama-se isolado
quando é uma bola aberta em M, isto ¢, existe r > 0 tal que B(a;r) = {a}. Ou seja,
além do proprio a, nao existem outros pontos de M a uma distancia de a menor que
r. Nao é isolado quando para todo r > 0 pode-se encontrar um ponto z € A tal que

0<d(a,z) <r.
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Exemplo 2.16. Seja Z = {...,—2,—1,0, 1,2, ...} com métrica induzida pela métrica usual
da reta. Todo ponto de Z é isolado, pois, se tomarmos r = 1 temos que se x € Z ¢é tal

que x € B(n;1) entdo |x —n| < 1 e portanto x = n.

Exemplo 2.17. Seja P = {0, 1, %, e %, ...} ainda com a métrica usual da reta. O ponto
0 nao é isolado em P, pois dado qualquer r > 0, existe um ntmero natural n > % Logo

0< % < r e portanto % é um ponto da bola B(0;r), diferente do seu centro 0.

2.3 Conjuntos Limitados

Nesta secao, veremos o que significa um espago métrico e uma aplicagao serem

limitados e daremos alguns exemplos para ilustrar.

Definicao 2.18. Um subconjunto X C M espaco métrico é limitado quando existe uma
constante ¢ > 0 tal que d(z,y) < ¢, para todo x,y € X. O menor desses nimeros ¢ sera
chamado o didmetro de X. Dizer que, z,y € X implica em d(z,y) < ¢ significa dizer que
¢ ¢ uma cota superior para o conjunto das distancias d(x,y) entre os pontos de X. A
menor das cotas superiores de um conjunto chama-se o supremo desse conjunto. Entao

podemos definir o didmetro de um conjunto limitado X C M como

diam(X) = sup{d(z,y) : z,y € X}.
Para indicar que X néo ¢ limitado, escreve-se diam(X) = oo, isto €, seja ¢ um nimero
arbitrario, podemos obter pontos z.,y. € X tal que d(z.,y.) > c.
Exemplo 2.19. Toda bola B(a;r) é um conjunto limitado e seu didmetro nao excede 2r.
De fato, seja z,y € B(a;r) entao

d(z,y) < d(z,a)+d(a,y) <r+r=2r

A bola fechada (e, portanto, a bola aberta e esfera) pode ter o seu diametro menor que 2r.
Basta considerar M reduzido a um tnico ponto a. Entdo, a Bla;r| = {a}, com diametro

0 para todo r > 0.

Definicao 2.20. Uma aplicagao f : X — M, definida num conjunto arbitrario X e

tomando valores num espago métrico M, chama-se limitada quando sua imagem f(X) é
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um subconjunto limitado de M.

Exemplo 2.21. Observe a figura abaixo, a fungdo f : R — R, definida por f(z) =
1
T ¢ limitada, pois f(R) = (0, 1]. Por outro lado, g : R — R, onde g(z) = 22, nao é

x
limitada pois g(R) = [0, +00).

Figura 2.1: No lado esquerdo, a f(x) e no lado direito, g(x).

0 -5 0 5 0 0 -5 0 5 0

Fonte: Autoria propria.

Exemplo 2.22. Dada a aplicacao f : X — M, com X sendo um conjunto arbitrario
e M um espago métrico. A notagdo Z(X; M) denota o conjunto das fungoes limitadas
f: X — M. Sejam f,g € B(X;M), com suas distancias d(f(z),g(x)), variando x
em X, formam um conjunto limitado de nimeros reais maiores ou igual a zero, pois
f(X)Ug(X) C M é limitado. Entdo, podemos definir a distancia entre duas fungoes

limitadas pondo

d(f,g) = supd(f(z),g(x)),

zeX
a qual denominamos métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup. De fato é
métrica, pois como essas fungoes formam um conjunto de nimeros reais maior ou igual
a zero, a distancia entre elas também ¢é maior ou igual a zero, alcancando a igualdade
quando as fungdes sdo iguais. Além disso, a maior das distancias entre as fungdes f(x)
e g(z) éigual a g(z) e f(z). E satisfaz a Desigualdade Triangular, pois se somarmos e

subtrairmos uma fun¢ao limitada h(xz) € Z(X; M) obedece a condigdo que desejamos.

2.4 Conjuntos Abertos

Nesta sec¢ao, estudaremos os conjuntos abertos e veremos defini¢oes e resultados

importantes para o desenvolvimento do trabalho.
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Definicao 2.23. Seja X C M, com M espago métrico. Dado um ponto a € X, a é um
ponto interior a X quando for centro de uma bola aberta contida em X, isto é, existe
r > 0 tal que d(z,a) < r = 2 € X. O interior de X em M ¢é o conjunto formado por

todos os pontos interiores a X e é denotado por int.X.

Exemplo 2.24. No intervalo da reta (1,5), o ponto 3 é interior, pois tome r = 2 > 0 tal

que a distancia de qualquer ponto desse intervalo ao ponto 3 é menor que 7.

Definicao 2.25. Um ponto b € X nao é interior quando toda bola aberta de centro b
contém algum ponto que nao pertence a X. A fronteira do conjunto X em M, denotado
por 0X, é formado pelos pontos b € M tais que a bola aberta de centro b possui pelo

menos um ponto de X e um ponto do complementar M — X.

Exemplo 2.26. O interior dos intervalos da forma [a, b, [a,b), (a,b] e (a,b) é o intervalo
aberto (a,b) e sua fronteira sao os pontos a e b. Vamos mostrar para o caso do intervalo
[a,b) e os outros intervalos seguem de forma anéloga. De fato, se tomarmos a < ¢ < b e
r = min{c,b — ¢}, entdo (¢ —r,c+r) C [a,b), logo ¢ € int[a,b). Agora, os pontos a e b
sao fronteira de [a, b), pois se centrarmos uma bola de centro a tera pontos a esquerda do
ponto a que nao pertencem ao intervalo e se centrarmos uma bola de centro b, além de

b ¢ [a,b), terd pontos a direita de b que ndo pertencem ao intervalo.

Exemplo 2.27. O interior do conjunto Q em R é vazio, pois nao existe um intervalo
aberto formado apenas por niimeros racionais. Mas a fronteira de Q é R ja que todo

intervalo aberto possui ntmeros racionais e irracionais.

Definigao 2.28. Um subconjunto A de um espago métrico M diz-se aberto em M quando
intA = A, ou seja, quando todos os pontos de A sao interiores a A. Assim, A C M é
aberto se, e somente se, AN JA = &. Para provar que um conjunto A C M é aberto em

M devemos, obter, para cada x € A, um raio r > 0 tal que B(x;r) C A.

Proposigao 2.29. Em qualquer espago métrico M, uma bola aberta B(a;r) € um conjunto

aberto.

Demonstragao. Seja © € B(a;r), logo, d(a;z) < r. Entao podemos considerar s =
r — d(a; ) sendo um numero positivo. Agora, seja a bola B(x;s). Vamos mostrar que

B(z;s) C B(a;z). Sejay € B(x;s), logo

d(a;y) < d(a;z) +d(z;y) < d(a;x) +s=r.
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Portanto, concluimos que y € B(a;r).

Figura 2.2: Representagao da bola B(x;s) dentro da bola B(a;r).

Fonte: Autoria propria.

O

Exemplo 2.30. O espago métrico M ¢é, evidentemente, aberto em M. Isto mostra como
a propriedade “X é aberto” é relativa, isto é, depende do espaco M em que se considera
X imerso: X é sempre aberto no préprio espaco X. Para um exemplo menos trivial,
observemos que X = [0,1) ¢ um subconjunto aberto do espago M = [0,1]: basta notar
que cada intervalo do tipo [0,¢), com 0 < ¢ < 1, é uma bola aberta de centro 0 no espago
M =[0,1]. No entanto, [0,1) nao é aberto na reta R. Também o intervalo aberto (0, 1)
dos eixos das abcissas em R? é aberto nesse eixo mas nao é aberto em R2 Um conjunto
que é aberto em qualquer espago métrico que o contenha é o conjunto vazio &. Para
provar que um conjunto X nao é aberto, deve-se exibir um ponto x € X que nao seja

interior a X. Como é impossivel de obter este ponto quando X = &, logo @ é aberto.

Proposicao 2.31. Seja U a colegcao dos subconjuntos abertos de um espag¢o métrico M.

Entao:

(1) M el e eU. (O espago inteiro e o conjunto vazio sao abertos.)

(2) Se Ay, ..., A, € U entao Ay N ...NA, €U. (A intersecao de um nimero finito de
conjuntos abertos € um conjunto aberto.)

(3) Se Ay € U para todo N € L entao A = U Ay € U. (A reuniao de uma familia

AeL
qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto.)
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Demonstragao. O item (1) ja foi comentado no exemplo anterior. Para mostrar o item
(2), vamos supor a € Ay, ...,a € A,. Como cada um dos A,, sdo abertos, entao vao existir
ry > 0,...,r, > 0 tais que B(a;r) C Ay, ...,B(a;r,) C A,. Agora, vamos considerar

r = min{Tl’ ceey Tn}- Entéo?
B(a;r) € B(a;r) C Ay, ., B(a;7) C Blasr,) C Ay,

Logo, B(a;r) C A1 N...N A, e, portanto, A; N ... N A, é aberto, ou seja, a intersegdo
finita de abertos é aberta. Agora, vamos mostrar o item (3). Para isso, seja a € A. Como
A = Uyer, Ay, entao existe A € L tal que a € A,. Sabemos que A, é aberto, entao existe

B(a;r) C A e com isso concluimos a demonstragao. [l

Exemplo 2.32. A intersecao qualquer de abertos nao é necessariamente aberta. Se
considerarmos x # a entdo d(x,a) > 0, logo existe n € N tal que d(x,a) > 1/n. Entao,
x ¢ B(a; ) e, portanto, a ¢ o Gnico ponto que pertence a todas as bolas. Mas o ponto a

nao é aberto.

Definicao 2.33. Num espago métrico, diz-se que o conjunto V' é uma vizinhanca do
ponto a quando a € intV. Assim, V é uma vizinhanga de a se, e somente se, V' contém
um aberto que contém a. A intersecao de niimero finito de vizinhancas de a é ainda uma
vizinhanga de a. Se V' é uma vizinhanca de a e W D V entao W é uma vizinhanca de a.

Um conjunto é aberto se, e somente se, ¢ uma vizinhanca de cada um dos seus pontos.

2.5 Conjuntos Fechados

Aqui, veremos a definigdo de conjuntos fechados e alguns resultados e exemplos.

Definicao 2.34. Um conjunto F' C M é fechado no espago métrico M quando o comple-

mentar M — F' é aberto em M.

Exemplo 2.35. Em todo espago métrico M, a bola fechada Bla; r| ¢ um conjunto fechado,
pois seu complementar A = M — Bla;r| é aberto. De fato, seja ¢ € A = M — Bla; 7|,
entao d(a;c) > r. Se tomarmos s > 0 tal que d(a;c) > r+s, logo as bolas Bla; r| e Blc; s]
sao disjuntas, isto é, Bla;r]| N Blc; s| = &. Assim, Blc;s] C A = M — Bla;r]| e, portanto,
¢ € A é um ponto interior. Concluimos, entdao, que o complementar da bola fechada é

aberto.



Capitulo 2. Nogoes de Espacos Métricos 51

Proposigao 2.36. Os subconjuntos fechados de um espago métrico M gozam das segquin-

tes propriedades:
1) o conjunto vazio & e o espago inteiro M sao fechados;

2) a reuniao F = FyU...UF, C M ¢é um subconjunto fechado de M ;

3) a intersecio F = ﬂ F\ de uma familia qualquer (F\)aer (finita ou infinita) de
AEL
subconjuntos fechados F\ C M € um subconjunto fechado de M.

Demonstragao. O item 1) segue do fato que o complementar do conjunto vazio & e do
espago inteiro M é aberto, pela Proposicao m No item 2), como o complementar de
um conjunto fechado é aberto, entdo os conjuntos A, = CFy, A, = CF,, ... , A, = CF,

sao abertos em M. Assim, como a intersecao de abertos ainda é aberto, temos
AinA;n..nA,=CRNCRN..NCF, =C(RURU..UF,).

Logo, se o complementar da reuniao de conjuntos fechados é aberto, entao a reuniao de
fechados ¢ um conjunto fechado. Para provar o item 3), tomamos A, = CF) para todo

A € L. Como cada A, é aberto e a reuniao de abertos continua aberto, entao
UA, = U(CF,) = C(nFy)

¢ um conjunto aberto. Portanto, NF) é fechado. O

Exemplo 2.37. A uniao qualquer de fechados nem sempre é fechada. Um exemplo disso
é que todo conjunto é uniao dos conjuntos unitarios de uma bola aberta, que dara a

propria bola aberta que nao é fechada.

2.6 Continuidade

Nesta se¢ao, vamos apresentar e discutir o conceito de continuidade.

2.6.1 Funcoes Continuas

Aqui, estudaremos o conceito de func¢des continuas, bem como exemplos para o

melhor entendimento.
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Definicao 2.38. Dados M, N espacos métricos. Uma aplicagao f : M — N é continua
no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter § > 0 tal que d(x,a) < §
implica d(f(z), f(a)) < e. Uma funcdo f : M — N ¢é continua quando ela é continua em

todos os pontos a € M.

Observacao 2.39. A fim de que f : M — N seja continua no ponto a € M é necessario
e suficiente que, para cada vizinhanga V' de f(a) em N exista uma vizinhanga U de a em

M tal que f(U) C V.

Exemplo 2.40. Sejam M e N espagos métricos e uma aplicacao f : M — N. Se existir
uma constante ¢ > 0 tal que d(f(z), f(y)) < ¢-d(x,y), para todo z,y € M chamaremos f
de aplicacao lipschitziana. Uma aplicacao lipschitziana é continua em cada ponto a € M.

De fato, dado € > 0 e tome 6 = ¢/c. Entao,

d(z,a) <6 =d(f(z), f(a)) <c-d(z,a) <c-d=¢.

Definigao 2.41. Sejam M, N espagos métricos e f : M — N. Dizse que a fungao

f é descontinua no ponto a quando, para todo § > 0, pode-se obter x5 € M tal que

d(xzs,a) < 0 e d(f(xs), f(a)) > e.

Exemplo 2.42. A funcao caracteristica £ : R — R do conjunto Q dos niimeros racionais
definida por

1, sexeQ

0, sex¢Q

§(x) =

é descontinua em todo ponto a € R. Com efeito, se tomarmos € = 1/2, entao para todo
o > 0, tomemos x4 tal que |zs — a| < §. Escolheremos x5 como um racional e a um

irracional ou vice-versa. Logo, [{(zs) —&(a)] =1 -0/ =1>1/2.

Definicao 2.43. Diremos que uma aplicagao f é uma contragao fracase f : M — N ¢é
tal que d(f(z), f(y)) < d(z,y) para qualquer x,y € M. Em particular, uma aplicacdo

lipschitziana com ¢ = 1 é uma contracao fraca.

Exemplo 2.44. Seja a funcdo f : R — R dada por f(z) = 2. E uma contracio fraca,
pois d(f(x), f(y)) = d(x,y) <1-d(z,y).
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2.6.2 Continuidade Uniforme

Aqui, veremos as fungoes uniformemente continuas e alguns exemplos.

Definicao 2.45. Sejam M, N espacgos métricos. Uma aplicagao f : M — N diz-se
uniformemente continua quando, para todo € > 0 dado, existir 6 > 0 tal que, sejam quais

forem z,y € M, d(xz,y) < = d(f(x), f(y)) < e.
Observacao 2.46. Pelo Exemplo [2.47] as seguintes implicacoes sao verdadeiras:

f ¢ lipschitziana = f é uniformemente continua = f é continua = f é continua no

ponto a € M.

Exemplo 2.47. Note que, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que se d(z,y) < d, entao
d(f(x), f(y)) <e. Como f é lipschitz, entdo para todo £ > 0 tome 6 = ¢/k, logo

U

d(f(z), fy) < k-
k-

(z,9)
< =

| ™

E isso mostra que se f é lipschitziana, entao f é uniformemente continua. Pela definigao,
verificamos que uma fung¢ao uniformemente continua é continua e isto segue do fato que
se fixarmos y como uma constante. E,por fim, se f é continua, entao é continua em todos

os pontos de M, em particular, em algum ponto a € M.
Mas, a reciproca nem sempre ¢ valida. Veja os exemplos a seguir:

Exemplo 2.48. Seja a funcao f(z) = 1/x. Ela é continua em (0,+00), mas nao é
uniformemente continua nesse dominio. Mas se restringirmos a funcao f ao intervalo

[1,2] ela sera uniformemente continua.

Exemplo 2.49. Seja f : [0,a] — [0,a] dada por f(z) = y/z. Note que f é uniformemente
continua, pois dado € > 0, se subdividimos o intervalo [0,a] por n pontos interiores
Y1 < Yo < ... < Yn, em n + 1 subintervalos com comprimentos menor que /2. Sendo
f sobre [0,al, entdo existem 1, ..., z, tais que f(x1) = y1,..., f(z,) = yo. Como f é
monotona nao-decrescente, entao r; < ... < x,. Seja 6 o menor dos nimeros x; 1 — T;.

Se z,y € X tais que |z — y| < J, entdo entre z e y existe no méximo um dos pontos ;.
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Pela monotonicidade de f segue que entre f(z) e f(y) existe no maximo um dos pontos

y; = f(x;). Logo, |f(x) — f(y)| < e. Mas nao ¢ lipschitziana, pois dados = # y, temos

)~ S| _ VI=VE

|y — x| y—x
VI VE Ji+VE
y—z Jy+vzx

Yy—x 1 1

y—r JIHVE VT

que nao é limitado pra nenhum valor de x e y no intervalo [0, a]. Logo, f nao é lipschit-

ziana.

Assim, esses exemplos nos mostram que realmente a reciproca da observagao [2.46

nao é verdadeira.

2.6.3 Homeomorfismos

Nesta secao, estudaremos os homeomorfismos, conceito importante que sera utili-

zado ao decorrer do trabalho.

Definicao 2.50. Sejam M e N espagos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N
¢ uma bijecao continua f : M — N cuja inversa f~' : N — M também é continua.

Dizemos, entao, que M e N sao homeomorfos.

Exemplo 2.51. Toda bola aberta de um espago vetorial normado E é homeomorfa ao
espago inteiro E. De fato, se considerarmos a bola unitaria B = B(0;1) e o homeomor-
fismo f : E — B definido por f(x) = /(1 + |z|). Temos que |f(z)| = |z|/(1+ |z|) < 1
para todo z € E, logo f é uma aplicagao continua de F em B. Seja, agora, g : B — E
a inversa de f definida por g(y) = y/(1 — |y|). Como |y| < 1 para todo y € B, entédo g
¢ continua. Temos, ainda, que f(g(y)) =y e g(f(x)) = x para qualquer y € Be x € E.

Logo, f e f~! = g ¢ um homeomorfismo.

Observagao 2.52. Um homeomorfismo f : M — N é uniforme se f é uniformemente

continua e sua inversa f~!: N — M também ¢ uniformemente continua.

Exemplo 2.53. Seja M a reta com a métrica zero-um. A aplicacgao identidade ¢ : M — R

é continua, mas sua inversa j : R — M, que também é dada por j(x) = z, é descontinua
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em cada ponto a € R. De fato, se tomarmos € = 1/2, teremos que B(j(a);1/2) = {j(a)}
em M. Logo, ndo existe 6 > 0 tal que j((a —d,a +0)) C B(j(a);¢).

2.7 Limites de Sequéncias

Nesta se¢ao vamos apresentar alguns conceitos que serao importantes ao decorrer
do trabalho sobre limites de sequéncias, como sequéncias de ntmeros reais, sequéncias de
funcgoes, limites de funcgoes, fungoes continuas, continuidade uniforme e homeomorfismo.

Daremos, também, alguns exemplos para facilitar a compreensao.

Definicao 2.54. Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicacao x : N — M e o valor
que a sequéncia assume no valor n € N sera indicado por x, e serd chamado o n-ésimo
termo da sequéncia. Uma subsequéncia de (z,) é uma restri¢do da aplicagdo n — x, a

um subconjunto infinito N' = {1 <nyg<..<mp<..}CN

Para representar uma sequéncia poderemos utilizar as notagoes (x, Za, ..., Tp, ...),
(Zp)nen ou (z,). Mas quando queremos indicar o conjunto dos valores ou conjunto dos
termos de uma sequéncia utilizaremos as notagoes {x1, o, ..., Tn, ...}, {zn;n € N} ou z(N).

Para representar uma subsequéncia utilizaremos as notacoes (T, , Tny, s Tnys )5 (Tn) pent»

(:Enk)keN ou (xnk>

Exemplo 2.55. Seja a sequéncia ((—1)"),eny = (—1,1,—1,1,...). Se N C N é o conjunto
dos nimeros pares e N’ C N o conjunto dos nimeros impares, teremos duas subsequéncias

((_1)n>neN' = (17 L1, ) € <<_1)n)neN" = (_17 -1, -1, )

Definigao 2.56. Seja (r,) uma sequéncia no espa¢o métrico M. O ponto a € M ¢é

limite de uma sequéncia (x,) quando para todo € > 0 podemos obter ny € N tal que

n > ng = d(z,,a) < ¢ e escreveremos a = limx,, a = lim z, ou a = limz,. Quando
n—00 neN

limz, = a € M existe diremos que a sequéncia (z,) é convergente em M e, caso contrario,

diremos que a sequéncia ¢é divergente.

Observacgao 2.57. O limite de uma sequéncia é chamado de ponto de aderéncia. O
fecho X do conjunto X de um espaco métrico M é o conjunto de todos os pontos que
sao aderentes a X, isto é, os pontos a que pertencem a X tal que d(a, X) = 0. Também
podemos provar que um conjunto é fechado se, e somente se, é igual ao seu fecho. Ver

demonstragao em [5].
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Definicao 2.58. Um ponto a € M é de acumulagao do subconjunto X quando toda bola
de centro a contém algum ponto de X, diferente do proprio ponto a. O conjunto formado
por todos os pontos de acumulagao de X em M é chamado de conjunto derivado e é

denotado por X.

Exemplo 2.59. Na reta R, sejam X = Q, Y =Z e U = [0,1]. Entdo, X' = R, pois toda
bola centrada em algum ponto de Q contém pontos racionais e irracionais, Y’ = @ ja que
Z ¢é discreto, logo todos os seus pontos séo isolados e U = U, pois toda bola centrada
em a € (0,1) contém pontos de [0,1] — {a} e os pontos 0 e 1 sdo limites da sequéncia

1 1
() = — e (yn) = (1 — —), respectivamente.
n n

Observacao 2.60. E valido reforcar a diferenca entre pontos isolados e pontos de acu-
mulagao. Um ponto é isolado quando existe alguma bola que contenha apenas o proprio
ponto, ja o ponto de acumulacao ¢ quando para qualquer bola, além do proprio ponto,

existem outros pontos do conjunto.

Exemplo 2.61. Seja a sequéncia x, = 1/n. Note que limx, = 0, pois para qualquer

e > 0, tomamos ny > 1/e. Entao
1 1
n>n=>0<—-<e=|——-0|<e.
n n

Em outras palavras, para todo n suficientemente grande, x,, = 1/n pertence ao intervalo
(—e,e).

Proposicao 2.62. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao. Seja limz, = a num espago métrico M, entao para todo ¢ > 0, em
particular, ¢ = 1 obtemos ng € N tal que n > ng implica que z,, € B(a;1). Assim, o

conjunto dos termos da sequéncia x, estd contido na uniao de dois conjuntos limitados

{1, ..., xp, } U B(a;1). Portanto, a sequéncia z,, é limitada. ]

Proposigao 2.63 (Unicidade do limite). Uma sequéncia nao pode convergir para dois

limites distintos.

Demonstra¢ao. Considere (z,) uma sequéncia no espago métrico M, a = limz, e b =

limz,, com a,b € M. Entao,

Ve > 0,3dng € N;n > ng = d(zp,a) <e
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Ve >0,dny € Nyn > ny = d(x,,b) <e.

Se tomarmos n € N maior que ng e ny, entao d(a,b) < d(a,z,) + d(z,,b) < 2e. Logo,

0 < d(a,b) < 2¢ para todo € > 0. Portanto, d(a,b) = 0, entdo a = b. O
Proposigao 2.64. Se limx,, = a entao toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstracio. Considere N' = {n; < ny < ... < nj < ...} um subconjunto infinito de
N. Se limz, = a, entao para qualquer ¢ > 0, existe ng € N tal que n > ng implica

d(x,,a) < e. Existe também ko € N tal que ng, > ng. Assim,
k> ko= ng >ng = d(z,,,a) <e.

Portanto,

lim z,, =limz, = a.
k—o0 neN

2.7.1 Sequéncias de Niimeros Reais

A seguir, estudaremos sequéncias na reta e veremos a definicao de sequéncia mo-

noétona e alguns resultados. Temos, ainda, alguns exemplos ao longo da segao.
Defini¢ao 2.65. Uma sequéncia (x,) é mondtona quando:

a) Tn < Tpgt (respectivamente, Ty > xnﬂ) e chama-se mono6tona nao-decrescente

(respectivamente, nao-crescente); ou

b) z, < x,41 (respectivamente, x, > x,.1) e chama-se monotona crescente (respecti-

vamente, decrescente).
Proposicao 2.66. Toda sequéncia mondtona limitada de nimeros reais é convergente.

Demonstracao. Seja uma sequéncia mondtona, isto é, crescente, nao-decrescente, decres-
cente ou nao-crescente. Neste caso, vamos considerar uma sequéncia mondtona nao-
decrescente, ou seja, (r1 < x9 < ... < x, < ...). Considere a = supz,. Note que

neN
lim z,, = a. De fato, dado um e > 0 arbitrario, entao o ntimero a — € é menor que a e nao
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pode ser cota superior do conjunto de termos da sequéncia de z,,. Logo, existe ng € N tal

que a — € < T, < a. Assim, temos que

n>ny = a—c<Tp, <x,<a<a+te

= a—c<zr,<a-+te.

E, portanto, concluimos a demonstracao. O

Corolario 2.67. Uma sequéncia mondtona de nimeros reais € convergente se, e somente

se, possui uma subsequéncia limitada.

Demonstracao. Basta mostrar que uma sequéncia monétona convergente possui uma sub-
sequéncia limitada. Dessa forma, vamos supor que (z,) é ndo-decrescente, isto é, z,, < c
para todo k. Seja n € N, podemos obter £ de forma que n < ng, logo z, < z,, < c.

Entao, concluimos que z; < z,, < ¢ e, portanto, (x,) é limitada. O

Teorema 2.68 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R possui

uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia limitada, ou seja, o < x,, < /3 para todo n € N.
Se X,, = {xn, i1, ...}, podemos perceber que X; D Xo D ... D X,, D ..., com X,, C [a, f].
Agora, seja a, = inf X,,, entao a; < as < ... < a, < ... < . Logo, a = lima,. Vamos
mostrar, entdo, que a é limite de alguma subsequéncia de (z,), isto é, dado ¢ > 0 e
ny € N, existe n > ny tal que z,, € (a — ¢,a + €). De fato, existe ny > n; tal que
a—e¢e<ap <a<a+e, jaquea=lima, Como a,, = inf X,,, entao existe n > ny tal

que a,, < x, < a+¢e. Portanto, n > ny e z, € (a —e,a +¢). O

Exemplo 2.69. O nlgr;(} a", quando |a|] < 1, é igual a zero. Pela definigao de limite, nao
existe diferenca entre limz, = 0 e lim|z,| = 0, entdo vamos considerar o segundo caso
e0<a<1l Logo,a>a®>>a®>>..>a">..>0. Entao, (z,) = a", comn € N
é monotona limitada. Pela Proposigao [2.66] essa sequéncia é convergente. Assim, temos

que

l=lmad*t=a - limad*"=a-L
n—oo n—oo

Dessa forma, [ = a-[ e, entdo, (1 —a)-l =0. Como (1 —a) > 0, entdao [ = 0 e concluimos

a demonstracao.



Capitulo 2. Nogoes de Espacos Métricos 59

Proposicao 2.70. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais, com limx,, = a > b. Entdo

x, > b para todo n suficientemente grande.

Demonstragao. Seja € > 0 arbitrario, existe no € Ntal quen >ng=>a—ec <z, <a-+e.
Entao, se é valido para todo € > 0, em particular, é valido para e = a—b > 0, pois a > b.

Logo, n > ng = b < x,, e concluimos a demonstracao. O

2.7.2 Sequéncias de Fungoes

Aqui veremos o que significa uma sequéncia de fungoes convergir pontualmente e

uniformemente, além de resultados e exemplos.

Definicao 2.71. Seja X um conjunto arbitrario e M um espago métrico. Uma sequéncia
de aplicagoes f, : X — M converge simplesmente ou pontualmente em X quando, para

cada x € X, a sequéncia (f1(z), fo(z), ..., fu(z),...) tem limite f(x) em M.

x

Exemplo 2.72. A sequéncia de fungoes f, : R — R definidas por f,(x) = — converge
n

simplesmente em R para a funcao nula. De fato, seja z € R e ¢ > 0, entdao tomamos

T x
noeNtalqueno>|—|. Logo, n > ng = ‘—‘ <e.
€ n

Definicao 2.73. Seja X um conjunto arbitrario e M um espago métrico. Uma sequéncia
de aplicagoes f, : X — M converge uniformemente em X para f: X — M quando, para

todo z € X e e > 0, é possivel obter ng € N tal que n > ny = d(f.(x), f(z)) < e.

Exemplo 2.74. A sequéncia de fungoes f,(x) = x/n também converge uniformemente

para a fun¢ao nula num subconjunto limitado X C R. Com efeito, seja |z| < ¢, para todo
x € X. Dado € > 0, tomaremos ng > ¢/e e obtemos para qualquer x € X

T lz| ¢ c

n>n0:>‘—’:—§—<—<5.

n In| = n  (c/e)

Se f, converge uniformemente para f em X, entao f, converge para f simplesmente

em X. Porém, se f, converge simplesmente nao implica que f, converge uniformemente.

Veremos um exemplo a seguir:

Exemplo 2.75. A sequéncia de fungoes f, : [0, 1] — R definidas por f,(z) = 2" converge
simplesmente em [0, 1] para a aplicagdo f : [0,1] — R tal que f(x) =0se0 <z <1le

f(1) =1. Sejaxz € [0,1), entdo lim 2" = 0, enquanto que lim 1" = 1. Mas nao converge
n—00 n—00
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uniformemente em [0, 1], pois tomando 0 < € < 1, qualquer que seja n sempre vao existir

pontos deste intervalo tais que f,(z) — f(z) = 2™ > e.

Figura 2.3: Sequéncias de fungoes f,, : [0, 1] — R definidas por f,(x) = z™.

Fonte: Autoria propria.

Proposigao 2.76. Se f, — f uniformemente em X entdao, para todo n suficientemente
grande, f, estd a uma distdncia finita de f e lim f, = f no espago métrico Bs(X; M).

Reciprocamente, se lim f,, = f em By(X; M), entao f, — f uniformemente em X.

Demonstracao. Observe que se d(f,, f) = supd(f.(x), f(z)), entao
zeX

A(fn, [) <e=d(fu(z), f(z)) <e,Vz e X.

Reciprocamente, se d(f,(x), f(z)) < € para todo x € X, entao d(f,, f) < e. O

Proposicao 2.77. Sejam M, N espacos métricos. Se uma sequéncia de aplicagoes f, :
M — N, continuas no ponto a € M, converge uniformemente em M para uma aplica¢ao

f:M — N entao f é continua no ponto a.

Demonstracao. Se a sequéncia de aplicagoes f,, é continua no ponto a € M significa que
para todo € > 0, é possivel obter 0 > 0 tal que d(z,a) < § implica em d(f,(z), fo(a)) <
e/3. Se f, converge uniformemente em M para f entdo para todo & > 0 é possivel obter
no € N tal que n > ng entao d(f,(z), f(x)) < /3, qualquer que seja x € X. Assim,

obtemos

d(f(a), f(x)) = d(f(a), fu(a)) + d(fula), fo(x)) + d(fa(z), f(2)) < S+ 5+ 5 =€
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2.8 Limites de Funcoes

Ao longo desta se¢ao, veremos resultados importantes sobre o limite de fungoes.

Definigao 2.78. Sejam X um subconjunto do espaco métrico M, a um ponto aderente
de X e a aplicacao f : X — N, sendo N um espag¢o métrico. O ponto b € N é limite de
f(z) quando x tende para a se, para todo € > 0 é possivel obter 6 > 0 tal que x € X e
d(xz,a) <0 =d(f(x),b) <e. E, escrevemos,

b= lim f(z).

r—ra

Proposicao 2.79. Seja a € X C M. Dada f : X — N, tem-se lim f(z) = b € N se, e
r—a

somente se, para toda sequéncia de pontos x, € X, com x, — a, tem-se lim f(z,) = b.

Demonstra¢ao. Dado e > 0, existe § > 0 tal quese x € X ed(x,a) < J, entdo d(f(z),b) <

e. A partir de § obtemos ng € N tal que n > ng se d(z,,a) < ¢, entdo

lim f(x,) = f(a) = b.

Reciprocamente, vamos supor, por absurdo, que lim f(z) # b. Entdo para todo 6 > 0
r—a
existe um ¢ > 0 tal que se d(x,a) < 0, entdo d(f(x),b) > . Logo, se x, — a implica que

f(x,) nao converge para b. O

Proposicao 2.80. Sejam M, N espagos métricos, X um subespag¢o de M e f: X — N

uma aplicacdo continua. Se, para cada ponto a € X, erviste o limite lim f(x) entdo a
T—a

aplicagio F : X — N, definida por F(z) = f(x) quando z € X e F(y) = alslggl/ f(z)

quando y € X — X, € continua.

Demonstracao. Por hipbtese, sabemos que f é continua em todo ponto a € X, entao para
qualquer a € X implica que F(a) = il_r)rclb f(z). Assim, para todos a € X e ¢ > 0, existe
d>0tal que x € X ed(z,a) < d = d(f(x),F(a)) < /2. Queremos mostrar que para
todo T € X, com d(Z,a) < §, entdo d(F(T), F(a)) < e. Se T = lim,, com z, € X para

todo n, em particular, d(z,,a) < § para todo n € N. Logo, d(f(x,), F(a)) < /2 para
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todo n € N. Como F(z) = lim f(z) = lim f(z,), logo
—00

T—T n

d(F(7), F(a)) = lim d(f(z,), F(a)) < £/2 < e.

n—00

2.9 Espacos Métricos Completos

Aqui veremos o que sao as sequéncias de Cauchy, resultados importantes e exem-
plos. Além de definir o que é um espago métrico completo. Veremos também resultados

sobre completude que serao utilizados no capitulo seguinte.

Definigao 2.81. Seja M um espag¢o métrico. Uma sequéncia (z,,) é de Cauchy quando,

para todo £ > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ng = d(z,,, z,) < €.
Proposicao 2.82. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracao. Seja M um espago métrico. Se limz, = a entao, dado € > 0, existe

no € N tal que n > ng implica que d(z,,a) < /2. Se tomarmos m,n > ng teremos

d(xm,xn) < d(xp,a)+d(z,,a)
< €/2+4¢/2

= E&.

Logo, (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. ]

Exemplo 2.83. Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Basta tomar uma sequén-
cia de ntmeros racionais x, convergindo para um numero irracional a. Por exemplo,
1 =1,z = 1,4, x5 = 1,41, x4 = 1,414, ..., com limz, = v/2. Sendo convergente em
R, segue-se da Proposicao que (z,) é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico Q

dos nimeros racionais, mas (z,) ndo é convergente em Q.
Proposicao 2.84. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Entdo, para

todo € > 0 dado, existe ny € N tal que m,n > ng implica que d(x,,, z,) < . Tome £ = 1.
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Logo o conjunto {x, 11, Tnyi2, .-} € limitado e tem didmetro menor ou igual a 1. Segue-se
que

{1,290, .y Ty} = {21, oy Ty  U{Zngi1, Tng2, - }-

Como {1, ..., Ty, } € limitado , entdo a uniao ¢ limitada. E, portanto, a sequéncia (z,,) é

limitada. O

Exemplo 2.85. Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. Um exemplo disso é a
sequéncia (1,0,1,0,...) na reta. Embora limitada, esta sequéncia ndo é de Cauchy pois

d(xy, rpe1) = 1 para todo n.

Proposicao 2.86. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente

¢ convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragao. Sejam (z,) uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M e (z,,) uma
subsequéncia que converge para o ponto a € M. Afirmamos que limx,, = a. Entao, para
todo € > 0, existe p € N tal que n; > p implica que d(z,,,a) < £/2 e existe ¢ € N tal que
m,n > ¢ implica que d(x,,,x,) < /2. Tome ny = max{p, q}, entdo para todo n > ny

existe ny > ng e segue que

d(zp,a) < d(zg, ) +d(z,,,a)

< €/2+¢/2
= e.
Portanto, a sequéncia (x,) converge para a. ]

Observacao 2.87. Se uma sequéncia possui duas subsequéncias que convergem para
limites distintos entao ela nao é de Cauchy. Em particular, uma sequéncia que possui
apenas um numero finito de termos distintos s6 pode ser de Cauchy quando, a partir de

uma certa ordem, ela se torna constante.

Exemplo 2.88. Seja (,)nen+ em R definida por x, = 1/n,Vn € N. Primeiro, vamos
mostrar que essa sequéncia é de Cauchy. Entao, dado £ > 0, existe ngy tal que 1/ny < ¢,

entao se n,m > ng, podemos supor, sem perda de generalidade, que n > m. Logo,
1 1 )

0 < — < — < —. Assim, temos
n- m- ng

1 1
S - —|<
n m

1

)

1
= —<e¢
)
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e, portanto, a sequéncia (x,) é uma sequéncia de Cauchy. Logo, pela Proposi¢ao a

sequéncia (x,) é convergente.

Proposicao 2.89. Toda aplicacao uniformemente continua transforma sequéncias de

Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Demonstra¢ao. Sejam f : M — N uma aplicagdo uniformemente continua e (z,) uma
sequéncia de Cauchy em M. Entao, precisamos mostrar que a sequéncia (f(z,)) é de
Cauchy. Assim, como f é uniformemente continua, dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que se
z,y € M ed(z,y) <6, entdo d(f(z), f(y)) < e. Por outro lado, dado § > 0, existe ny € N

tal que m,n > ng, entao

ATy, n) < 0 = d(f(xm), f(zn)) < €.

O

Definicao 2.90. Um espago métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.

Exemplo 2.91. Todo espaco métrico M munido com a métrica zero-um é completo, pois

a partir de um certo indice a sequéncia de Cauchy é constante, logo é convergente.

Exemplo 2.92. Como vimos no Exemplo o conjunto Q dos ntimeros racionais nao
é completo, pois a sequéncia em questao nao é convergente em Q, ji que converge para

V2 que néo pertence a Q.

Proposicao 2.93. Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo.

Reciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco métrico € fechado.

Demonstracao. Sejam M um espago métrico completo e F© C M um subespaco fechado.
Se tomarmos em F' uma dada sequéncia de Cauchy (z,), entao existe limz, = a €
M. Como F é um subespaco fechado em M, logo a € F' e, portanto, F' é completo.
Reciprocamente, seja M C N um subespago completo, entao pegamos uma sequéncia de
pontos x,, € M, com lim x,, = a. Como toda sequéncia convergente é de Cauchy, entao a
sequéncia (x,) ¢ de Cauchy. Assim, existe b € M tal que limx,, = b. Pela unicidade do

limite, a = b, logo M é fechado em N. ]
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2.10 Conjuntos Compactos

Nesta segao, estudaremos os espagos métricos compactos, veremos alguns resulta-
dos importantes e exemplos. Esta secao sera importante para atingirmos o objetivo deste
trabalho uma vez que veremos a diferenga dos conjuntos compactos entre dimensao finita
e infinita. Para definirmos um conjunto compacto de um espaco métrico, precisamos de

alguns conceitos:

Definicao 2.94. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Uma cobertura de
X é uma familia (C))xer de subconjuntos de M tal que X C UyerC), isto é, para cada
xr € X existe pelo menos um A € L tal que x € (. Essa cobertura ¢é aberta quando cada

conjunto C'y, com A € L, é aberto em M.

Exemplo 2.95. Os intervalos abertos (0, %), (3,3) e (2,5) formam uma cobertura aberta
C para o intervalo fechado [1, 4], pois a unido desses intervalos abertos é igual a (0, 5) que

contém o intervalo fechado [1,4].

Definicao 2.96. Se tivermos L' C L tal que, para cada z € X, ainda podemos obter

A€ L' com z € Oy, ou seja, X C U C, entao essa subfamilia é chamada subcobertura
el

propria de (Cy)xer. Uma cobertura diz-se finita quando L é um conjunto finito.
Definicao 2.97. Um espago métrico M é compacto quando toda cobertura aberta possui
uma subcobertura finita. Um subconjunto X C M é um subconjunto compacto quando

o subespago métrico K é compacto.

Exemplo 2.98. A unidao de dois subconjuntos compactos é compacto. De fato, sejam
M um espago métrico compacto e K, L C M subconjuntos compactos. Se K U L C UA)
entao, K C UA, entdao, K C UA) e L C UA,. Logo,

KCA)\lu...UA/\n e LCAAM_lu...UA)\p.

p
Assim, K UL C U Ay,. Portanto, a reuniao de um ntmero finito de subconjuntos
A=1
compactos é compacta. Mas a reuniao infinita de compactos pode nao ser compacta. Pois,
todo conjunto é reuniao de seus pontos, que sao compactos. Por exemplo, o conjunto N

dos niimeros naturais.
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Proposigao 2.99. Todo subconjunto fechado de um espago métrico compacto é compacto.

Reciprocamente, um subconjunto compacto de qualquer espaco métrico € fechado.

Demonstrac¢ao. Sejam M um conjunto compacto e F' um conjunto fechado. Dada F' C

U A, uma cobertura aberta. Como F' é fechado, entao M — F ¢é aberto e
AL

M = <UAA>U(M—F).

Como M é compacto, existem Aq, ..., A\, tais que M = Ay, U...UA,, K U(M — F). Logo,
FC A>\1 U... UA)\n'

Reciprocamente, seja F' compacto e vamos mostrar que M — F' é aberto. Seja a €

1
M — F. Defina B, = M — B [a; —]. Note que F' esta contida numa cobertura aberta
n

- 1
U M — B [a; —] = M — {a}. Como F' é compacto, existem Ay, ..., \,, tais que
A=1 "

FC B>\1 U...C B,\n C B>‘n0'

1 1 1
Logo, F C M — B {a,)\—},entéoB [a;—} CM-F. Assim,B(a;)\—) CM-F. O

) o no

Proposicao 2.100. Todo espag¢o métrico compacto € limitado.

Demonstracao. Como M é compacto, entao podemos extrair uma subcobertura finita da

cobertura M = U B(x;1) sendo

xeM

M = B(z1;1) U ... U B(x,;1).

Portanto, M é limitado. O

Assim, a partir da Proposicao e [2.100] um subconjunto compacto qualquer

de um espaco métrico é sempre fechado e limitado.

Definicao 2.101. Um espac¢o métrico M chama-se totalmente limitado quando, para
todo € > 0, pode-se obter uma decomposicao M = X; U ...U X,,, de M como reuniao de

um namero finito de subconjuntos, cada um dos quais tem didmetro menor do que €.
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Exemplo 2.102. Se um subconjunto da reta é limitado, entao é totalmente limitado.

oo

Note que dado € > 0, tome 0 < § < ¢, entao podemos escrever R = U[n -0, (n+1)-4],

—0o0
pois dado X contido em R entao X esta contido numa uniao finita desses intervalos.

Proposicao 2.103. As sequintes afirmacoes sobre espaco métrico M sao equivalentes:

1) M é compacto;

2) Todo subconjunto infinito de M possui um ponto de acumulagao;

3) Toda sequéncia em M possui uma subsequéncia convergente;

4) M € completo e totalmente limitado.

Demonstracao.

1) =2)

2) = 3)

3) = 4)

Seja M um conjunto compacto e X C M um subconjunto que nao contém pontos
de acumulacéo, ou seja, X = &. Se X = X UX = XU@ = X, logo X é um
conjunto fechado em M e, portanto, compacto. Como nao existe nenhum ponto de

acumulagao em X, entao X ¢é discreto. Portanto, X ¢ finito.

Seja (z,,) uma sequéncia em M. Se o conjunto de valores desta sequéncia x,, é finito,
entao existe um valor @ = z,,, = z,,, = ... = z,,, = ... que se repete infinitas vezes
logo essa subsequéncia (z,,) converge para a. Mas o conjunto {xi, s, ..., %y, ...}
¢ infinito, logo possui um ponto de acumula¢ao a. Como toda bola centrada em
a contém valores x,, com indices arbitrariamente grandes. Portanto, a é limite de

alguma subsequéncia de ().

Se toda sequéncia de Cauchy em M possui uma subsequéncia convergente, entao é
convergente, pela Proposigao [2.86] Logo M é completo. Agora, precisamos mostrar
que, para todo € > 0, podemos exprimir M como reuniao de um nimero finito
de bolas de raio e. Dado ¢ > 0, escolhemos x; € M. Se M = B(x;¢), entdo ja
provamos. Se nao, existe xo € M, com d(z2,x1) > € tal que M = B(z1;¢)UB(x9; ),
o resultado estd provado. Caso contréario, existe x3 € M, com d(x3,x2) > € e
d(xz,z1) > e tal que M = B(x1;¢) U B(zg;¢) U B(xs;¢). Prosseguindo assim,
chegamos a um n tal que M = B(zy;¢) U ... U B(z,;¢€) ou obtemos uma sequéncia
(z,) tal que d(z,,x,) > € para todo m # n. Assim, nenhuma subsequéncia seria

de Cauchy e nem convergente. Como isso nao ocorre, M é totalmente limitado.
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4) = 1) Seja M completo e totalmente limitado. Vamos supor, por absurdo, que exista uma
cobertura aberta M = UA, que nao possui uma subcobertura finita. Escreveremos
M como a reuniao finita de subconjuntos fechados, cada um com didmetro menor
que 1. Pelo menos um desses subconjuntos, que chamaremos de X;, é tal que
X1 C UA, nao possui uma subcobertura finita. Como X; é totalmente limitado,
entao pode ser escrito como reuniao finita de subconjuntos fechados, cada um com o
diametro menor que 1/2. Pelo menos um desses subconjuntos, que chamaremos de
X5, nao possui uma subcobertura finita. Prosseguindo desta forma, obtemos uma
sequéncia X; D Xo D ... D X,; D ... de subconjuntos fechados de M todos eles com

diam X,, < 1/n e X, nao esta contido em nenhuma reunido finita dos A,. Logo,
o0

nenhum X, é vazio, entao existe a € M tal que {a} = ﬂ X,,. Para algum )\, entao

n=1
a € Ay. Como A, é aberto, entao existe B(a;1/n) C A, para algum n. Como

a € X, ediam X, < 1/n, concluimos que X,, C B(a;1/n), com X,, C Ay, que é um

absurdo.
O]

Teorema 2.104 (Teorema de Weierstrass). Se M é compacto, toda fungao real continua
f: M — R € limitada e atinge seus valores mdximo e minimo em M. Ou seja, existem

xo, 1 € M tais que f(xo) < f(z) < f(z1) para qualquer x € M.

Demonstra¢ao. A imagem f(M) é um subconjunto compacto de R. Assim, f(M) é fe-
chado e limitado. Como f ¢é limitada e a = inf f(M), 8 = sup f(M), entdo o € f(M)
e B € f(M). Ou seja, existem zg,z; € M tais que f(z9) = o e f(z1) = 8. Logo,
f(zo) < f(x) < f(z1) para todo = € M. O

Corolario 2.105. Sejam M compacto e f: M — R continua, tal que f(x) > 0 para todo

x € M. Entao existe ¢ > 0 tal que f(z) > ¢ para todo x € M.



Capitulo 3

Espacos Vetoriais Normados

Neste capitulo, nosso objetivo é fazer uma comparacao entre resultados que valem

em dimensao finita, mas que, em geral, nao sao validos em espacos de dimensao infinita.

Inicialmente, daremos a definicao dos espagos vetoriais normados. A partir de agora,

quando utilizarmos a notacao K sera para indicar que estamos considerando o corpo dos

numeros reais R ou o corpo dos niimeros complexos C. Neste capitulo, utilizaremos as

referéncias [3], [4] e [6].

Definicao 3.1. Seja E' um espago vetorial real e uma norma em F. Um espago vetorial

normado é o par (E,|-|). Normalmente, denotaremos apenas por F, deixando a norma

subentendida.

Exemplo 3.2. Um exemplo de espago vetorial normado é o conjunto B(X; R) das fun¢oes

limitadas com ||f|| = sup | f(z)|, visto no Exemplo
zeX
¢ uma norma em Z(X;R). De fato,

1) Sejam f,g € B(X;R) e x € X, entdo

2.22

. Afirmamos que ||f|| = sup |f(z)]
zeX

£(2) + 9(2)| < 1f(@)] + (@] < sup | £(2)] + supla(x)| = 11| + gl

Logo, |f(z) 4+ g(x)| < ||f]] + |lg]| para todo z € X de onde segue que

L+ gll < [1A11 =+ Tlgll

2) Para cada = € X, temos sup |af(z)| = su§(|a| |f(x)]) = || su)I? (@) = |a| || f]]-
T€ xE

zeX

69
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3) Se ||f|| = sup|f(x)| = 0, entdo |f(z)| = 0 para todo x € X. Logo, f é a fungao
reX

nula.

Observacao 3.3. Num espaco vetorial normado F, toda norma gera uma métrica utili-

zando a defini¢do d(x,y) = |z — y|. De fato, sejam z,y,z € E, entdo
1) d(z,x) = |z —z| = ]0| = 0.

2) Se x # y, entao d(z,y) = |z —y| é sempre maior que 0, pois 0 médulo de um ntimero

é sempre maior ou igual, sendo igual a 0 apenas se x = y.
3) dz,y) =lr —yl ==y —2)| = | =1 |y — 2| = |y — z[ = d(y, z).
4) dz,y) =z —yl =z —z+z2 -yl <o — 2]+ [z -yl = d(z,2) + d(2,y).
Logo, a norma induz uma métrica em E.

Os espacos vetoriais normados podem ser vistos como um espago métrico com a
meétrica proveniente da norma |-|. Assim, todos os resultados vistos no Capitulo 2 valem
para um espaco vetorial normado.

Neste contexto, faz sentido falar sobre continuidade de transformagoes lineares.
No Capitulo 2, na Observagao [2.46| vimos que as reciprocas sobre continuidade nao sao
verdadeiras. Mas, se adicionarmos a hipotese de que a funcgao seja linear, verificamos a

equivaléncia entre esses conceitos de continuidade, como podemos ver no teorema a seguir:

Teorema 3.4. Sejam E e F' espagos normados sobre K eT' : E — F linear. As sequintes

condicoes sao equivalentes:
(a) T € lipschitziano.
(b) T € uniformemente continuo.
(c) T é continuo.
(d) T é continuo em algum ponto de E.
(e) T é continuo na origem.
(1) swpdIT@)| & € Belal] < 1} < oo.

(9) Eziste uma constante C' > 0 tal que ||T(x)|| < C||z|| para todo x € E.
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Demonstracao. As implicagoes (a) = (b) = (¢) = (d) sdo validas, como vimos anterior-

mente. Seja T' continuo no ponto xg € F, entao para todo € > 0, existe § > 0 tal que se

||z — xo|| < 9, entdo ||T(x) — T'(x0)|| < €. Agora seja x € E tal que ||z — 0]| = [|z]| < J.
Logo ||(z + zo) — zo|| = ||z|| < 6. Assim,
1T (x) =TO) = [T(x) =0l = |[T()|| = [T (x) + T(x0) = T(xo)l|

= ||T(z + z0) — T(z0)|| <e.

Logo, T' é continuo na origem e isso prova (d) = (e). Para provar (e) = (f), pela
continuidade de T na origem, entdo existe 6 > 0 tal que ||7'(z)|] < 1 sempre que ||z|| < 6.

Se |lz|]|<1le

gx < 4, logo g||T(x)H =||T (gx) || < 1. Portanto,

2
sup{||T(z)||:x € E e ||z]] <1} < 5 < oo

Agora, supondo (f), a desigualdade em (g) é valida para x = 0. Para todo = € E, com

x # 0, entao
T ()]

||

_ HT (Hj—u) H < sup{|IT()]] : llyl] < 1,

que implica em ||T'(x)|| < (sup{||T'(v)|| : [ly|| < 1})||z||, para todo = # 0. Por fim, vamos

provar (¢g) = (a). Sejam 1, x9 € F,
1T (1) = T(o)|| = [[T(21 = 22)[| < Clzr = 5],

e portanto 1" é lipschitziano e a constante de Lipschitz é C'. O
Proposicao 3.5. Todo homeomorfismo linear € um homeomorfismo uniforme.

Demonstra¢ao. Um homeomorfismo linear ¢ uma bije¢ao continua cuja inversa também
é continua. Pela Proposicao [1.46] a inversa de f também é linear e, entao, pelo Teorema

3.4 podemos concluir que f e f~' sdo uniformemente continuas. O

3.1 Identificacao para Espacos de Dimensao Finita

Ao longo deste capitulo, precisaremos provar resultados para espacos vetoriais

normados de dimensao finita e, para isto, nesta se¢ao, veremos que um espaco de dimensao
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finita é homeomorfo ao R™.

Teorema 3.6. Seja E um espago vetorial normado de dimensao finita n. FEntao, E é

linearmente homeomorfo a R".

Demonstragao. Sejam {vy,...,v,} uma base de E e a aplicacdo h : R" — FE definida por
h(z) = h(x1,...,xn) = 21 v1 + ... + 2, - v,. Segue da definigao de base que h é uma bijegao

linear. Além disso, h também é continua, pois

|h(z1, s zn)|le = ||xivr + .o + 20,

IN

1] - ffoal| 4o ] - [fon]

IN

max {llull} - (2] + .+ [zal) = max o} Ials,

sendo |z|s a norma da soma. Agora, precisamos mostrar que a inversa de h também ¢
continua. Para isto, precisamos obter a > 0 tal que ||h(x)|| > « - |z|s para todo z € R™.
A esfera unitaria "' C R™ é compacta. Como h é linear injetiva, entao ||h(u)|| > 0
para todo u € S" . Pelo Teorema de Weierstrass, Teorema , existe a > 0 tal que

|h(u)|| > a para todo u € S™'. Assim, para todo 0 # x € R", temos z/|z|s € S"! logo
[h(@)| = [|h(z/]z]s)I - [x]s = a - |xls

para todo z € R". Logo, para v € E existe x € R™ tal que h(z) = v, ou seja, z = h™!(v).

Portanto,
[o]| = [R(h™H ()| = alh™ (v)]s
e podemos concluir pelo Teorema que h~! é continua. O

Assim, a partir desse teorema poderemos provar os resultados para os espacos de

dimensao finita trabalhando com os espagos euclidianos.

3.2 Duas Normas quaisquer podem nao ser Equivalen-
tes

Nesta se¢ao, veremos que quaisquer duas normas sao equivalentes em espacos

vetoriais normados de dimensao finita. Entretanto, se tivermos em dimensao infinita, isso
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nem sempre é verdade. Antes, precisamos definir o que sao normas equivalentes:

Defini¢ao 3.7. Diremos que duas normas arbitrarias | - | e || - || em R” sdo equivalentes
quando existirem constantes a > 0 e b > 0 tais que |z| < al|z|| e ||z|| < b|z|, para todo

x € R”.

H&4 uma infinidade de normas que podemos considerar no R", porém daremos

énfase as trés mais utilizadas, sendo elas:

e Norma euclidiana: |z| = /2% + ... + 22;

e Norma do méximo: |z|,, = maz {|z1], ..., |za|};

e Norma da soma: |z|g = |21] 4+ ... + |y].

Exemplo 3.8. Quando calculamos a norma de um vetor nem sempre temos o mesmo
valor. Por exemplo, se tomarmos o vetor @ = (1,2), a norma euclidiana é igual a

|z| = v/5, a norma do maximo ¢ igual a |z|y; = 2 e a norma da soma ¢ igual a |z|s = 3.

Exemplo 3.9. A forma geométrica das bolas e esferas dependem em geral da norma que
se usa. No plano R? ao utilizarmos a norma euclidiana |z| = \/z2 4+ y? como norma de

z = (z,y), a bola de centro ¢ = (a,b) e raio r seré vista na figura abaixo.

Figura 3.1: Representacao da bola com a norma euclidiana.

Fonte: Autoria propria.

Se utilizarmos a norma do maximo |z|,, = max {|z|, |y|} como norma de z = (z,y),
a bola de centro ¢ = (a, b) e raio r sera vista na figura abaixo. Por outro lado, se tomarmos
a norma da soma |z|g = |z| 4 |y| como norma de z = (z,y), a bola de centro ¢ = (a,b) e

raio r sera representada também na figura abaixo.
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Figura 3.2: Representacao da bola com a norma do maximo e da soma.

4

Fonte: Autoria propria.

Observacao 3.10. Quando nao fizermos menc¢ao a que norma estamos utilizando no R",

fica subentendido que é a euclidiana.
Exemplo 3.11. Sejam |z —y|, |xr —y|a € |xr—y|s a norma euclidiana, a norma do maximo
e a norma da soma, respectivamente. Para todo z,y € R", vale:

lz —ylu < v —y| <l|v—yls <n- |z —yly.

De fato,

a) Seja |r — yly = max{|x; — y1|, ..., |20 — Y|} = |z; — vi|, para algum i € N com

1 <i<mn. Assim,

T =yl = |7 —yil
= (zi — yi)?
< V(@ —9)2+ ot (20— )2

= |z —yl

Logo, |z —y|u < |z —yl.
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b) Note que
=yl = V(@ —y)? ot (o — )
|5E1 yil> + o+ o =yl
lz1 =y |* + +|93n—yn’2+22\$i—yi“%—yﬂ
i#]
Vlz = yi] + o — yal)?
= |z1 =+ + [z — ynl
= ’$_y’5-
Logo, |z —y| < |z —y|s.
c) Seja |z; — yi| < max{|x; — 1], ..., |Tn — yn|}, para algum 1 < i < n,. Entao,

[z —yls = lor =yl + .+ 20 =yl
< max{|zy — Y1l .oy |Tn — Ynl} + .. + max{|zy —y1], ..y |20 — Ynl}
= n-max{|z; — y1|, .. [Tn — Yn|}

= n-lr—ylu.

Logo, [z —y|s < n- |z —y[y. Portanto, [z —y|ly < |z —y[ <[z —yls <n-|z—ylu

e essas normas sao equivalentes, pois

lz—ylu <|lr—yl<|lr—yls<n-lz—yly <n-|lv—yl <n-|z—-yls

Observacao 3.12. Vamos mostrar que, a partir desta proposi¢ao, podemos provar que

uma bola estid dentro da outra. Assim,

B(0;e) € Bu(0;¢).

Se pegarmos um elemento x € B(0;¢), temos |z — 0] < ¢. Como |z|y < |z|, entdo
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Figura 3.3: Bola da norma euclidiana dentro da bola com a norma do méaximo.

Fonte: Autoria propria.

De forma analoga, podemos concluir pelo exemplo anterior que, a bola de centro
na origem e raio € da norma da soma esta contida na bola da norma euclidiana de mesmos
. , . . € .
centro e raio. Também que a bola de centro na origem e raio — da norma do maximo
n

estd dentro da bola coma a norma da soma de mesmo centro e raio €.

Figura 3.4: Bola da norma da soma dentro da bola com a norma euclidiana e a bola da
norma do maximo dentro da bola com a norma da soma.

Fonte: Autoria propria.

A partir da conclusao do Exemplo[3.11], podemos ter todas essas bolas uma contida

na outra.
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Figura 3.5: Bolas contida uma na outra de acordo com o Exemplo

Fonte: Autoria propria.

3.2.1 Dimensao Finita

De maneira mais geral, vamos mostrar a seguir que quaisquer duas normas em
espacos de dimensao finita sao equivalentes. Iremos focar na demonstracao no R”, mas

também é valido para espacos de dimensao finita em geral.

Teorema 3.13. Duas normas quaisquer no espaco R™ sao equivalentes.

n

Demonstragao. Seja |x|g = E |z;| & norma da soma. Por transitividade, basta demons-
i=1
trar que uma norma arbitraria ||z|| em R™ é equivalente a esta. Em primeiro lugar, seja

b=max{l|le1]|, ..., ||en]|}. Entdo, para qualquer z = (x1,...,x,) € R™ temos
2]l = llzrer + .. + znenl| <[zl flexl] + . + [zal leall < b-f2]s .

Resta provar que existe a > 0 tal que |z|g < a||z| para todo z € R™. Suponha, por

absurdo, que nao seja assim. Entao, para cada k € N, podemos achar z, € R" tal que

LA E
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Ponhamos u, = i/ |zg|lg. Isto nos da |jug| = [kl /|zelg < 1/k e |uglg = 1 para
todo £ € N. O Teorema de Bolzano-Weierstrass nos diz que toda sequéncia limitada
(ug) possui uma subsequéncia (ukj) que converge para um ponto u € R". Note que

|u| = lim ‘uk]‘ =1, donde u # 0. Por outro lado, para todo j € N temos
j—o0

1
ol < [, — ] + [, | < o, ] + -
J

Como as duas tltimas parcelas acima tendem para zero quando j — 0o, concluimos que

|lu|| = 0, donde u = 0. Esta contradigdo demonstra o teorema. O

Entao, concluimos que quaisquer duas normas sao equivalentes em espacgos vetori-
ais normados em dimensao finita. Agora, veremos um exemplo de um espaco de dimensao

finita para ilustrar:

Exemplo 3.14. Seja C" um espago de dimensao finita com as normas

n 1/p
el = max llgsll e ||x\|p:<2;|¢j|p) .
]:

Por um lado, temos

n 1/p
|||, = (Z ’%”p) > (leiP)VY? = |pi], Vi=1,2,....n.
=1

E isso implica que ||z||, > ||z||. Por outro lado, temos que

n 1/p n 1/p n 1/p
— . . — — 1/
il = (Sher) < (Smstion)) =l ($51) = e
j:

j= j=1

Logo, ||z||, < n'/?||x||s. Portanto,
llloe < Mlallp < nY/P||2]|ccs

e concluimos que as normas sao equivalentes.
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3.2.2 Dimensao Infinita
Observe o exemplo a seguir de um espaco de dimensao infinita:

Exemplo 3.15. Seja C|0, 1] o conjunto de todas as fung¢des continuas no intervalo [0, 1],
isto é,
C10,1] :=={f:]0,1] = R: f & continua em |0, 1]},

¢ um espaco vetorial com a norma

[ flloe = sup [ f(2)].
reX

Agora, seja C']0, 1] um subespago vetorial de C[0,1] formado pelas fungoes continuas e

diferenciaveis no intervalo [0, 1], isto é,
C0,1) :={f :]0,1] = R: f & diferenciavel em [0,1] e f € C[0, 1]}

CcOo1m a norma

[1/1ler = sup | f(x)] +sup | f'(2)].
reX zeX

Temos a seguinte desigualdade || - |l < || - ||c1. Sejam Ey := (C'0,1],]] - ||oo), F2 :=

(C'0,1],1| - [lc1) e a aplicagao identidade i : E; — Ey, entao temos

i)z = llgllee < llglloc + 19 lloc = lNller-

E & possivel provar que ||g'||s < C||gl|ct para toda g € C[0, 1]. Portanto, as normas sio

equivalentes. Veremos mais detalhes sobre esse espago na Se¢ao 3.6, no Exemplo [3.53]

Entretanto, em dimensao infinita, nao podemos afirmar que quaisquer duas normas

sao equivalentes. Veja o contra-exemplo abaixo:

Exemplo 3.16. Seja C(]0, 1]) o conjunto das fun¢oes continuas no intervalo [0, 1] munido

CcOoml as normas

1
lelle = sup lo(@)] e el = / o(2)] de.

z€[0,1]
Considere uma ¢g nao crescente dada por ¢,(0) = 1 e po(1) = 0 e uma sequéncia (@y, )nen

dada por

]
1]

S|

neo(nx), sex €0,
Pn(z) =
0 sex € (

3=
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Para todo n € N, obtemos ||¢,|l1 = ||¢o]|1, pois

1
loall = / (@)
1/n

1
:/ |g00(na:)|dx+/ 0]dx
0 1/n

1
- / o)y = [[ol 1,
0

se fizermos y = nx e dy = dz/x. Mas ||po]lec — 00, POis ||@n|lee = n. Logo nao pode
existir a > 0 tal que ||¢]| < al|¢||1 para todo ¢ € C([0, 1]). Portanto, || - ||« € || - ||1 néo

sao normas equivalentes.

Portanto, mostramos que quaisquer duas normas sao equivalentes em espacgos de

dimensao finita, mas nem sempre em espagos de dimensao infinita.

3.3 Transformacoes Lineares podem ser Descontinuas

Considerando espacos vetoriais normados, que também sao espagos métricos, é

natural verificar a continuidade de transformacoes lineares.

3.3.1 Dimensao Finita

Nesta secao, vamos mostrar que transformacoes lineares sao sempre continuas em

espacos de dimensao finita. Antes, precisaremos de um resultado:
Proposicao 3.17. Seja h : R® — F uma transformacao linear. Entdao h € continua.
Demonstragao. Seja v = aje; + ... + aze, € R”, entao

Ih()Il = [[h(arer) + ... + hlanen))|

= ||la1h(er) + ... + anh(e,)]|

IN

lax| - [[7(e)]] + .. + lan] - [[P(en)]]

IA

jmax {|l7(e;)l[} - (laa] + ... + fan])

< C-lalls < Cllolle-

Logo, pelo Teorema |3.4) concluimos que h é continua. O
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Proposigao 3.18. Seja E um espago vetorial normado de dimensao finita n. Entao, toda

transformacao linear f : E — F € continua.

Demonstracao. Considere h : R® — E um homeomorfismo linear, isto é, uma bijecao
linear continua cuja inversa também é continua. Agora, seja foh : R" — F. Como toda
transformacdo linear em R" é continua, entao (f o h) é continua. Portanto, (f o h) o h™?

também é continua. O

Exemplo 3.19. Um exemplo de transformacao linear continua em um espaco de dimensao

finita é a transformacao definida como

T : R — M, (K)
a+b 0
0 c—b

(a,b,c) +— T(a,bc)=

que foi visto Capitulo 1, no Exemplo [1.34]

Portanto, concluimos que, em dimensao finita, transformagoes lineares sao conti-

nuas.

3.3.2 Dimensao Infinita

A seguir, veremos alguns exemplos de transformacoes lineares que sao continuas

tanto em espagos vetoriais normados de dimensao finita quanto em dimensao infinita.

Exemplo 3.20. Seja o operador Iy : X — X dado por Ix(z) = x para qualquer x € X.
Este operador é linear e chama-se operador identidade. Este operador seré continuo se

estiver com a mesma norma.

Exemplo 3.21. Considere o operador nulo 0 : X — Y definido por 0(z) = 0 para todo

x € X. O operador nulo é linear e continuo.

A seguir, daremos a defini¢ao do espago L,(X, X, 1) das fungdes mensuraveis de
X em K, com o intuito de exibirmos um exemplo em espaco vetorial de dimensao infinita

em que a transformagao linear é continua.
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Definigao 3.22. Sejam (X, Y%, ;) um espago de medida e 1 < p < oo. O conjunto de

todas as fungoes mensuraveis de X em K tais que

1/p
1l = (/X !flpdu) < oo

sera denotado por £,(X, %, ).

Exemplo 3.23. Sejam 1 < p < oo, g € L,[0, 1] e o operador definido por
T C0,1) > Li0,1], T(f) = fo.

Observe que esse operador é linear. Além disso, como f é continua, entdao podemos

concluir que é linear. Se munirmos com a norma do sup, temos

i, = (f (|f!”|9|”));
;é%%{!f\} (/01 \g\p);

< lgllp - [[f1lee = €+ [[f]loo-

IN

A

Portanto, T' é continuo e T' é chamado de operador multiplicacao.

Mas, nem sempre, transformagoes lineares sao continuas. Daremos um exemplo a

seguir:

Exemplo 3.24. Seja P[0, 1] o conjunto das fung¢oes polinomiais de C[0, 1]. Observe que
P[0, 1] é subespago de C[0, 1] e, por isso, herda a norma || - || de C]0, 1]. O operador T
¢ dado por

T :P0,1] = P0,1],T(f) = f = derivada de f.

Note que T ¢ linear. Agora, vamos supor que 7' ¢ continuo, isto &, pelo Teorema [3.4]
existe C tal que ||T(f)||lo < C||f|loo para todo polinomio f € P[0, 1]. Assim, para cada
n € N, seja f, € P[0,1] dada por f,(t) = t". Logo,

n=fullos = IT(f)lloe < Cllfullw = C

para todo n € N. Logo, ¢ um absurdo e isso prova que T' é descontinuo.
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Portanto, mostramos que transformagoes lineares sao continuas sempre que os
seus dominios forem espacos vetoriais de dimensao finita, mas em dimensao infinita, nem

sempre esse resultado é valido.

3.4 Nem todo Espaco Vetorial Normado é Completo

Nesta se¢ao, mostraremos todo espaco vetorial normado de dimensao finita é com-

pleto, mas nem sempre espagos vetoriais normados de dimensao infinita sao completos.

3.4.1 Dimensao Finita

Para o resultado a seguir, precisaremos de alguns resultados de Anélise na Reta:

Definicao 3.25. Um conjunto X C R é dito limitado superiormente quando existe algum
b € R tal que x < b para todo x € X. Sendo X C R um conjunto limitado superiormente
e nao-vazio, um nimero b € R é supremo do conjunto X quando é a menor das cotas

superiores de X e denotaremos por sup X = b.

Definicao 3.26. Seja X C R. O conjunto X é dito limitado inferiormente quando existe
a € R tal que a < x para todo x € X. Sendo X C R um conjunto limitado inferiormente
e nao-vazio, um nimero a € R é infimo do conjunto X quando é a maior das cotas

superiores de X e podemos denotar por inf X = a.
Proposigao 3.27. O conjunto R dos nimeros reais € um espaco métrico completo.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Para cada n € N os conjuntos
X = {xn, Tny1, ...} s@o limitados e X; D Xy D ... D X, D .... Seja a, = inf X,,, com
n=1,2,... Assim,

a <as <..<a,<..<b=supXj,

logo uma sequéncia nao-decrescente. Como toda sequéncia monétona limitada é conver-
gente, logo lima,, = a. Agora, vamos mostrar que limx,, = a e para isto vamos mostrar
que a é limite de uma subsequéncia de (z,), ou seja, dado € > 0 e ng € N podemos obter
n > ng tal que =, € (a —€,a + ¢). De fato, se a = lima,, entao existe m > ng tal que
a—e < a, < a+e. Como a,, = inf X,,, entao existe n > m tal que a—¢ < a,, < z, < a+e,

logo z, € (a —¢,a +¢). O
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No espago vetorial normado de dimensao finita, veremos que uma sequéncia é de
Cauchy se, e somente se, é convergente. Para provar esta afirmacao, precisaremos de um

resultado:

Teorema 3.28. Uma sequéncia (x) em R"™ converge para o ponto a = (ay, ..., a,) se, e
somente se, para cada i = 1,2,...,n, tem-se lim xp, = a;, ou seja, cada coordenada de xy,
k—o00

converge para a coordenada correspondente de a.

Demonstragao. Como (xy,) ¢ uma subsequéncia de (zy), entao |zg, — a;| < |xp — alas e

isso implica que lim z; = a, logo lim xj, = a;, para todo 7 = 1, ...,n. Por outro lado, se
k—o0 k—o0

klim T, = a;, para cada ¢ = 1,...,n, entao dado ¢ > 0, existem k1, ..., k, € N tais que se
—00

k > k;, logo |xg, — a;] < £. Se tomarmos kg = max{ky, ..., k,}, entao
k> ko= |z — a|y = max |z, —a;] <e.
K3

Portanto, lim x5 = a. O
Teorema 3.29. Uma sequéncia (xy) em R™ € de Cauchy se, e somente se, é convergente.

Demonstragao. Seja (xy) € R™ uma sequéncia de Cauchy, entao para cada i-ésima coorde-

nada sera formada uma sequéncia de Cauchy de ntimeros reais (xy, )ren, com i = 1,2, ....n

e lim zy, = a;. Pelo resultado anterior, se a = (ay, ..., a,), entdo lim x converge para o
k—o0

ponto a. Logo, é convergente. Por outro lado, se lim x, = a, entao para todo € > 0 existe

ko € N tal que k > ko = ||zx — al| < £/2. Se tomarmos k,r > kg, obteremos
llzg — x| = ||ox —a+a— x| < ||log —al| + ||z, —a|]| <e/2+¢/2 =c¢.

Portanto, (zx) ¢ uma sequéncia de Cauchy. O
Corolario 3.30. O espaco euclidiano R™ é completo.

Pelo que acabamos de mostrar, como toda sequéncia de Cauchy é convergente em
R™ temos que esses espacgos vetoriais sao sempre completos e pela Proposicao todo

espaco de dimensao finita também sera completo.
Corolario 3.31. Todo espago vetorial normado E de dimensao finita é completo.

Demonstracao. Todo espaco vetorial normado de dimensao finita é homeomorfo ao R".

Como R" é completo, entao E é completo. n



Capitulo 3. FEspagos Vetoriais Normados 85

3.4.2 Dimensao Infinita

Em dimensao infinita, nem todos os espacos vetoriais normados sao completos.
Veremos mais adiante um exemplo disso. Mas antes veremos um espago de dimensao

infinita que é completo.

Definicao 3.32. Um espago normado E é chamado de espago de Banach quando for um

espac¢o métrico completo com a métrica induzida pela norma.

A seguir, mostraremos que os espacos das fungoes integraveis L,(X, X, p), um
espaco de dimensao infinita, € um espago de Banach. Para isto, precisaremos de alguns

resultados preliminares, como as desigualdades de Holder e Minkowski para integrais.

Teorema 3.33 (Desigualdade de Hélder para integrais). Sejam p,q > 1 tais que i—i—é =1
e (X,%, ) um espago de medida. Se f € L,(X, X, 1) e g € Ly(X, X, n), entio fg €
Li(X, X, pn) e

Fglls < £l - llgllp-

Demonstragao. Quando ||f||, = 0 ou ||g||; = 0 nada temos a provar. Suponha entao

| fll, # 0 # ||g]],- Assim, vamos mostrar que

S

ar b1 <2+ 2, Yab>0. (3.1)

=3
<

Seja 0 < a < 1, a funcdo f = f, : (0,00) — R dada por f(t) =t* — at. Como f tem um
méximo em ¢ = 1, entdo t* < at + (1 — «) parat > 0. Fazendot = { e a = % obtemos

(3.1). Se a =0 ou b =0, é valido a desigualdade (3.1)). Substituindo

em (3.1]), temos que

1 @ g
( )P ) | ( gl ) o @I, gl
- p

1/ @)llp g ()]l

<

Integrando dos dois lados em relagao a z, entao

1 1 F@F e
F@P N (@l N+ [ LF@IE |, Je@E
/(Hf(x)uz) (||g<x>||z) a S/ o g
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Entao,
| HIF@IE 1 lg@)l
)| - |lg(x)|dx — —
||f<x)||p-||9(:c)||q/|f< N-lo@lde < e T e
S
p q
Dai,

gl < 1111l - [lgllg-

Como f € L, e g € L,, entao ||f||, - ||g]l,; s@o finitas e, portanto, a expressao ||fg||: é

finita. O

Teorema 3.34 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam 1 < p < 0o e (X, X, 1)
um espago de medida. Se f,g € Ly(X,X, n), entao f+g € L,(X, X, ) e

1F =+ gllp < 1[f1lp + llgllp- (3:2)

Demonstragao. Se p =1 ou ||f + g||, = 0, nada ha a demonstrar. Podemos entao supor

l|f +gllp # 0 ep> 1. Perceba que para todo z € X, temos

[f(z) +g(@)|" < (If(@) +]g(2)])"
< (2-maz{|f (@), [g(2)]})"
= 2(maz{|f(z)],]g(x)[})"
< 27({lf (@) + lg()[P}),

e dai segue que f+ g € L,(X,3, u). Agora vamos provar (3.2). Observe primeiro que

[f(@) +g(@)F = [f(z)+g(@)]|f(z) +g(x)
< f(@) + 9@ - (1 f (@) + |9 (@)])
= |f@)]1f(@) + 9@ + lg(@)] - [f (@) + g(@)" (3.3)

para todo x € X. Tomando ¢ > 1 tal que % + é = 1 temos (p — 1)qg = p e, portanto,
|f +glP~t = |f+ g/ € L(X,%, u). Da desigualdade de Holder, temos

. =17 Pd g (p—l)qd )q
IRy MS(/XIfI u) (/X|f+g| "
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/ 9] - 1 + glP~du < ( / Iglpdu> ( / |f+g|<p—1>q6m) |
X X X

Somando as duas desigualdades acima e combinando com (3.3)), temos

[ 18-+ gpdn < (/er+g|”duf [(/X|f|1’du)’l’</x |g|pdu)‘l’],

1
e dividindo ambos os membros por ( | x f+ g|pdu) 7. temos

(f f+gpdu)li’ < (/ fpdu)‘j( / |glpdu)i’
(/XIerglpdu)p < (/X!f!pdu)p(/)(lglpduy

1F gl < 1 flle + gl

o que conclui a demonstracao. ]

Observagao 3.35. Observe que || - ||, ndo é, em geral, uma norma em L£,(X,3 p), pois

pode acontecer ||f||, = 0 para f nao identicamente nula. Mas se definimos

1A = 1A

corrigimos o que falta para || - ||, ser uma norma. Assim, (L,(X, %, 1), || -||,) € um espago

vetorial normado.

Os resultados a seguir serao utilizados para provar que L,(X, X, ) é de Banach.

Assim, as demonstragoes serao omitidas e podem ser encontradas em [0].

Lema 3.36 (Lema de Fatou). Se (f,)22, € uma sequéncia de fungées nao-negativas, entio

/ liminf f,dp < liminf/ fndp.
X * Jx

n—oo n—

Teorema 3.37 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,)5%, uma sequéncia de
fungées em Ly (X, %, 1) que converge p-quase sempre para uma fungao f : X — R. Se

existe g € L (X, 3, ) tal que | f,| < |g| para todo n, entao f € Lx(X, %, ) e

n—o0

/ fdp = lim frndp.
X X
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Assim, como temos as ferramentas necessarias, vamos mostrar que L,(X, X, 1) é

espaco de Banach e, portanto, completo.

Teorema 3.38. Se 1 < p < oo, entdo L,(X,X u) é um espago de Banach com a norma

1Al = </X!f\pdu);.

Demonstragao. Ja sabemos que L, (X, X, i) € um espago normado. Nos resta mostrar que
¢ completo. Para isso seja ([f,])5; uma sequéncia de Cauchy em L,(X, ¥, ). Entao,

dado € > 0 existe M = M(e) € N tal que

/ |fn - fm|de - ||fn - fm||g < &P,
X

sempre que m,n > M. Seja (g)52, uma subsequéncia de (f,)52; tal que ||gr+1 — gil|, <

2-% para todo k € N. Considere a funcao
9: X = RU{oo},g(x) = |g1(2)] + Y g (@) — g(@)]. (3.4)
n=1

Sabemos que g é mensuravel e nao negativa. Além disso,

g9(z)[" = 7}1_{& (\gl(xﬂ + Z |gret1() — gk(x)’) :

Pelo Lema de Fatou, temos

n P
lgI” dp < lim inf/ lg1] + Gk+1 — gr| | dp.
/ S inf [ { o+ 2 o

Elevando ambos os membros a % e usando a desigualdade de Minkowski, obtemos

1 n
( / \g\pdu) < lim inf <||glup+21|gkﬂ—gkup) <llgillp+1. (35)
X n—00 P

Entéo, definindo A = {x € X : g(z) < oo}, de (3.5) podemos concluir que p(X — A) = 0.
Logo, a série em ({3.4) converge exceto talvez no conjunto de medida nula X — A, isto &,

a série converge y- quase sempre. Segue que a funcdo g - x4 € L,(X, X, ), onde x4 € a
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funcao caracteristica de A. Defina entao f : X — K por

f(a) = g1(x) + ;(gk+1($> — gr(x)), sex € A,

0, se xz¢A.

Como g = g1+ (92 — 91) + (93 — 92) + ... + (9 — Gr—1), temos
k—1
l95(2)] < lgr(@)] + D lgjaa(z) — g;(2)| < g(w),
j=1

para todo x e gi(z) — f(x) para todo x € A, isto ¢, a sequéncia (gx)5>, converge para
f p-quase sempre. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que f € L, (X, X, p).

Como

|f = gkl” < (If1 + 1gel)? < (29)” - xa 1 — quase sempre e
klim |f — gkl =0 p — quase sempre,
—00

novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

lim/|f—gk|pd,u:/0du:0.
k—oo [x X

Dai, concluimos que g, — f em £,(X, X, ) e, portanto, [gx] — [f] em L£,(X, 3, p). Assim,
([fn])22, & uma sequéncia de Cauchy que tem uma subsequéncia ([gx])72, que converge

para [f]. Segue imediatamente que [f,,] — [f] em L,(X, %, p). O
Agora, daremos um exemplo de um espaco de dimensao infinita que nao é completo:

Exemplo 3.39. Seja ¢y o conjunto de todas as sequéncias de escalares que convergem

para zero, isto &,
co = {(ag)r2y : ax € K para todo k € N e a — 0}.

O conjunto ¢y é um espaco vetorial normado com as operagoes usuais de coordenada a

coordenada e com a norma

[l(an)iZilloo = sup{lax| : k € N}.
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Agora, seja cgg 0 subespaco de ¢y formado pelas sequéncias quase nulas, ou seja,
coo = {(ag)pe, € o : existe ky € N tal que ap = 0 para todo k > ko}.

Considere, entao, os seguintes vetores de cqp:

1 11
21 = (1,0,0,0,...) , 25 = (1, 5,0,0,...) e Ty = (1,5,..., ~.0, o)

A sequéncia (x,)5°; desses vetores ¢ uma sequéncia em cgo. Observe que a sequéncia

1 (o)
(2,)22, esta contido em cgp, ¢ LI e infinito. Se tomarmos um z = (E) elemento de
k=1
Cp, teremos
1
Tp— Xlloo = —— — 0,
=2l = —

e podemos concluir que z,, — x em ¢y. Como é convergente em ¢y, entao é de Cauchy
em cq e, portanto, também é de Cauchy em ¢, j4 que seus elementos estao em cqog. Mas

x & cop, entdo (z,) nao é convergente em cqo. Portanto, cyp nao ¢ Banach.

3.5 Conjuntos Fechados e Limitados podem nao ser
Compactos

Nesta secao, veremos que conjuntos fechados e limitados em espagos de dimensao
finita sao necessariamente compactos. Mas, em dimensao infinita, nem sempre conjuntos
fechados e limitados sao compactos. Ao final da segao, veremos que a bola fechada unitaria

é compacta se, e somente se, estd em um espacgo de dimensao finita.

3.5.1 Dimensao Finita

Como vimos no Capitulo 2, subconjuntos compactos sao sempre fechados e limi-

tados. Para demonstrar a proposi¢ao seguinte, precisaremos de um lema:

Lema 3.40. Seja B = {x1,...,x,} um conjunto de vetores linearmente independente de
um espago normado E. Entao existe uma constante ¢ > 0, que depende do conjunto B,
tal que

lla1xy + ... + anzy|| > c(ar] + ... + |an|),
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para quaisquer escalares ay, ..., ay,.

Proposigao 3.41. Se E € um espago vetorial normado de dimensao finita, entao E é um

congunto compacto se, e somente se, € um conjunto fechado e limitado.

Demonstragao. Como vimos no Capitulo 2, nas Proposigoes [2.99 e [2.100] conjuntos com-
pactos em espacos métricos sao sempre fechados e limitados. Basta, entao, mostrar que
conjuntos fechados e limitados sao compactos. Considere K C FE fechado e limitado e
suponha que E tenha dimensao finita. Seja {ey, ..., e,} uma base normalizada de E. Em
espagos métricos, basta mostrar que toda sequéncia em K admite subsequéncia conver-
gente em K. Assim, seja (z,,)50_; uma sequéncia em K e para cada m existem escalares

al™, . a™ tais que x,, = Zayn)ej. Como K ¢é limitado entao existe L > 0 tal que
j=1

||zm|| < L para todo m. Seja || - || uma norma em K"™. Pelo Lema [3.40] existe ¢ > 0 tal

que
L2 el = | afe | 2 o[ 3 fam| ) = - (o o)
- ' J T = ' J ) s Ui 1
Jj=1 j=1
para todo m € N. Logo, a sequéncia ((aﬁ’"), . a%m))> ¢ limitada em K". Assim, pelo
m=1
Teorema de Bolzano-Weierstrass, esta sequéncia possui uma subsequéncia ((aﬁmk ), cey a%m’“)))
k=1

que converge para b = (by, ..., b,) € K". Entao, de

— H (agmk), e aglm’“)> — bH — 0,
1

zn: aémk)ej — zn: bjej
j=1

J=1

<D |a™ — b,
j=1

n n

podemos concluir que z,,, — Z bje;. Portanto, como K ¢é fechado, entao Z bje; € K e
=1 j=1

concluimos que K é compacto. 0

Assim, concluimos que em espagos vetoriais normados de dimensao finita, todo

subconjunto é fechado e limitado se, e somente se, é compacto.

Definicao 3.42. Seja £/ um espago normado. O conjunto
Bp={zx € E:|lz|| <1}

é chamado de bola unitéria fechada de E.
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Corolario 3.43. A bola unitdria fechada em um espago vetorial normado de dimensao

finita € sempre compacta.

3.5.2 Dimensao Infinita

Vimos, em dimensao finita, que conjuntos fechados e limitados também sao con-
juntos compactos. Se considerarmos, em um espaco vetorial normado de dimensao infinita
um subconjunto finito, teremos um subconjunto fechado e limitado que é compacto. Po-
rém, em dimensao infinita, existem conjuntos fechados e limitados que nao sao compactos.

Veremos um exemplo a seguir:

Exemplo 3.44. Considere o seguinte espago vetorial normado de dimensao infinita

ly = {az = (Tp)o2 : Z(wn)Q < oo} .

n=1

Este espaco é chamado de espagos das sequéncias cuja série dos termos ao quadrado sao

convergentes. Em [5, podemos definir a seguinte norma:

~ 1/2

n=1

Agora, vamos mostrar que ly possui dimensao infinita. Sabemos que um conjunto infi-
nito ¢ linearmente independente se qualquer subconjunto finito contido nele também ¢é

linearmente independente. Entao, considere os seguintes elementos de [s:

e seja A = {e, : n € N} C l,. Note que A é linearmente independente, pois se fizermos

uma combinacao linear dos e, com uma quantidade finita, temos
aje; + ages + ... + ape, = (a1, ag, ..., ,,0,0,...) = (0,0,...,0,0,...).

Logo, terfamos a3 = ay = ... = «,, = 0. Portanto, Iy possui dimensao infinita. Agora,
vamos mostrar que a bola B, mesmo sendo fechada e limitada nao é compacta. Para
isto, vamos mostrar que B;, possui uma sequéncia limitada que nao possui subsequéncia

convergente. Considere a sequéncia formada pelos vetores de e,, e note que ||e,|| = 1 para
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todo n € N. Logo, e, € By, para todo n € N. Seja n # m, com n < m, logo
llen — em]| = [/(0,...,0,1,0, ..., —1,0,0,...,0,...)|| = V2.

Logo, (e,)nen nao possui uma subsequéncia convergente. Ou seja, consideramos um con-
junto fechado e limitado que nao admite subsequéncia convergente, logo nao pode ser

compacto.

Veremos, a seguir, que nao existem espagos de dimensao infinita cuja bola unitaria

fechada seja compacta. Para isto, precisamos de um resultado muito importante:

Lema 3.45 (Lema de Riesz). Seja M um subespaco fechado proprio de um espago nor-
mado E e seja 6 € R tal que 0 < 0 < 1. Entao existe y € E — M tal que |ly]| =1 e
lly — z|| > 6 para todo x € M.

Demonstragao. Considere yo € E — M e d = dist(yo, M) := inj\f/l llyo — x||. Por hipdtese,
xe

temos que M é fechado e como yy ¢ M, logo d > 0. Do contrario, se d = 0, existiria uma

sequéncia de elementos de M convergindo para yg e yo € M, pois M é fechado. Assim,

d
como d < g entao podemos tomar zy € M tal que

lyo — ol < &
-z —.
Yo ol| = 0
Se escolhemos
_ Yo — Zo
1Yo — wol|’

as condicoes sao satisfeitas, poisy € E— M e a norma de y é igual a 1. Agora, sejax € M
e como M é subespago vetorial, entao (zo+||yo—ol|z) € M e d < ||yo— (2o+|[yo—zo|[)||.

Logo, concluimos que

>0

yo — o xWJm—@mw%_%mm> d
oo — ] = Tloo — woll =

m—xwzH -
oo = o]

Assim, como consequéncia do Lema de Riesz, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.46. Um espaco normado E tem dimensao finita se, e somente se, a bola

unitdria fechada de E é compacta.
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Demonstracao. A primeira implicagao ja esta garantida pelo Corolario[3.43] Basta, entao,
mostrar que se a bola unitaria fechada é compacta, entao o espaco normado F tem
dimensao finita. Suponha que E tenha dimensao infinita. Seja x; € F com norma 1.
Como E possui dimensao infinita, entdo o subespago [z gerado por x; é proprio de E.
Como [z1] tem dimensao finita, entdo é um subespago fechado de E. Logo, pelo Lema de

Riesz, temos que se § = 1/2, entao existe o € F — [z;] com norma 1 tal que

||lwg — ]| =

N | —

Da mesma forma, o subespago [z1,xs] gerado por {x;, x5}, é fechado e proprio, entdo
existe 3 € F — [x1, 23] de norma 1 tal que
||z — x;]| > § para j = 1,2.

Se repetimos esse processo indefinidamente, pois em todas as etapas teremos um subespago
de dimensao finita de E, que é fechado e proprio. Logo, prosseguindo dessa forma, obtemos

uma sequéncia (z,)5°, em Bpg tal que

N | —

[|Zm — 20| >

sempre que m # n. Logo, (z,)52, é uma sequéncia em B que nao possui subsequéncia

convergente. Portanto, Bg nao é compacta. ]

3.6 Subespacos Vetoriais podem nao ser Fechados

Aqui, veremos que todo subespaco vetorial de dimensao finita é fechado, enquanto

que em dimensao infinita, os subespagos vetoriais nem sempre sao fechados.

3.6.1 Dimensao Finita

Para demonstrar o resultado principal, precisaremos de uma proposicao de espagos

métricos completos:

Proposicao 3.47. Seja E um espago vetorial normado. Todo subespaco vetorial de di-

mensao finita F' C E € fechado.

Demonstracao. Como E é completo, pela Proposicao [2.93 F' também é fechado. n
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Corolario 3.48. Em R"™ todo subespaco € completo.

Demonstracao. Como vimos anteriormente, todo homeomorfismo linear A : R — E é um

homeomorfismo uniforme. Assim, como R™ é completo, entao £ também é completo. [
Entao, podemos concluir que em dimensao finita todo subespaco é fechado.

Exemplo 3.49. Sejam R? um espago vetorial e U = {u € R?; u = a(1,1),Va € R} um

subconjunto de R?. Vamos mostrar que U é subespaco do R?:

i) Sabemos que o elemento neutro do R? é (0,0), entao se tomarmos o = 0, temos
u=ua(l,1) =0(1,1) = (0,0) € U.

Logo, o elemento neutro pertence a U.

i) Sejam u,v € U e ay,ay € R, logo

utv=0o1(1,1) +as(l,1) = (a1 + a2)(1,1) € U.

Como a3 +as € R, entao u +v € U.

iii) Sejam u € U e «, f € R, entao

Como fBa € R, temos que fu € U.

Portanto, U é um subespago vetorial em R e como provamos anteriormente, se U tem

dimensao finita também é fechado.

3.6.2 Dimensao Infinita

Podemos reescrever a Proposi¢ao para os espagos de Banach da seguinte

forma:

Proposigao 3.50. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespaco vetorial de E. Entao

F ¢ um espago de Banach, com a norma induzida de E se, e somente se, F' € fechado em

E.
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Isso juntamente com o Corolario [3.31], nos garante que todo subespaco de espaco
vetorial normado de dimensao finita é fechado, mesmo que sejam subespacos contido em
espacos de dimensao infinita. Mas nem sempre subespagos vetoriais serao fechados. O
Coo, Visto no Exemplo [3.39] é um subespago de ¢y que nao é fechado, pois nao ¢ completo.

Aqui veremos mais um exemplo de subespago que nao é fechado. Antes disso,
veremos alguns resultados que nos auxiliardo. A demonstragao desses resultados serao

omitidas e poderao ser encontradas em [0] e nas referéncias indicadas la.

Teorema 3.51 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam E e F espagos de Banach e
T : E — F linear, continuo e sobrejetor. Entao T ¢ uma aplicacao aberta. Em particular,

todo operador linear continuo e bijetor entre espagos de Banach € um isomorfismo.

Teorema 3.52 (Teorema de Ascoli). Sejam K wum espago métrico compacto e A um
subconjunto de C(K). Entdo A ¢ compacto em C(K) se, e somente se, as sequintes

condigoes estao satisfeitas:

a) A € equicontinuo, isto €, para todos tg € K e e >0, existe 0 > 0 tal que
|f(t) — f(to)| < e para todost € K com d(t,ty) < d e f € A.

b) O conjunto {f(t) : f € A} € limitado em K para todo t € K.

Exemplo 3.53. Agora, seja C'[0, 1] um subespago vetorial de C[0, 1] formado pelas fun-

¢Oes continuas e diferenciaveis no intervalo [0, 1] visto no Exemplo [3.15] Isto é,
CY0,1) :={f :]0,1] = R: f & diferenciavel em [0,1] e f € C[0,1]}.

Queremos mostrar que C'[0,1] ndo é fechado em C]0,1] e, para isto, vamos mostrar
que todo subespago fechado F' de dimensao infinita de C[0,1] contém pelo menos uma
fungao que nao pertence a C'[0,1]. Suponha F C C'(0, 1] e como F ¢ fechado em C0, 1],
entdo pela Proposi¢ao [3.50] o espaco Eq := (F,|| - ||) é completo. Além disso, o espago
Ey := (F,]| - ||c1) é completo, pois dadas uma sequéncia (f,)32,; C F e uma fungio
f € C0,1] tais que f, — f em C'[0,1] e da desigualdade || - ||oo < || - ||ct segue que
fn — f em C0,1]. Pela Proposicao [3.50} se F ¢ fechado em C'[0, 1] concluimos que E; é
completo. A aplicacao identidade i : F5 — E; € bijetora e linear. Além disso, é continua,
pois

i = [l9llse < Mglloc + 119 lloo = llgl|2-
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E, pelo Teorema [3.51] existe C' > 0 tal que ||g'||sc < C||g||s para toda g € F. Agora, seja
(fn)o2, uma sequéncia na bola unitaria de Ej, ou seja, m[ax} |fn(t)] <1 para todo n. Mas
0,1

pela desigualdade garantida pelo Teorema da Aplicagao Aberta, temos que tem[gulc] 1fL()] <
C para todo n. Como o conjunto das fungoes f, satisfaz as condigoes do 'feorema de
Ascoli, entao seu fecho é compacto em C'[0, 1]. Logo, obtemos uma subsequéncia ( f,,;)32,
e f € C[0,1] tais que f,, — f em C[0,1]. Como f ¢ fechado em F, entdo a bola unitaria
de E; é compacta. Mas, pelo Teorema de Riesz, F' teria que ter dimensao finita, o que

é um absurdo, pois supomos que F' tem dimensao infinita. Portanto, concluimos que o

subespaco C'[0, 1] nao é fechado em C[0, 1].



Consideracoes Finais

Neste estudo, utilizamos conceitos e resultados muito importantes da teoria da
Algebra Linear, dos Espacos Métricos e da Analise Funcional a fim de ilustrar algumas
diferencas que ocorrem entre espacgos vetoriais normados de dimensao finita e infinita.
Dessa forma, a pesquisa possibilitou a conclusao de que nem sempre duas normas sao
equivalentes, que transformacoes lineares podem ser descontinuas, que nem todo espaco
vetorial normado é completo, que existem conjuntos fechados e limitados que nao sao
compactos e, por fim, que subespagos vetoriais podem nao ser fechados. Sendo assim,
cumprimos os objetivos previamente definidos, os quais nos fizeram perceber a importan-

cia desse estudo na Matemaéatica.
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