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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar uma aplicacao das séries de Fou-
rier na geragao de figuras, para tal, estudamos em um primeiro momento o problema da
conducao do calor em uma barra finita, bem como a equacio que o modela e sua solucao,
ambas propostas por Joseph Fourier no inicio do século XIX. Inicialmente, é apresentada
uma nota histérica que exibe alguns fatos que culminam na motivagao para o estudo da
propagagao do calor. Em seguida, deduzimos a Equagao do Calor a partir de duas leis
fisicas e estudamos como as séries de Fourier surgem na tentativa de solucionar esta equa-
¢ao. Com isso, por meio dos teoremas de convergéncias, estudamos condigoes necessarias
para que uma funcao possa ser representada por sua série de Fourier. Por fim, apresen-
tamos uma aplicacao das séries de Fourier na geragao de figuras por meio de epiciclos e

desenvolvemos um algoritmo em Python para visualizar esta aplicacao.

Palavras-chave: séries de Fourier; Python; epiciclos.






Abstract

This work aims to present an application of Fourier series in generating figures. To do so,
we first study the problem of heat conduction in a finite rod, as well as the equation that
models it and its solution, both proposed by Joseph Fourier in the early 19th century.
Initially, a historical note is presented, exhibiting some facts that lead to the motivation
for studying heat propagation. Then, we derive the Heat Equation from two physical laws
and study how Fourier series emerge in an attempt to solve this equation. Subsequently,
through convergence theorems, we study necessary conditions for a function to be repre-
sented by its Fourier series. Finally, we explore an application of Fourier series in figure

generation using epicycles and develop a Python algorithm to visualize this application.

Keywords: Fourier series; Python; epicycles.
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Introducao

As Equagoes Diferenciais modelam intimeros fenémenos biologicos, fisicos, econdémicos,
entre outros fenéomenos naturais. Elas se classificam em Equagao Diferencial Ordinaria
(EDO) e Equagao Diferencial Parcial (EDP). No primeiro tipo, temos, por exemplo:

1, p. 120]

Modelo Predador-Presal’ P 45}, Modelos de Crescimento Populacional[ e Vibragoes

L p-265] 34 nas EDPs, temos dois modelos cldssicos: a Equacao da

MecAnicas e Elétricas!
2, p. 130] ~ 2, p. 102] . ~
Onda e a Equacao do Calor , que modelam, respectivamente, a propagacao
de uma onda em um meio e a propagacao do calor em uma barra. Neste trabalho,
estudaremos a Equacao do Calor e mostraremos como a série de Fourier nasce na tentativa

de solucionar tal equagao.

A Equacao do Calor, proposta em 1807 por Joseph Fourier (1768-1830) na obra M¢-
moire sur la propagation de la chaleur, modela a propagacao do calor em uma barra finita
de comprimento L cuja superficie lateral é isolada termicamente em relacdo ao meio no
qual a barra esta inserida, podendo haver troca de calor apenas em suas extremidades.
Nesta obra, Fourier apresenta uma forma de solucionar a EDP do calor por meio de um

método de separagao de variaveis, atualmente conhecido como Método de Fourier!? P- 10,

Ao aplicar este método, Fourier encontra, como possivel solugdo, uma funcgao u(z,t),
dada por uma soma infinita de senos e cossenos, que determina a temperatura da barra
em um ponto x no instante de tempo t. No entanto, neste problema, Fourier se depara
com a seguinte pergunta: quando uma soma infinita de senos e cossenos é igual a uma
funcao f dada? Para Fourier, “qualquer funcao podia ser expressa pela série que hoje leva

»[2, p. 44]

seu nome No entanto, a afirmacao dada por Fourier ndo é verdadeira e, neste

trabalho, veremos func¢oes que, em pelo menos um ponto, diferem de sua série de Fourier.

O desenvolvimento desta teoria, conhecida como Anélise de Fourier, proporcionou
diversas aplicagoes na Fisica, Matematica, Engenharia e até nos dias atuais. Por exemplo,
esta ferramenta é utilizada na compressao de imagens no tipo de arquivo JPEG, na
compressao de sons nos arquivos MP3 e em filtros de imagens utilizados em redes sociais
e programas de edicao de videos e fotos. No presente trabalho, mais especificamente no

Capitulo 6, apresentamos uma aplicacao da série discreta de Fourier.

Assim, esta monografia visa apresentar a construcao da Equacao do Calor, estudar
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as séries de Fourier e como elas sao obtidas ao tentarmos resolver esta equacao, estudar
as convergéncias das séries de Fourier e, por fim, apresentar uma aplicacao das séries na

geracao de figuras por meio de epiciclos utilizando a linguagem de programacao Python.

Este trabalho é um dos frutos de uma Iniciacdo Cientifica (IC), orientada pela Profa.
Dra. Lorena Brizza e fomentada pela Fundacao de Amparo a Ciéncia e Tecnologia do
Estado de Pernambuco (FACEPE), cujo objetivo principal foi estudar a Andlise de Fourier
como método de solugao para EDPs. Além deste trabalho, a IC teve como resultado um

minicurso e dois posteres sobre a Equacao do Calor e as Séries de Fourier.

No que se segue, no Capitulo 1, traremos uma nota histéria narrando a relagao entre
a Revolucao Francesa, Napoleao Bonaparte, Joseph Fourier, o Egito e o problema da
conducao do calor. No final deste capitulo, realizamos uma deducao da Equacao do Calor
a partir de duas leis fisicas. O Capitulo 2, traz conceitos basicos sobre a linguagem de
programacao Python enquanto implementamos algoritmos para a construcao de graficos
de fungoes. No Capitulo 3, realizamos uma formalizacao do problema da conducgao do
calor, bem como trazemos a definicao de série de Fourier, alguns exemplos e resultados.
Em seguida, no Capitulo 4, realizamos um estudo sobre os tipos de convergéncia da série
de Fourier, obtendo resultados que garantem, sob certas condicgoes, tal convergéncia. No
Capitulo 5, estudamos, novamente, a Equacao do Calor, mas desta vez utilizando toda
a maquinaria estudada nos capitulos anteriores, assim, neste capitulo definimos o que se
entende por solugao da Equagao do Calor e estudamos condigoes suficientes para haver
solucao para tal equagdo. Por fim, no Capitulo 6, trazemos uma aplicacao das séries de
Fourier na geracao de figuras por meio de epiciclos, partindo da teoria e construindo um

algoritmo em Python que implementa esta aplicacao.
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Nota historica

Neste capitulo, realizaremos uma breve revisao histérica sobre o matematico Joseph Fou-
rier e sobre os acontecimentos que levaram Fourier a desenvolver a teoria atualmente
conhecida como Analise de Fourier. Além disso, realizaremos a deducao da Equacao do
Calor. No que se segue, utilizamos como referéncias deste capitulo: Figueiredom, Boyer,

Merzbach e Castro[g}, Gonzales-Velascol e Gonzalez-Velascol™.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) foi um matematico e fisico francés que viveu
durante os séculos XVIII e XIX. Nascido na cidade de Auxerre, Fourier ficou érfao aos
nove anos, perdendo seu pai pouco tempo depois da morte de sua mae. Ficou sob os
cuidados do bispo de sua cidade e, por isso, ingressou em uma escola militar mantida pela

Ordem Beneditina.

Figura 1 — Retrato de Fourier em 1823 por Amédée Félix Barthélemy Geille

Fonte: <https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=33502>

Fourier é uma figura de extrema importancia para a Matematica. Segundo Boyer,
Merzbach e Castro[g}, ele foi o matematico mais influente na década de 1820. A impor-
tancia de Fourier estd relacionada, em grande parte, com os seus trabalhos que foram, e
sao, muito relevantes para a Matematica e Fisica.

Do ponto de vista matematico, Fourier foi um dos responsaveis pelo rigor dado por

Cauchy, Riemann e Dirichlet a Matematica, pois, em seus trabalhos, Fourier constante-
mente utilizava conceitos que ainda nao estavam bem definidos.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=33502
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Ele trabalhou com fungbes descontinuas enquanto outros tratavam ape-
nas de continuas, usou integral como area enquanto a maioria utilizava
a ideia de antiderivada, falou sobre a convergéncia de séries de fungoes
antes da definicio de convergéncia (4, p. 3, tradugdo préprial)

Além disso, por viver em uma época de revolugoes, Fourier se envolve ativamente
nas politicas de sua época. Apds a Queda da Bastilha, em 1789, a Franca da inicio
a Revolugao Francesa sob os ideais iluministas, fortemente ligados a ciéncia. Naquele
momento, a Franga sofria com uma grande falta de engenheiros e servidores publicos
instruidos, assim, para desenvolver rapidamente a ciéncia e tecnologia do pais, foi criada
uma comissio de obras que resultou na fundacio da Ecole Centrale des Travauz Publics
em 179413 P- 322 \aig tarde, em 1804, sob o comando de Napoleao Bonaparte, a escola
passard por uma reorganizacao, ganhando um carater militar, passando a se chamar Ecole

Polythecnique.

Devido a esta caréncia no desenvolvimento cientifico do pais, uma comissao de ciéncias
e artes foi criada para acompanhar a expedi¢ao ao Egito comandada por Napoledo Bona-
parte em 1798. Um dos responséveis por esta comissao era o matematico francés Gaspard
Monge (1746-1818). Monge convocou intimeros cientistas, engenheiros e técnicos para

fazer parte desta comissao, dentre estes, destacamos Joseph Fourier.

Figura 2 — Retrato de Monge por Frangois-Séraphin Delpech

Fonte: <https://library.si.edu/image-gallery/73683>

Em 20 de agosto de 1798, Napoledao decreta a fundacgao do Institut d’Egypte, 6rgao
francés responsavel pelo estudo e avango da ciéncia no Egito. Fourier é nomeado secretario
do Institut logo apos a sua fundacao. Durante o periodo em que exerceu este cargo
administrativo, Fourier desenvolveu dores reumaticas cronicas, mas apesar disto, produziu

inimeras pesquisas em diversas areas enquanto exercia o cargo de secretario.

1 He worked with discontinuous functions when others dealt with continuous ones, used integral as an

area when integral as a prederivative was popular, and talked about the convergence of a series of
functions before there was a definition of convergence.


https://library.si.edu/image-gallery/73683
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A expedicao francesa batalhava constantemente com outras expedigoes europeias, as-
sim, apoOs inimeros confrontos, as forcas francesas rendem-se as forcas britanicas e retor-

nam a Franca em novembro de 1801.

Na Franca, em fevereiro de 1802, Fourier foi nomeado por Napoledo como prefeito do
Departamento? de Iseére, localizado nos alpes franceses. Em Grenoble, capital de Isére,
Fourier retorna as pesquisas fisicas e matematicas iniciadas durante as expedigoes egipcias.
No entanto, apods sua estadia no Egito, os alpes franceses foram um desafio climatico para
Fourier, “ele parecia precisar de grandes quantidades de calor, pois, vivia em quartos

superaquecidos e se cobria com varias roupas, mesmo no verao”.

Este desafio climatico, fez com que os esforcos cientificos de Fourier fossem direcionados
a temas envolvendo calor, como: propagacao do calor em corpos sélidos, perda de calor
por radiacao e conservacao do calor. Estes esforcos, deram origem ao trabalho Mémoire
sur la propagation de la chaleur apresentado em 21 de dezembro de 1807 no Institut de
France. Um comité formado por Monge e outros matematicos ficou responséavel por avaliar
este trabalho.

Os relatores teceram criticas sobre como Fourier deduziu a Equacao do Calor e a forma
que ele utilizou algumas séries de fungoes trigonométricas. Devido a isso, o trabalho nao foi
publicado. Apés estas criticas, Fourier apresenta uma versao expandida do seu trabalho,
intitulada Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides, para um concurso
promovido pelo Institut em 1811. Um novo comité julgou os dois trabalhos inscritos no

concurso e definiram o trabalho de Fourier vencedor com as seguintes ressalvas:

Este ensaio contém a equacao diferencial correta da propagacao do calor,
tanto no interior de corpos sélidos como em sua superficie. A abordagem
inovadora sobre o assunto induziu este comité a determinar tal trabalho
como vencedor do concurso, no entanto, a maneira que o autor deduz as
suas equagoes niao estdo bem definida. Além disso, a integragdo destas
equagodes carece de rigor.

Mesmo sendo o ganhador do concurso, o trabalho de Fourier nao é publicado em 1822
devido as observagoes feitas pelo comité. Cerca de 15 anos apds a apresentacao de seu
mémoire, Fourier compila toda sua pesquisa sobre o calor no livro Théorie analytique de

la chaleur.

Talvez a dificuldade principal enfrentada pelos matematicos dos comités fosse o rigor
dos conceitos que nao estavam bem definidos naquele momento, noc¢ées como: funcao e
convergéncia de séries de fungoes, nao estavam bem-postos. Estes matematicos “ques-

tionaram sobre como escrever a fungao f(z) = e® (ndo periédica) definida no intervalo

2 Coletividade regional equivalente aos estados brasileiros.
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[—, 7|, como uma soma infinita de senos (periddica)” (5, p. 3, tradugao prépria®). O
fato é que, atualmente, conseguimos definir uma tal fungdo sob certas condi¢oes. No en-
tanto, naquele momento, o conceito de funcao era limitado apenas as func¢oes analiticas.
E por isso, os trabalhos de Fourier nao foram compreendidos pela comunidade académica

durante os anos iniciais do século XIX.

Com isto, o problema de provar a convergéncia das séries de Fourier estava posto e
grandes matemaéticos tentaram resolvé-lo, como Poisson em 1820, Cauchy em 1823 e o
proprio Fourier, que nao conseguiu demonstrar tal resultado durante toda sua vidal® P- 251,
Foi somente em 1829 que Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) conseguiu
fornecer condigoes para uma convergéncia pontual da série de Fourier, tal resultado foi
obtido realizando uma substituicao trigonométrica em uma das tentativas de demonstra-

[4, p. 25]

¢ao de Fourier . No ano seguinte, em 1830, Fourier morre devido a uma queda que

sofreu em sua casa.

Figura 3 — Retrato de Dirichlet em 1853

S 4_\ -

Fonte: 4, p. 37

A seguir apresentaremos um dos primeiros problemas estudado por Fourier: a pro-
pagacao do calor em uma barra finita. No que se segue, nos baseamos na referéncia

Figueiredo[2] .

1.1 Conducao do calor em uma barra finita

Considere uma barra feita de material condutor uniforme com comprimento L em que

cada sec¢ao transversal a barra tenha area A.

3 No original: “how, they demanded, can f(z) = e® be the sum of an infinite series of sines on an
interval [—m, 7]?”
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Figura 4 — Barra de comprimento L e seccao transversal A

Fonte: proéprio autor.

Queremos determinar uma fungao u que descreve a temperatura desta barra em relagao
ao tempo. Para tal, suponha que a superficie lateral da barra a isole termicamente em
relagdo ao meio. No entanto, a troca de calor pode ocorrer em seus extremos, além disso,

considere que em todos os pontos de uma seccao a temperatura seja a mesma.

Acoplando a barra em um sistema de eixos coordenados xyz, temos que a temperatura
u depende apenas de z, pois, em cada seccao transversal, a temperatura é constante. Com

isso, a transferéncia de calor se dard apenas na direcao do eixo x.

Figura 5 — Barra acoplada a um sistema de eixos xyz

Fonte: proprio autor.

Assim, estamos buscando uma fungdo u(zx,t) que determina a temperatura de uma

sec¢ao transversal no ponto x em um instante de tempo t.

O problema de determinar tal funcao u(z,t) permeia duas ciéncias: a Matematica e
a Fisica. Nesse sentido, precisamos de teorias fisicas para entender o processo do fluxo

de calor e conseguirmos estabelecer um modelo matematico para esse problema. Teremos
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como base tedrica da Fisica dois resultados, enunciados como postulados, que determinam
a quantidade de calor (energia térmica trocada entre dois corpos devido a diferenca de

temperatura) de uma certa situagao fisica.

Postulado 1 (Lei do resfriamento de Fourier). Considere duas placas P, e P, em um

meio homogéneo, ambas de areas iguais a A, mantidas constantemente as temperaturas

T, e T5, respectivamente. Seja [ a distancia entre essas placas, entdao a quantidade de
calor por unidade de medida () é dada por

kA|Ty — Ty

Q= -

onde k é a condutibilidade térmica do meio.

Figura 6 — Dinamica da Lei de Fourier

Fonte: proprio autor.

Postulado 2 (Equagdo Fundamental da Calorimetria). Considere um corpo de massa m
feito de um material homogéneo com calor especifico ¢ (quantidade de calor necessaria para
elevar em 1° C a temperatura de um grama do material do corpo). Entao, a quantidade

de calor () que esse corpo transmite ao variar sua temperatura de 77 para T, é dada por

Q=mc(Ty —T7).

Sejam S7 e S5 duas secgOes da barra. Considere que S; tenha abscissa xg, isto é, S
intercepta o eixo x perpendicularmente em = = xy e que Sy tenha abscissa em zy + d,
assim, as temperaturas em S7 e S, em um tempo t > 0 fixado, sdo dadas, respectivamente,
por T1 = u(xg,t) e Ty = u(xg + d,t). Note que podemos usar a Lei do Resfriamento de

Fourier, pois, T e T, sdo constantes, uma vez que dependem apenas de niimeros fixados.

Desse modo, se quisermos determinar a transferéncia instantanea de calor entre as

seccoes, devemos calcular o seguinte limite

lim kA |u(xg + d,t) — u(xo, t)]
d—0 d
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Assim, ndo estamos apenas calculando a quantidade de calor () transferida entre as
secgoes, estamos calculando a taxa de transferéncia de calor entre S e Ss, isto é, o fluxo

de calor ¢(zo,1).
Sendo k e A constantes, segue que

Q(CE(), t) = lim FA |U<JZ0 i d’ t) — U(ZEO, t>|

|u<$0 + d7 t) — u(l’o, t>|
d—0 d ’

d

= kAlim
d—0

Pela continuidade da func¢ao modulo e o fato da distancia d ser nao negativa, temos que

q(zo,t) = kA |lim u(@o + d, t) — u(wo, )

0
lim y = e, )] = kA o .

Agora, analisaremos a dindmica do calor nesta situacdo de modo a determinar uma ex-
pressao, sem modulo, para q(xg,t). Note que se a temperatura da barra aumenta em
relagdo a = (u, > 0), entdo o fluxo de calor ¢ serd na direcao de Sy para Sy, pois, o calor
em Sy é maior e ird fluir na dire¢do de S;. Assim, ¢(z¢,t) < 0 em razao do fluxo de calor
ser na diregdo contraria ao eixo z (veja Figura 7.a). Analogamente, se a temperatura
decresce em relagao a = (u, < 0), entao o fluxo sera de Sy para Ss, logo, q(zo,t) > 0 (veja
Figura 7.b).

Figura 7 — Dindmica do fluxo de calor

(a) Quando uy(x,t) >0 (b) Quando u,(z,t) <0

Fonte: proprio autor.

Assim, por meio desta dindmica, podemos concluir que
q(zo,t) = —kAug(zo,1t).

Mais geralmente, sendo z fixo, porém, arbitrario, temos que q(z,t) = —kAu,(z,t), com
0<zxz<L.

Agora, considere outra secgdo S com abscissa x* no intervalo (xg,zo + d) que no

intervalo de tempo [to, to + 7] tenhamos troca de calor apenas entre S; e Ss.
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Figura 8 — Secgoes 51,5 e Sy

Fonte: proéprio autor.

Assim, em um instante ¢, o fluxo de calor que passa pela sec¢ao S é dado pela diferenga
entre q(xo,t) e q(xg + d,t). Se quisermos o fluxo total de calor ¢ que passa por S no
intervalo de tempo tg a to + 7, fazemos

to+T1 to+T1
C]:/ q(xo, )dt—/ q(zo+d,t) dt

t t
(I)f()-i—T ’ to+T7
- K Auy (o, t) dt — / K Auy(zo + d, t) dt

to to

to+T7
= kA/ Uz (o + d,t) — uz(xo,t) di.

to

Pelo Teorema Fundamental do Célculo (TFC), segue que

to+1  pxo+d
qg=FkA / Uz (T, t) dx di. (1.1)
o)

Por outro lado, usando o Postulado 2, segue que a quantidade de calor em S é dada

pela expressao
Qs = Q(z" to + 1) — Q(x*,tg) = meu(x* to+ 7) — u(x™, to)] .

A massa m do recorte da barra de S; a Sy pode ser dada por meio da densidade p do

material da barra e volume V' do recorte, assim, temos que m = p -V = Apd, logo,
Qs = Acp [u(x*,to + 7) — u(x*, to)] d.

Desse modo, se quisermos o fluxo total de calor ¢ de S; para Ss, precisamos somar a

temperatura de todas as sec¢oes infinitesimais de x¢ a xg + d. Assim,

g=Acp Y [u@tto+7) - ulat,to)] Azt

x*€(x0,x0+d)

Ct()-i-d
= Acp/ u(z*, to + 1) —u(z”, ty) de.
zo
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Pelo TFC,

zo+d pto+T
q= Acp/ / u(z,t) dt dx. (1.2)
x0 to

Igualando as equagoes (1.1) e (1.2), segue que

to+T1

zo+d plo+T zo+d
Acp/ / u(z,t) dt de = kA / Uz (2, 1) dt.
x0 to xo

to

Como a igualdade acima vale para todo 7 > 0 e todo d > 0, concluimos que as fungoes

integradas sao iguais para quaisquer valores de = e t. Assim, obtemos a equacao
up(z,t) = Kugy(z,t), (1.3)

onde K = k/cp. Tal equacao é conhecida como Equagao do Calor.

Uma vez posta a Equacao do Calor, é natural que tentemos encontrar uma func¢ao
u(x,t) que seja solucao de tal equagdo diferencial parcial (EDP). No Capitulo 3, iremos
estabelecer precisamente o problema de encontrar solugoes para esta equacao e utilizare-
mos um método de separagao de variaveis a fim de determinar uma funcao que satisfaca

a equacao.

Tendo em vista que um dos nossos objetivos é implementar as séries de Fourier em
Python e apresentar uma aplicacao, no proximo capitulo, iremos abordar a linguagem
de programacao Python e mostraremos como obter graficos de fungbes utilizando esta

linguagem.
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2 A linguagem Python

Python é uma linguagem de programacao de proposito geral criada por Guido van Rossum
em 199109, Segundo Lutz e Aschcrm, o enfoque que o Python da a legibilidade, coeréncia
e qualidade dos codigos o difere de outras linguagens de programacao. Além disso, a
comunidade desenvolve intimeros algoritmos complementares ao Python e os publicam
para que outras pessoas possam utilizd-los, tais algoritmos sdo chamados de pacotes ou

bibliotecas.

Cada biblioteca possui uma finalidade especifica. Neste trabalho, utilizamos trés:

o Matplotlib: biblioteca focada em criacao de graficos;
o Numpy: biblioteca com intimeras funcionalidades para computacgao cientifica;
o Arcade: biblioteca focada na criacao de jogos.
Utilizaremos as bibliotecas matplotlib e numpy para criarmos os graficos das fungoes e

das séries de Fourier e o pacote arcade sera utilizado na geracao das figuras por meio de

epiciclos.

2.1 Grafico de funcao

Formalmente, o grafico de uma fungao f : X — Y é o conjunto de pontos da forma (z,y),
onde y = f(x) e x € X. Assim, se quisermos gerar (plotar) o gréafico de uma fun¢ao em

Python, basta definir a fungao f, os conjuntos X, Y e exibirmos os pontos (z,y).
Exemplo 2.1. Seja X = [—5,5] e f(x) = 2. Plote o grifico de f definida em X.

Inicialmente, definiremos nossa fungao f utilizando o comando def

1def f(x):

2 return x **x 2

Em sequida, definiremos o nosso dominio X com auxilio do pacote numpy. Para utilizar

o numpy precisamos importa-lo utilizando o comando import
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1 import numpy
2
3X = numpy.linspace(-5, 5, 100)

Na linha 3 acima, utilizamos o método linspace para criar uma lista de 100 numeros

equidistantes entre si de -5 a 5.

Agora, definiremos o nosso conjunto imagem Y e exibiremos o grifico da func¢do f
utilizando a biblioteca matplotlib

1Y = £(X)

2

3import matplotlib.pyplot

4

5matplotlib.pyplot.plot (X, Y)
6matplotlib.pyplot.show ()

Como resultado, obtemos a figura

Figura 9 — Gréfico da fungao f(z) = 22

154

104

Fonte: préprio autor.

Para evitar algoritmos prolixos, é comum renomearmos as bibliotecas utilizando o
comando as. Além disso, existe um padrao de importarmos todos os pacotes no inicio do

codigo, assim, o algoritmo do Exemplo 2.1 deve ser escrito da seguinte forma

| import numpy as np

2import matplotlib.pyplot as plt
3

t1def f(x):

5 return x ** 2

6
7X
8Y

np.linspace(-5, 5, 100)
f(X)
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10plt.plot (X, Y)
11plt.show()

Observagéo. Os comandos import numpy as np € import matplotlib.pyplot as plt Serao
omitidos nos codigos que se seguirao a partir daqui. Além disso, em todos os graficos
gerados com Python, utilizaremos um estilo padrdao que serd omitido nos codigos, mas

pode ser encontrado no Algoritmo A.1.

As séries de Fourier, um dos temas centrais deste trabalho, sao um tipo de série de
funcgoes, logo, se gerarmos o grafico da série de Fourier, estaremos gerando o grafico de
uma série de fungoes. Desse modo, a seguir, iremos abordar o problema plotar o grafico

de uma de série de fungoes.

Considere o problema de plotar o grafico da fungao f dada pela série de fungoes:

ooxn

fx) =

—-
n=o T

Inicialmente nos deparamos com o problema de gerar uma soma infinita em um compu-
tador. Sendo o computador uma maquina fisica, entdo ha um limite para as capacidades
de armazenamento e processamento desta maquina. Assim, o problema acima, deve ser

reformulado da seguinte forma

Exemplo 2.2. Seja a funcgao

nxk

falz) = el

k=0

Plote o grifico de f,, para algum n natural.

Para definir a fungdo f, utilizaremos o lago de repeticao for da sequinte forma

1def fn(x, n):

2 soma = 0

3 for k in range(mn + 1):

A termo = x ** k / np.math.factorial (k)

5 soma += termo

7 return soma

Sabemos que lim,, . fn(z) = €, assim, mostraremos um comparativo entre as fungoes f,

e e* a fim de observarmos esta convergéncia.

Dessa forma, definindo o intervalo [—5,5] como dominio e calculando o conjunto ima-

gem, obtemos os grdficos
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Figura 10 — Gréfico de fa(x) e €” Figura 11 — Gréafico de fg(x) e e
140 AY i 140 AY i
=== ¢ ] - ]
fa(@) ! fs() i
120 4 H 120 K
1 1
h i
100 4 l‘ 100 4
1
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1
1
80 4 " 80 4
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Fonte: proprio autor.

Outro tipo de funcao sao as dadas por integrais. Por exemplo, considere o problema

de plotar o grafico da funcao
f(x) = / 3t2 dt.
0

Para escrevermos um algoritmo que gera o grafico da fungao acima em um determinado
)

intervalo, devemos calcular, em cada ponto desse intervalo, a integral acima, mas como

realizar tal calculo? Para isso, precisamos implementar, em Python, a seguinte defini¢ao

de integral definida por Soma de Riemann

/abf(:v) z = lim fol

onde Az = (b—a)/nex; =a+iAx,comi=0,1,...,n.
Assim, temos o problema
Exemplo 2.3. Plote o grdfico da funcao
= / "2 dt,
0

no intervalo [—1,1].
A Soma de Riemann com n termos é implementada com o algoritmo
1def soma_riemann(f, a, b, n):

2 # iniciando o resultado

3 soma = 0
4 # definindo o Ax
5 dx = (b - a) / n
6
7 # x 0 = a
8 x_1i = a
=1, ..., n

# realizando as somas f(x_i)Ax com i
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10 for i in range(l, n + 1):
11 soma += f(x_i) * dx
12 x_i = a + i x dx

13 # retornando o resultado da soma

14 return soma

Utilizando este algoritmo, definimos a nossa func¢ao f como

1def f(x, n):

2 # funcgdo 3t"2

3 ft = lambda t: 3 *x t *x*x 2

4 # calculando e retornando a soma de Riemann de 3t~2

5 return soma_riemann(ft, O, x, n)

Obtemos o grdafico de f, com o sequinte algoritmo onde a preciséo aumenta conforme n

CTesce.

1# intervalo de integracéo

2X = np.linspace(-1, 1)

3# conjunto imagem da funcdo f
4Y = [f(x, n) for x in X]

5

6# plotando o grafico
7plt.plot (X, Y)

Os seguintes grdaficos foram obtidos com £(x, 2) e £(x, 100) na linha 4 do codigo acima.

Figura 12 — Grafico de f com n =2 Figura 13 — Grafico de f com n = 100

1.0A Y 1LoA Y

0.5 4 0.5 4

T T T in g
—1.0 =T.5 0.5 .07

—0.5 —0.5 1

Fonte: proprio autor.

Tendo uma ideia de como plotar alguns tipos de fung¢des, partiremos para uma discus-
sao teodrica sobre a formalizacao do problema da condugao do calor em uma barra finita

que culminara na definicao da série de Fourier.
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3 A Teoria de Fourier

Neste capitulo, iremos realizar a formalizagao do problema da conduc¢ao do calor em uma

barra finita utilizando como referéncias: Figueiredo[z], Limal® e Braun’l.

Segundo o comité que julgou o trabalho de Fourier como vencedor do concurso, a
equagao (1.3) de fato modela a dindmica do calor em corpos sélidos. Isto nos diz que suas
solugoes devem estar fisicamente corretas, isto é, as solugoes devem ter um comportamento

razoavel segundo a Fisica.

Assim, o problema de solucionar a EDP do calor vai além de exibir uma funcao u(z,t)
que a satisfaca. Por exemplo, qualquer fungao da forma u(x,t) = ax + b é solugdo da
equagao (1.3), pois, u; = 0 e u,, = 0. Desse modo, temos infinitas solugbes para este
problema e isto nao é interessante, pois, nao conseguimos determinar uma tunica funcao

que satisfaga o problema fisico.

Diante deste problema, é necessario sabermos o comportamento da func¢ao u(z,t) no
instante inicial ¢ = 0 e nas extremidades da barra, x =0 e x = L, em qualquer instante,
pois, a dinamica do calor depende diretamente da temperatura inicial ao longo da barra
e das trocas de calor nas extremidades. Desse modo, fazemos a seguinte classificacao de

Condicoes de Fronteira:

Tipo I (Condigao de Dirichlet) Suponha que existam fungoes hq(t) e ho(t) tais que,
hy descreva a temperatura na extremidade esquerda e ho a temperatura na

extremidade direita, isto é,
w(0,t) = hi(t) e wu(L,t) = ha(t).
Tipo II (Condi¢ao de Neumann) Suponha que as extremidades da barra estao isoladas
termicamente, entao o fluxo de calor nas extremidades ¢é nulo, isto é
uz(0,t) = u,(L,t) = 0.
Tipo IIT Se a temperatura do meio é ug e ha troca de calor entre a barra e o meio regida
pela lei

ue(0,8) = S u(0,8) — uo] e ux(L,t)z—g[u(L,t)—uo],

El e
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onde e é a constante de emissividade do material em relagdo ao meio.

Tipo IV Qualquer combinacao dos trés casos anteriores.

Ao longo desta se¢ao, focaremos nas condi¢oes de contorno do Tipo I e II, uma vez
que estas motivam a defini¢cdo das séries de Fourier. Um estudo sobre as condi¢des Tipo

[T e Tipo IV podem ser encontrado em 2, p. 115-117.

3.1 Meétodo de Fourier e a conducao do calor

Buscando solucionar a Equagao do Calor, apresentaremos e utilizaremos um método de
separacao de variaveis conhecido como Método de Fourier!? que consiste em supor que,

dada uma funcio v : R? — R, existam funcoes F,G : R — R tais que

u(z,t) = F(z)G(t).

Em um primeiro momento, utilizaremos o Método de Fourier para determinarmos uma
fungao u(x,t) que satisfaga a Equacdo do Calor. Serd ttil definir as seguintes regides do

plano:

R ={(r,t) eR}0<x < Let>0},

X ={(x,t) cR*0<x<Let>0}
Desse modo, para solucionar o problema da Equagao do Calor, buscamos determinar uma
fungdo u : Z — R que satisfaca: a equacgao (1.3), a condicdo inicial u(x,0) = f(z), com
0 <x < L,onde f:[0,L] - R é uma fungao dada e que u satisfaca a condicao de

fronteira do problema.
Observacao. Ao problema composto por uma EDP, sujeita as condigoes inicial e de

fronteira, damos o nome Problema de Valor Inicial e de Fronteira (PVIF).

Utilizando o Método de Fourier, suponha que existam fungoes F : [0,L] — R e
G : [0,4+00) — R, tais que

u(z,t) = F(2)G(t), (x,t) € Z.
Assim, fazendo a substituigdo acima na equagao (1.3), segue que
u(z,t) = Kug,(x,t) = F(2)G'(t) = K F"(x)G(t).

Considerando que o produto F(z)G(t) ndo se anula em todo ponto de #, entao podemos
dividir ambos os lados da equagao acima por K F(z)G(t), obtendo
1L G'(t)  F'(x)
K G({t)  F(z)’

(z,1) € R. (3.1)



3.1. Método de Fourier e a condugdo do calor 39

Note que em (3.1), o membro esquerdo da equagao é fungao apenas de t, enquanto o
membro direito estd apenas em funcao de x. Isto nos diz que ambos os lados desta

equacao devem independer dos valores de x e t, assim existe a € R tal que

L G'(t)
F”(l’) W .
Ty =& 0<z<L. (3.3)

Assim, obtemos duas equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) que podem ser resolvidas

com métodos usuais para equagoes deste tipo.
A equacao (3.2) é uma EDO separavel e sua solugao é a fungao
G(t) = c1e®™t, >0, (3.4)

onde ¢; é uma constante nao nula, pois, supomos que o produto F(x)G(t) nao deve se

anular em Z.
A equagao (3.3) nos diz que F'(x) deve satisfazer a igualdade
F"(z) —aF(z) =0, 0<x<L.

Usando o método de resolugao para EDOs homogéneas de segunda ordem com coeficientes
constantes, que pode ser encontrado em 9, p .138, 142 e 148, temos as seguintes solugoes
para a equacao acima
CcoeVor 4 cgemVor, se a > 0,
F(z) = {2 + s, se a=0, (3.5)

CgCOS( |a|x)+03sen( |a|x), se a<0.

Logo, u(x,t) = G(t)F(x) é dada pela expressao,
u(z,t) = ;e F(z). (3.6)
A seguir, consideraremos um PVIF com condicao de fronteira do Tipo I e estudaremos

as possiveis expressoes para F(z), a fim de obter u(z,t). Em seguida, estudaremos, de

forma analoga, problemas sob condig¢oes do Tipo II.

3.1.1 Barra finita com condicado de Dirichlet
Considere o seguinte PVIF sob a condi¢ao de Dirichlet com hy(t) = ho(t) = 0:

up(z,t) = Kugye(z,t), t>0, 0<z<L,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (3.7)
u(z,0) = f(x), 0<z<L.



40 Capitulo 3. A Teoria de Fourier

Utilizando o Método de Fourier, realizando os procedimentos feitos anteriormente e
considerando a condicao de fronteira dada em (3.7), temos que as fungdes F' e G devem

satisfazer as equacoes
u(0,t) = F(0)G(t) =0,
u(L,t) = F(L)G(t) =0,
para todo t > 0.

Assim, F'(z) deve satisfazer a condigao F'(0) = F(L) = 0, pois, supomos que G(t) nao

deve se anular para t > 0.

Considerando as expressoes para F'(z) em (3.5) e as condigoes de fronteira, temos trés
possibilidades:

i) Se a > 0, entao

F(O):CQ+03:O

= Cy =C3 = 0.
F(L) = cpeVor 4 cge™ Vol = 0}

Logo, temos que F'(z) = 0, uma contradi¢do, pois, o produto F'(z)G(t) nao deve se
anular em Z.

ii) Se o = 0, entédo

Analogamente ao caso anterior, temos F'(x) = 0, que gera uma contradigao.

iii) Se a < 0, faremos a seguinte mudanca o = —\?, para algum A > 0. Entao
F(x) = ¢y cos(Az) + c3sen(Az), logo
F(O) = Cy = 0

= cgsen(AL) = 0.
F(L) = cgcos(AL) + c3sen(AL) =0

Queremos que c3 # 0, caso contrério, teremos F'(x) = 0. Assim, segue que

sen(AL) =0 = AL =n1m = )\:n%,

onde n € Z\{0}.

Observacao. Nao consideramos n = 0, pois, neste caso, teriamos L = 0 ou A = 0.
Sendo L o comprimento da barra, . = 0 nao pode ocorrer e, na mudanca de variavel,

consideramos A > 0, assim, A = 0 nao pode ocorrer.
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Desta andlise concluimos que, para cada n € Z\{0}, a fun¢ao u,(z,t) dada por

un(z,t) = Gu(t) F ()

_ 2.2 2 nmwx
=c,e Kn?*m?t/L sen()

satisfaz a equagao do calor e a condicao de fronteira do PVIF (3.7). No entanto, aplicando
u, na condicao inicial, temos que
nmwx

un(z,0) = ¢, sen(L).

Assim, u,(z,t) s6 serd solugdo do PVIF (3.7), se

f(x) =c, sen(nza;).

Dada uma quantidade finita de solugoes da equacgao (1.3), a fungdo obtida a partir da
soma dessas solugoes é, também, uma solucao desta equagao. Utilizando esta proposicao,

segue que, para algum N natural,

N
u(z,t) =Y e KmLE sen(nzx), (3.8)

n=1

satisfaz a EDP do calor e a condigao de fronteira. Mas s6 serd uma solugao do PVIF (3.7)

se tivermos a seguinte condigao inicial
N
nmx
u(z,0) = f(z) =) ¢ sen(L).
n=1

Nesta situacao, surge a pergunta: o que acontece se f(x) nao for da forma acima? A
resposta para tal pergunta foi dada por Fourier e consiste em transformamos o somatorio

em uma série e considerar que
> nmwx
f(z) => cpsen(—).
n=1 L

No entanto, simplesmente igualar a série e a fun¢ao nao garante que tal igualdade ocorra,
assim, no Capitulo 4, determinaremos condigdes necessarias sobre f para tal equagao ser

valida.

Observagao. Na equacao (3.8), ndo consideramos os casos em que n < 0, pois, os soma-

torios diferem a menos de constantes, uma vez que

—1 N N
nmwx nmwx nmwx
d, sen() Cn, sen() = Cn — dp, sen().
2 T g e ) = e ey
A seguir, procederemos de forma analoga a anterior com a finalidade de determinarmos

uma solucao para o PVIF da Equacao do Calor sob condigoes do Tipo II.
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Exemplo 3.1 (Condi¢oes de Neumann). Considere o sequinte PVIF sob a condi¢io de
Tipo II:
u(z,t) = Kuge(x,t), t>0, 0<z<L,
u.(0,t) = u,(L,t) =0, t>0, (3.9)
u(z,0) = f(x), 0<z<L.

Considerando as expressoes para F(x), em (3.5), temos que

Va (cge*/ax — cge_\/a“’> , se a >0,
F'(z) = q es, se a=0,

|| [—02 sen(\/Hx) +c3 cos(Mx)} ., se a<0.

Considerando a condicao de fronteira e os possiveis valores de «, iremos determinar a
Jungio u(z,t) = c;e*®'F(x). Note que se u,(0,t) = u,(L,t) =0, entio F'(0) = F'(L) =
0. Desse modo, seque que

i) Se a >0, entio

62—03:0

= (Cp = C(C3 = 0.
cze‘/aL — 036_‘/@“ = 0}

Logo, temos que F(x) =0, que gera uma contradi¢io como visto na segio anterior.

ii) Se a =0, entdo

F'(0)

0.
F'(L) 0.

C3

C3
Note que ndo podemos dizer nada sobre ¢y, logo, F(x) = ¢y satisfaz a condig¢io de
fronteira de (3.9).

iii) Se a <0, faca o = —\?, entdio

F'(0) = —cysen(X - 0) + ¢z cos(A - 0) =0,
F'(L) = —cysen(AL) + ¢z cos(AL) = 0.

Logo,

03:0

= —cgsen(AL) = 0.
—cgsen(AL) + cgcos(AL) =0

Como queremos que F(x) Z 0, entdo devemos ter que ca # 0, logo

sen(AL) =0 => \ = "%
Dai, F,(z) = ¢, cos(nmz/L), com n € Z\{0}, satisfaz a condicio de fronteira do
PVIF (3.9).
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De forma andloga, obtemos

N
_Kn2x2? 2 nmwx
u(z,t) =co+ Y. cpe KTk cos(L).

n=1

Pela condicao inicial, devemos ter

u(z,0) = f(x) =co+ i\f: Cn, cos(nzx).

n=1

3.2 Séries de Fourier

Na secao anterior, vimos a necessidade de saber quando uma fungao f(z) com 0 <z < L

pode ser expressa por meio de uma série de senos e cossenos.

Iremos considerar o caso geral: fungoes f : R — R que podem ser expressas na forma

f(z) =ag+ i {an COS(nzx) + by, sen(nWLm)] : (3.10)

n=1

Note que nao podemos garantir a igualdade acima, pois, nao sabemos se a série da
expressao converge. Assim, em um primeiro momento estaremos preocupados em garantir

a convergéncia desta série.

Todos os resultados sobre séries de Fourier, tém como hipdtese a fungao f ser periddica,

assim, faremos uma breve revisao dos conceitos e resultados sobre fungoes periddicas.

3.2.1 Funcoes periddicas

Intuitivamente, uma funcgao periddica é uma funcao que repete seus valores em uma mesma
sequéncia de forma ciclica ao longo do seu dominio, ou seja, a medida que avangamos ao
longo do eixo horizontal, os valores da funcado se repetem em intervalos regulares. Esses
intervalos sao chamados de periodos da func¢ao. Definimos como periodo fundamental, ou

apenas periodo, o menor niimero positivo que satisfaz tal propriedade.
Formalmente, damos a seguinte definicao:
Definicao 3.1. Dizemos que uma funcao f: R D X — R ¢é periddica de periodo T' se
flea+T)=f(z), VrelX.

Exemplo 3.2. A func¢io f(x) = sen(x) é periédica de periodo 27, pois, considerando

T € R e utilizando o seno da soma, temos que
sen(z +T') = sen(z) cos(T) + cos(z) sen(T").

Para obter a relagao sen(x +T') = sen(x), devemos ter cos(T) =1 e sen(T) = 0. Assim,
qualquer numero da forma T = 0, 27w, +47, ... satisfaz essa propriedade, no entanto, o

menor valor positivo para T é 27, portanto, a fungao sen(x) é periddica de periodo 2.
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Exemplo 3.3. Queremos determinar o periodo da fungao cos(nmz /L), isto é, determinar

o menor numero positivo T' de modo que a sequinte igualdade ocorra

nr(z+T)\ (mrx N mrT) B (mrac) cR
cos| ———F— | = cos| —— + —— ) = cos , T €ER.

Utilizando o cosseno da soma, seque que

(7)o () =sen(5) o () = ()
COS I3 COS I sen I sen I = COS I .

Assim, devemos ter que cos(nmT /L) =1 e sen(nnT /L) =0, isto €, queremos que

nrl B

7 2.

Portanto, T' = 2L/n.

Proposicao 3.1. Se f for uma funcao periodica de periodo T e diferencidvel, entdo a

primeira derivada de f é também periddica de mesmo periodo.

Demonstracao. De fato, se f é periddica de periodo T', entdo dado um ponto de acumu-
lagao a (vide 8, p. 121) no dominio de f, temos f(a) = f(a+ T). Sendo f diferenciavel

em a, segue que

Flas) = i LA TIED = fla 2 T)

fla+h) = fla)
h

= lim
h—0

= /(o)

Proposicao 3.2. Seja f uma funcdo periodica de periodo 2T e integrdvel, entao
T or
/ f(z) do = f(z) dz.
-7 0
Demonstragao. Inicialmente, note que f(z) = f(xz + 27, fazendo t = x + 2T, entdo
f(t—=2T) = f(t). Assim, —2T é, também, um periodo para f.

Na integral, observe que

/_if(x) dx:/_OTf(x) dx—l—/OTf(x) de.

Fazendo a substituicao v = = + 27" na primeira integral do membro direito da igualdade

acima, segue que

/T f(z) da::/2Tf(u—2T) du—{—/OTf(x) dx.

T
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Clom isso, aliado ao fato de que f(u— 2T) = f(u), temos que
/_7; f(@) do = ;Tf(u) du+/Tf(x) iz
= [ f@) det [ @) da
:/O f(z) dx.

3.2.2 Convergéncia de Séries

Como dito acima, antes de podermos garantir a igualdade em (3.10) devemos avaliar a

i [an cos<m[ix> + by, sen(n;m)] .

n=1

convergéncia da série

Nesse sentido, utilizaremos as defini¢bes a seguir para estudarmos as convergéncias das

séries de fungoes.

Definigao 3.2 (Convergéncia pontual). Sejam as fungdes u; : R D I — R com j =
1,2,...; dizemos que a série 3222, u; (x) convergird pontualmente para x = zy se, dado

e > 0, existir um natural N tal que

f:luj(%)—i:luy(xo) = iuj(mo) <§g,

para todos m, n naturais tais que N <n < m.
Definicao 3.3 (Convergéncia uniforme). Uma série de fungdes 3232, u;(z) converge uni-
formemente, se, dado € > 0, existir um natural N tal que

Vm,neNm>n>N — <e, VeelX.

3" uy(a)

j=n

Exemplo 3.4. Sejam as fungoes uj(z) = jx, entdo a série 3232, u;(x) converge pontual-

mente para x = 0.

De fato, dado € > 0, para quaisquer m >n > 1= N, temos que

du(0)) =) j-0=0<e.
j=n j=n

Exemplo 3.5. Sejam as fungoes u,, : [0,1] = R definidas como

Entao a série de fungoes Y 00 u,(x) converge uniformemente.
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De fato, dado e >0 e x € [0, 1], sabemos que

x 1

n n
Assim, para avaliar a convergéncia uniforme da série das fungoes u,(x) basta avaliarmos
a convergéncia da série numérica 300, n"2, pois, a primeira série é majorada por esta

ultima, isto €

2

Note que a série Y07 n~* é uma p-série com p = 2, seque que, esta Série numérica é

convergente e, portanto, a série de funcoes também €.

Note que nao demonstramos formalmente a convergéncia uniforme do exemplo acima.
Apenas majoramos a série de fungdes por uma série numérica convergente. Isto é preci-
samente a estratégia conhecida como “O Teste M de Weierstrass” que serd enunciado a

seguir.

Teorema 3.1 (Teste M de Weierstrass). Sejam as fungoes u, : R O I — R. Suponha que

existam constantes M, > 0 tais que
[un (2)] < M,

para todo x € I e que Y00 M, convirja. Entao, a série Yo7 u,(x) converge uniforme-

mente.

Demonstragio. Queremos mostrar que a série Yo%, u,(x) converge uniformemente. As-

sim, note que pela Desigualdade Triangular, temos a seguinte relacao

2 ()

Sendo u,(x) majorada por M, paran = 1,2,... e a série >.°°, M,, convergente. Entao,
dado £ > 0, existe N € N tal que

< i fun(2)] .

:ZMk<€.

k=n

> M

k=n

Ym,neNm>n>N —

Unindo as desigualdades, segue que

m m m
VmneNm>n>N = > w(z)] <Y |up(z)] <D M <e.
k=n k=n k=n
Portanto, >°° ; u,(x) converge uniformemente para todo = € I. |

Se a convergéncia uniforme de uma série for garantida, conseguimos determinar certos

comportamentos sobre esta série.
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Proposicao 3.3. Seja (u,) uma sequéncia de fungoes continuas com u, : R DI — R e

suponha que a série Y oo | u,(x) convirja uniformemente. Entdo, a funcdo

a(@) = 3 un(a),

n=1
¢ também uma funcao continua.
Demonstragio. Seja u : I — R a funcao tal que a série Y 0%, u, () = u(x).

Caso a seja um ponto isolado de I (vide 8, p. 177), entao existe 6 > 0 tal que (a —
d,a+6) NI ={a}. Assim, dado € > 0, tome este J, entao

vellr—al<d = r=a = |uy(x) —up(a)| =0<e¢

i%m—iww

— |u(z) —u(a)] =0 < e.

_ =0<e

Se a for um ponto de acumulagao de I, entao

T—a T—a
n=1

lim u(z) = lim ij:l up(x) = i [lim up(x)| = ij:l up(a) = u(a).

Proposicao 3.4. Suponha que as fungoes u, sejam integrdveis no intervalo I e a série

°° L un(x) convirja uniformemente, entao

/ [Z un(x)] de =Y {/ U () dx] :
I n=1 n=1 I
Demonstracio. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em 8, p. 262 |

Proposicao 3.5. Suponha que u, : I — R seja uma funcdio de classe C' e que a série

o ul(x) convirja uniformemente. Entdo

L[S )] = S

n=1

Demonstragdo. A demonstragao desta proposicao pode ser consultada em 8, p. 264. W

3.2.3 Coeficientes a,, e b,

Agora, estamos interessados em encontrar os coeficientes a,, e b, da equagao (3.10). Assim,

se supormos que f seja periddica de periodo 2L, integravel em [—L, L] e que a série da
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equagao (3.10) é uniformemente convergente, entao pela Proposigao 3.4, podemos integrar
a equagao no intervalo [—L, L], obtendo

/_LLf(x) dr = /_LLao dx—i-ni; [an/_LLcosCT) dx+bn/_LLsen<nzx) dx} . (3.11)

Fazendo u = nmx /L, temos que

L L nmw
/ Sen(m) de = — sen(u) du

—L L nmwJ—-nr
L nm
= —— COS(Uu ’
— cos(u)

—nm

= [cos(nm) — cos(—nm)]

= _n[;T [cos(nm) — cos(nm)] =0,

L L nmw
/ cos(m> de = — cos(u) du

L L nmw J-nn

= —sen(u)

"mr
nm

—nm

= [sen(nm) — sen(—nn)]

Lo =o

nim

Assim, substituindo essas integrais na equacao (3.11), segue que

L L 1 L
xdx:a/ d:c:>a:—/ x) dx. 3.12
| f@)yde=as [ o=57 | f@ (3.12)

Com esse processo conseguimos determinar o coeficiente ay.

Assim, para encontrarmos os coeficientes a, e b,, multiplicaremos (3.10) por uma

funcao conveniente a fim de usar a ortogonalidade das fungdes seno e cosseno.

Multiplicando a equagao (3.10) por cos(mmz/L) com m € N, segue que

f(z) cos(m2x> = ayp cos(mzx) +

3 [ (7 e () # msen () e ()
a, COS I COS I n SEI1 I COS I .

n=1

Se a série for uniformemente convergente, entao, novamente pela Proposicao 3.4, podemos

integrar a equacao acima no intervalo [—L, L], logo

L mmx L mmx
/_Lf(x)cos< 7 ) da:—/_Laocos( 7 ) dx +
> L nmwx mmx L nmwx mmx
712:31 [an LL cos(L >COS<L ) dx + b, /Lsen<L )cos( 7 ) dx] . (3.13)
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Das integrais do coeficiente ag, ja sabemos que

L mmx
dr = 0.
/_Lcos( 7 ) r =0
/L en<n7mc> o <m7r:v) gr
7LS L > L ’

usamos o fato que temos uma integral de uma funcao impar em um intervalo simétrico,

L
/_L Sen(nzx) cos(mzx) dr = 0.

Usando a identidade trigonométrica

Para calcular

logo

cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sen(a) sen(f),
obtemos a relagao
cos(a) cos(B) = ; (cos(a + ) + cos(av — f3)) .

Assim, fazendo a = nrx/L, § = mrx/L e integrando a equagdo acima no intervalo

[—L, L], obtemos

/_LL COS(T) 008<m2x> dx = ;/_LL cos(W) +COS<W> dz. (3.14)

Iremos calcular a integral acima considerando duas situagoes:

i) Se m = n e fazendo u = 2mmzx/L, entdo o membro direito de (3.14) se reduz a

1 L 2mam 1 2mm [, L
il 1 _ =
2 /—L COS( L ) +lde 2 [/—27rm 2mm COS(U) du + /—L dx]

_ ; l%Lm (sen(27rm) - sen(—27rm)> + 24
~ L.

ii) Se m # n, facga u = (m +n)rx/L e w = (m — n)rx/L, entdo

;/f;cos<xw(nz+ n)> +Cos<m(mL— n)> o
L [ /_w<m+n> cos(u) /_ﬂmn) cos(w) dw]

2T m(m+n) M+ N n(m—n) M — N
_ L sen(m(m + n)) — sen(—n(m +n))
” K N <sen(7r(n1n+n7;) sen(ﬂ(m> n)))] o,

pois, o seno de qualquer multiplo inteiro de 7 é zero.
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Agora, multiplicando (3.10) por sen(mmz/L) com m € N e integrando no intervalo

[—L, L], temos que

L mmx L mmx
/_Lf(x)sen<L> d:pz/_Laosen( 7 > dx +
% L L
nz:l [an /_L cos(TLZx) sen(n?) dx + b, /_L sen(?) sen<m2x> dx] . (3.15)

J& sabemos que

L L
/_Lsen(m2x> dr = /_Lcos(mltx) sen(m2x> dr =0,

pois, cada integrando é uma func¢ao impar e o intervalo é simétrico.

Por fim, usando a identidade

<n7rx> <m7r:c) B 1 { (mm mmc) (mr:c . mm:)]
sen T sen 7 =3 cos ua 7 Cos - vt )

segue que

[ () e f () (P e 0

Novamente, iremos considerar duas situagoes:

i) Se m = n, faga w = 2mnzx/L, entdo o membro direito de (3.16) se reduz a

 Lomeo(B7) ao= 3 | ao- 5 [ oto

_1 [2L _ 2L <cos(27rm) _ cos(—zwm)ﬂ

2 ™n

= L.

ii) Se m # n, faca u = (m —n)nz/L e w = (m + n)rz/L, logo

;/LL COS(mmL— n>> - COS(ﬂx(nz—i— m) o
L l /ﬂ(mn) cos(u) /w<m+n> cos(w) dw}

27 —m(m—m) M — N —m(m+n) M+ N

_ L l(sen(ﬂ(m —n)) —sen(—m(m — n)))

2m m=n
) <sen(7r(m + n))m —ft;n(—ﬂ(m + "))ﬂ 0.

Novamente, usamos que o seno de multiplos inteiros de 7 é zero.
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Em resumo, temos as seguintes relagoes

L
/_L cos<n2m> sen<m2x> dx = 0. (3.17)
L L, se n=m,
/ cos(mm> cos(mﬂx> dx = (3.18)
-L L L 0, se n#m;
L L, se n=m,
/ sen(mm> Sen<m7m> dx = (3.19)
—L L L 0, se n#m.

Usando essas relagoes em (3.13) e (3.15), resulta que

L
/ f(zx) cos<m> dx = a,L,
/ f(z sen( ) dr =10b,L.
Com isso, podemos obter as seguintes expressoes
1 /L
0 = ﬁ/
y, / COS(mm> dx,
b, =7 / sen<mm> dx.

Reescrevendo equagao (3.10) da seguinte forma

—I—Z [ancos< 7 >+b sen(nzxﬂ,

notamos que as expressoes para ag, a, € b, acima podem ser reduzidas a
nmwx
a, L/ cos( ) dr, comn=0,1,2,. ... (3.20)

bn L/ f(z sen(nzx) dr, comn=12.... (3.21)

No entanto, para definir esses coeficientes, supomos que a funcao f : R — R é periddica
de periodo 2L e integravel no intervalo [—L, L]. Assim, se f for uma tal fungao que atende

estes requisitos, entdo a,, e b, sdo os coeficientes da expressao
nmwr
+ Z {am:os( 7 ) + b, sen( 7 )} . (3.22)

Os coeficientes a,, e b, sao obtidos a partir de uma integral definida em um intervalo

simétrico. Assim, a seguinte proposicao sera bastante til no calculo destes coeficientes.

Proposigao 3.6. Seja f : R — R uma fungdo periddica de periodo 2L e integrdvel em
[—L,L). Se f é impar (resp.: par), entao a, =0 (resp.: b, =0).
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Demonstracao. Supondo f impar, note que

an = ll;/LL f(z) cos(nzx) dx = i l/OL f(z) cos(mLm) dx+/0L f(z) cos(nzx) dm]

Fazendo u = —x na primeira integral entre colchetes acima e utilizando a paridade das

funcoes f e cosseno, segue que

P [—/Lof(—u)cos( ) du+/ cos< ‘”) dx}

L

_ i [—/OLf( )cos< ) du+/ cos<nm> da;] — 0.

Se f for par, a demonstragao é analoga e pode ser encontrada em 2, p. 27. |

Em posse das defini¢oes e resultados acima, agora podemos estudar de forma mais

aprofundada esta série de fungoes trigonométricas conhecidas como série de Fourier.

3.2.4 Série de Fourier

Definicao 3.4 (Série de Fourier). Dizemos que (3.22) é a representagao de f por meio de

sua Série de Fourier, onde os coeficientes de Fourier a,, e b, sdo dados em (3.20) e (3.21).

Nao podemos garantir uma igualdade entre uma funcgao f qualquer e sua representacao

dada em (3.22), portanto, escreveremos

—l—z [ancos,( Z )—l—b sen(n2$)]

para dizer que a expressao a direita do sinal “~” é a série de Fourier de f.

A seguir veremos um primeiro resultado, demonstrado por Dirichlet, sobre convergén-

cia da série de Fourier. Para tal, precisaremos das seguintes defini¢oes

Defini¢ao 3.5 (Continua por partes). Uma fungdo f : R — R sera continua por partes se
possuir um nimero finito de descontinuidades (todas do tipo salto) em qualquer intervalo

limitado.

Definigao 3.6 (Diferencidvel por partes). Uma func¢ao f : R — R é diferencidvel por

partes se f e f’ forem continuas por partes.

A definicao de continua por partes pode ser entendida da seguinte forma: dados a,b €
R com a < b, existem a < a; < as < --- < a, < b, tais que f é continua em cada intervalo
aberto I; = (a;,a;41) e os seguintes limites existem

fla;+0) = lim f(z) e f(a; —0)= lim f(z),

ac—>a w—)aj_

paraj=1,...,n—1.
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Teorema 3.2 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma fungao diferencidvel por partes
e periodica de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da funcao f converge, em cada ponto
z, para [f(x +0) + f(x —0)]/2, isto é

fx+0)+ fle—0) _ C;()Jriancos(nzx) +bnsen<7m’)_

2 L
Este resultado serd demonstrado no capitulo seguinte. Por enquanto apenas usaremos

ele para entender o comportamento da série de Fourier do exemplo a seguir.

Exemplo 3.6. Seja [ uma funcao periddica de periodo 2w definida por

1, se . 0<zx<m
) — ’ == 3.23
/() {—1, se —m<x<0. ( )

Entao, f é diferencidvel por partes, uma vez que f'(x) = 0 para todo x # 0,+m, £27, ...,
logo, f € continua nesses pontos. Portanto, [’ e f sao continuas por partes nos intervalos

(km, (k+ 1)m) com k inteiro.

Para gerar o grafico desta fungdo, tivemos a ideia de olhar o intervalo seccionado pelo

periodo 7 e verificar a paridade dessa sec¢do.

1def f(x):
2 q =x // np.pi
3 if q % 2 == 0:

4 return 1

6 return -1

7f = np.vectorize (f)

9X = np.linspace(-2 * np.pi, 2 * np.pi, 10 ** 3)
10Y = £(X)

12plt.plot (X, Y)
13plt.show ()
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Figura 14 — Grafico da fun¢ao do Exemplo 3.6

A

Fonte: proéprio autor.

A figura obtida possui um erro matemdtico nos pontos de abscissa 0,+mw, +27w.... Para
resolver este problema, precisamos remover as descontinuidades do tipo salto do grdafico

desta funcao utilizando o método ditf do numpy.

O método diff retorna a diferenca entre o sucessor de um numero e o numero em uma
lista. Assim, iremos verificar se o modulo da diferenca € maior que zero e substituir este
numero por uma constante especial, caso a condicao seja satisfeita. Usaremos o comando

Y [np.where (np.abs (np.diff (Y)) > 0)] = np.nan para realizar tal modificacao e obtermos a

figura

Figura 15 — Grafico de f(x) definida em (3.23)

4

f(x)

Fonte: préprio autor.

Se quisermos determinar a série de Fourier de [ precisamos, inicialmente, calcular

seus coeficientes. Para isso, note que dado x € (0, 7] entao
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logo, f € impar e pela Proposicio 3.6, a, = 0 paran =0,1,.... Assim, precisamos apenas

calcular os coeficientes b,

1 ™ 1 - s
b, = —/ f(z)sen(nx) doe = — [/ sen(nz) dx —i—/ sen(nz) dx]
T Jon 7 LJo 0
1 214 (-=1)"*"]
— — |1 = cos(—nm) — —1)| =
— { cos(—n) (cos(mr) )} -
Seque que,
28 117 sen(nx) A sen([2k — 1]x)
— )" -y — 24
s Z:: [ } 7 kz::l 2k —1 (3:24)
Considerando a soma parcial de Fourier
([2k — 1]x)

Z:: 2k—1

Esta expressao pode ser implementada em Python com o sequinte algoritmo.

1def sn(x, n):

2 soma = 0

3 for k in range(l, n+1):

A termo = np.sin((2*xk - 1) * x) / (2*xk - 1)
5

soma += termo

7 return (4 / np.pi) * soma

8h
9X = np.linspace(-3 * np.pi, 3 * np.pi, 10 **x 3)
10Y = sn(X, n)

11
12plt.plot (X, Y)
13plt.show ()

Com este algoritmo, obtemos os grdficos:

Figura 16 — Soma parcial de Fourier Figura 17 — Soma parcial de Fourier
comn =1 com n =5

A r'd

Fonte: proprio autor.
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Figura 18 — Soma parcial de Fourier Figura 19 — Soma parcial de Fourier
comn =15 com n = 50

J A

515(2) s50(z)

Fonte: proéprio autor.

No exemplo acima, para obter o grafico da soma parcial de Fourier, utilizamos a
expressao da série calculada manualmente. Desse modo, se a funcao f mudar, serd neces-
sario calcularmos novamente a série de Fourier dessa nova func¢ao. Sob essa motivacao,
no Capitulo 6, implementaremos um algoritmo que calcula a soma parcial de Fourier de

uma funcao dada.

Note que a série de Fourier da fungdo f em (3.23) assume valor nulo nos pontos da
forma x = 4+0,+m, £27 ... isto se deve ao fato de que nesses pontos, pelo Teorema de
Fourier, a série converge para o ponto médio dos limites laterais em x, isto é, (14+(—1))/2 =
0. Além disso, perceba que a fungao f tem como conjunto imagem {—1, 1}. Isso evidencia
que a série de Fourier de uma funcao pode nao convergir para a prépria funcao em todos
os seus pontos, portanto, a afirmacao de Fourier de que toda funcao pode ser dada por

uma série de fungoes trigonométricas é incorreta.

Vale ressaltar que a definicdo de funcao na época de Fourier nao estava posta da
mesma forma que atualmente, logo, mesmo sua afirmacao sendo falsa ela é compreensivel

devido as limitagoes da Mateméatica naquele periodo.

No préximo capitulo, estudaremos que condigoes sao necessarias sobre f para termos

algum resultado sobre convergéncia.
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Convergéncia das séries de Fourier

Nesta secao, estudaremos condigoes sobre f para que a seguinte igualdade ocorra:

+z [ancos( . )+b Sen(nzxﬂ.

Se f: R — R for uma fungao periédica de periodo 2L, onde f e |f| s@o integréaveis,
entao os coeficientes de Fourier da série de f estarao bem definidos, pois, usamos essas

hipdteses para determina-los.

Desse modo, comegaremos por definir a no¢ao de integrabilidade e, em seguida, defi-

niremos o espacgo das fung¢oes onde os coeficientes de Fourier estao bem definidos.

Defini¢ao 4.1. Seja f : [a,b] — R uma funcdo, se uma das situagdes abaixo ocorrer,

entdo f ¢é integravel.

(i) A fungao f é limitada e para todo € > 0, existe uma partigao
Pa=ry<oi < <axp1<z,=0

de [a, b] tal que
S(f;P)—s(f;P) <e

onde

ZMz Ti— laxl M’L = Sllp{f(ﬂf),CC € [x'ifhxi]}v
i=1

Z (i1, x m; = inf{f(z);z € [x;_1, ]}

(ii)) A fungao ¢é ilimitada e dados §, > 0, existe uma parti¢do P : a1 = a < b <
as < -+ < a < b = b cujos fechados F, = [ay,by],..., F = [ax, bg] s@o tais que
[a,b] = UL, F; e f élimitada em [a; + §,b; — 1] parai=1,..., k.

Definigao 4.2. Se f for uma fungao integravel e absolutamente integravel, isto é, f e | f]

integraveis, entdo diremos que f é uma funcao £*.
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Exemplo 4.1. A fungdo f : [a,b] — R dada por f(z) = z* é £, pois, |f(z)] = f(x) e

qualquer polindmio € integravel em [a, b].

Exemplo 4.2. Seja a funcio f : [a,b] — R definida por

1, z€Q
flz) = -
-1, zeR-Q
Note que |f(z)| =1, logo, |f(z)| € integrdvel. No entanto, f ndo é £, uma vez que dada
uma particio P :a =xy < x1 < -+- < x, = b de [a,b], seque da densidade dos conjunto
QeR—Q que

S(f,P)= iMi(%‘—b%) =

i=1

S(f7 P) — Z:mi<l’i_17xi) =

(i—1, i) = b—a,

-

@
Il
—

-

—(xi_l,xi) =-b + a.

=1

Logo, para e =b—a > 0, entdo
S(f,P)—s(f,P) =2(b—a) > .

Portanto, f nao € integrdvel.

As fungbes continuas possuem propriedades 6timas, nesse sentido, o ideal seria que
todas as funcdes em Z! fossem continuas. No entanto, este fato ndo se verifica, basta

observar que a funcao f : R — R definida por

flx) =z —[z],
onde |x] é a parte inteira de x, é uma funcio !, mas possui uma quantidade infinita
de descontinuidades.
Figura 20 — Grafico de f(z) =z — |z

AY

f(=z)

Fonte: proprio autor.

O resultado a seguir afirma que existe uma funcao continua que aproximam qualquer

funcao em #! definida em um intervalo.
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Teorema 4.1. Seja f : [a,b] — R uma fungio £*. Entdo, dado € > 0, existe uma fungio
continua ¥y, : [a,b] — R, tal que ¥, (a) = ,(b) =0 e

/|f (z)] do <e.

Demonstracao. Iremos considerar dois casos.

i) Caso f seja limitada e, por hipdtese, sendo f uma funcio .£*!, entdao dado € > 0,

existe uma partigdo a = xg < 1 < --- < xx = b do intervalo [a, b], tal que

/ dx—Zml —xiq) <

onde m; = inf{f(z);x;_1 <z < x;}. Agora, tome a fungao

, (4.1)

N ™

o ri,x) — R

T = m;.

Note que o somatoério em (4.1) é a integral de ¢ no intervalo [a, b], assim, temos que

/abf(m) d:(:—/ dx—/ f(z da:<§ (4.2)

Agora, construiremos uma funcao 1, formada por trapézios com angulos da base
medindo n, cujo grafico aproxima-se ao de ¢. Para ilustrar tal fungdo, apresentamos

a seguinte figura.

Figura 21 — Grafico de ¢(z) e 1, (z).

AY
o(z)

ms

.

Fonte: proprio autor.

Assim, a diferenca, em modulo, entre as areas de ¢ e 1, é dada pela soma dos

triangulos retangulos pontilhados na Figura 21.

Utilizando conceitos basicos de trigonometria, conseguimos a seguinte relagao

k 2

[ 16(@) = gu(e)] dr =3

i=1 tg(”) .
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Como f é limitada, entdo existe M > 0 tal que |f(z)] < M para todo x € [a,b|.

Desse modo, segue que,

Assim, fixado k, existe n tal que

2

b kM
[ le@) = pn(o) de < o5 < 5. (43)

Portanto, das inequacoes (4.2) e (4.3), segue que
b b
[f(@) =n(@)] dz= [ |f(2) —o(2) +¢(z) = Pu(z)] dz
< [17@) ~ et@)] de+ [ lo(w) ~ va(a)] @z

<8~|—€<5
2 2 '

ii) Se f for ilimitada e sendo f uma fungdo Z', entdo dados ¢,0,n7 > 0, existem

fechados Fy = [a1,b1], ..., Fy = [ag, bg] tais que

<e/2 (4.4)

/abf(x) dr — g/{::; f(z) dx

Como f ¢é limitada em cada intervalo [a; 49, b; —7)|, entdo, pelo caso anterior, existem
fungdes continuas v : [a; + 0,b; — n] — R, com ¥;(a; + 0) = 1;(b; — n) = 0 tal que
k

2 {/abin [f(x) = di(=)] dx} <ef2 (4.5)

i=1 i+0

Considere a funcio v : [a,b] — R definida por

~ Yi(z), a;+6<x<b—n.
Vi(z) =
0, oG <r<a+d6 e bj—n<z<b.
Segue que,
S{ [ i) - o o)
k ai+o k bi
- — 0| dab+ —0| d
S{ Lo -0 aef {1170 -0l ao]
k o
e[ 1) - o) do)
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i{/” |dx}+zk:{/' |dx} /|f |d:p—2/a v)| dr.

=1
Assim, temos que
k

;{ﬁ;vM—@uMM}

%

k

—/U?|M—Z/ ol o+ [ 1) - o) do
7) dx—;/J; (@) do +§k3{/;§ — ()] d:z:}.

=1
Concluimos das relagoes (4.4) e (4.5) que

k

> {/bi_n ‘f(ﬂc) - 1@(%)’ da:} <e.

i=1 (Jaito

Estando os coeficientes de Fourier bem definidos em #! e aliado ao resultado que
existe uma fungao continua que aproxima qualquer funcao neste espaco, podemos comecar

a estimar o erro na aproximacao de uma fungao por meio de sua série de Fourier.

4.1 Convergéncia pontual

O problema de analisar a convergéncia da série de Fourier em um ponto x € [—L, L], pode
se resumir a determinar o erro

flz+0)+ flz—0)

5 : (4.6)

en(x) = sp(x) —

onde s, () é a soma parcial de Fourier dada por

= % + kz::l [ak cos(T) + by, sen <kiﬁ>1 . (4.7)
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Inicialmente, iremos reescrever (4.7) a fim de simplificar a expressdao. Assim,

-3 (5] ()
/f o3 oo (") [, T s ()

() ()
0 1 10 e ) ) ) ) o)
12 5 ) ()
s [0 E el )
i

A seguir estudaremos a expressao entre chaves acima a fim de garantir algum resultado

sobre o erro e,(x).

4.1.1 Ndcleo de Dirichlet

A expressao

D, (z) = i B + zi: cos(kxm/L)

¢é conhecida como Nicleo de Dirichlet, portanto

(@)= [ F@)Dula— ) dy (1.9

Proposicao 4.1. O nicleo de Dirichlet, possui as sequintes propriedades:
i) Dyp(x) € uma funcao par;

Demonstra¢io. Mostraremos que D,,(—x) = D, (z). Assim, note que

Dy(—) = 2 B + ’icos(k(_;)ﬂﬂ |

Usando a paridade da fungao cosseno, temos que
cos ko)) _ oS @
L B L)

D,(—x) = 7 B + icos(lﬂj?ﬂ = D,(z).

assim
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it) Dy, (x) é uma fungdo continua;

Demonstragao. Iremos avaliar lim,_,, D, (x). Assim,

. N N I R kxm
lim Dy, (z) = lim 7 lZ + > COS(L)]

k=1

1 1 " k
=1 [i%%zﬂiLI}LZCOS(?)]

k=1

()

]
i1) Dy(x) é uma fungao periddica de periodo 2L;
Demonstra¢io. Mostraremos que D,,(x + 2L) = D,,(z), assim
Dy(x+2L) = 2 ; + écos(lm(sg; QL)N
el )
= i ; + kgl lcos(?) cos(2km) — sen (T) sen(2k7r)”
()1l
()
= D,(z).
]

i) /LL D,(z) de =1;

Demonstragio. Usando as propriedades de integral e a substituicdo u = knx/L,
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temos que

:L + n[;T (—sen(km) — Sen(—kﬂ))}

L
(£+---0)
nm

W) Dy(0) = (nt )

Demonstragio. Iremos avaliar D,,(z) com z = 0, assim

s(0 - k’T(‘/L]

Z 1
o

1 1
l\DM—‘ l\D\l—‘ w\»—n

vi) Sex € R—2LZ =R — {0, +£2L,+4L, +6L, ...}, entdio
2 1
1sen<( n+ )QL)
27, T
Sen(zL)

Demonstracdo. Seja S, uma fungao da seguinte forma

D, (x) =

1

S.(0) = LD, <L7f>+2 (4.9)

_ l +icos(’” Leﬂ +;

™

_1+Zcos (k).

k=1



Convergéncia pontual 65

Note que, S, () = Re (1 +>0, eike), além disso,

1+Z€ik0:1+€i9+€2i0+"'+€ni9,
k=1

é a soma dos (n + 1)-ésimos primeiros termos de uma Progressao Geométrica (P.G)

com termo inicial 1 e razdo e, assim, usando a férmula da soma finita de uma P.G

e tomando @ de forma que ¥ # 1, isto é, § ¢ 277, temos que

n_ 1 (ei?)™
)
1- (eie)nH e—i0/2
T it o—i0)2

o—i0/2 _ 4i0(n+1/2)

e—i0/2 _ ¢if/2

Usando a identidade de Euler no tltimo quociente acima, temos que
0 . 0 2n+1 _ 2n+1
cos<—2> +zsen<—2> — [cos(Q 5 ) +zsen<9 5 )}
B g\ . 0 g\ . 0
€OoS <—2> —I—zsen<—2) — lcos <2> + zsen(zﬂ
0 2n+1 _ 0 _ 2n +1
cos<—2> — cos(ﬁ 5 ) —|—zsen<—2> — zsen(@ 5 )
B 0 0\ 0 . (0
CoS (—2> — COS <2> +1 sen<—2> —1 sen<2>
0

2 1
COS<9 n2—l— ) — COS(Z) sen<92n2+ 1)
0 g 0
21 sen<2> 28en<2>
Logo,
2 1
1 sen<9 ny )

28611(0)
2

assim, fazendo LO/m = z na equagao (4.9) e utilizando a expressao para .S, dada
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acima, temos que

Como supomos 0 & 277 e realizamos a mudanga de varidvel LO/m = x, seque
x & 2L7.
Agora, estamos em condigoes de apresentar outra expressao para o erro e, (z).

Usando a substitui¢ao t = = — y na equagao (4.8), temos que

/LL fW)Dy(x —y) dy = /w

Segue da periodicidade de D,, e f que

/:HL flx —t)D,(t) dt = /L flz =)Dy, (t) dt,

L —L

z+L

Fla —O)Du(t) - (—1) dt :/ Fla — O)Dn(t) dt.

z—L

xz—L

—(=L)

dessa forma,

[ 5D =y dy= [ f - 0D dr (4.10)

—L

Além disso, note que

/LL F@ — Do (t) dt = /0

—L

Flaw —)Da(t) dt + /OL Fla —t)Da(t) dt. (4.11)

Fazendo u = —t na primeira integral do membro direito da igualdade acima e usando a

paridade de D,,, temos que

/O Fla —)Do(t) dt = — /0 F(& + 1) Do (—u) du = /OL F(& +u) Dy (u) du.

L L

Sendo t e u apenas simbolos, segue que
L L
/ f(x 4+ u)Dy(u) du:/
0 0
0 L
[ f@=0pat) de= |
-L 0

(x + 1) Dy (t) dt =

(x + ) Dy (t) dt
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Assim, usando a igualdade acima na equacao (4.11), segue que

/_LL fla —O)Do(t) dt = /_L

— /OL f(z+u)Dy,(u) du+ /OL flz —t)D,(t) dt
= [ DS+ 1)+ fla )] dn

({ﬂx—ﬂDdﬂdﬁ+Aaﬂx—ﬂDdﬂdt

Agora, usando (4.8), (4.10) e esta ultima integral, podemos reescrever e, da seguinte

forma
cul) = [ F@)D(x —g) dy - TEHOEIEZ0)

= [ Du0) 5+ )+ S =) de— 517+ 0)+ fo = 0)].

Além disso, usando o fato de que

/L D(®) dt:1:/_0LDn(t) dt+/OLDn(t) dt —>

-L
L 1
/ Do(t) dt = =,
0 2
onde realizamos a substituicao u = —t e usamos a paridade de D,, para obter a tltima

expressao. Entao, podemos escrever

fz+0)+ fx—-0)

= [ Dut) [ +0) + 1o = 0)] .

2
logo,
en(@)= [ 1)Dulw — ) dy - TEFOLIEZ0)
= [ D) S+ 0+ fa = 0] dt— [ DO+ 0) + fw —0)] d
[T DuO @+ t) — O] + [fla— 1) — f - )]} de.

Fazendo g(z,t) = [f(x +1t) — f(x +0)] + [f(z — t) — f(z — 0)], resulta que

en() = /0 " Dug(a.t) dt.

Com esta expressao para o erro e, (x) cometido na aproximagao da soma parcial s, (z)
da série de Fourier em um ponto = € [—L, L], podemos estudar certas propriedades e
comportamentos sobre f de modo que a integral acima convirja para 0. Este resultado é

conhecido como Teste de Dini, para demonstra-lo utilizaremos o seguinte lema.

Lema 4.1.1 (Riemann-Lebesgue). Seja f : [a,b] = R uma fungio £ em [a,b]. Entao,
b
lim [ f(z)sen(tx) dx = 0.

t—o0 Jq

lim /b f(z) cos(tzx) dz = 0.

t—o00
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Demonstragao. i) Supondo que f seja limitada, entao existe M > 0 tal que |f(z)| < M
para todo = € [a,b]. Sendo f uma funcao Z! em [a, b], entdo f ¢ integravel. Assim,

dado € > 0, existe uma partigdo m do intervalo [a, b] da seguinte forma
Tia=x9<T1 < -<x,="0,

tal que a diferenga entre as somas superiores e inferiores de f seja menor que £/2,

ou seja,
Sif.m = slf,m) < 5. (4.12)
Considerando os intervalos [xg, z1], [x1, 23], ..., [Tnh_1, Zs], entdo

b

/ab f(z) cos(tz) dx = / f(a:) cos(tz) dx

a
f(z;) cos(tx) dx — Z/ f(z;) cos(tx) dx
Tj_1

Tj—1

Zéf(l‘j)/zj

cos(tx) dx + Z/ f(z;)] cos(tzx) dx
i1

Note que, sendo t > 0, podemos estimar a primeira integral acima da seguinte forma

Zj

sen(tx)
t

N

/zj cos(tx) dx

j—

Além disso,

Desse modo, segue que

/a " F(a) cos(tz) da| g ;) / cos(tz) da:+z / - F(x;)] cos(tz) dx
< jZZjlf(xj) [ costta) da + Z / /(&) — fay)] cos(ta) da
< ; ) | cos(tx) da| + Jé / (@) = f(a;)] cos(ta)]| de
< |3 Ste) [ eostia) el + 35 [ 1) = sG] e
< o )+ X0 — s )
< 20 Sy~ my) 1~ )
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Note que >, (M; — my)(zj—1 — x;) = S[f, 7| — s[f,7]. Tome t, natural tal que
2nM [ty < €/2. Logo, da desigualdade acima, e de (4.12), segue que

< E.

/ab f(z)cos(tx) dx

Concluimos que dado € > 0, existe g natural tal que

b
t>ty = / f(z)cos(tx) dz| < e,

portanto,
b

lim [ f(x)cos(tz) dz = 0.

t—o0 Jq

ii) Se f for nao limitada e sendo f uma funcio £, entdo, pelo Teorema 4.1, existe

uma fungao v, : [a,b] — R tal que para todo ¢ > 0, tem-se

/ If(x (2)| de < 2/2. (4.13)

Pelo Teorema de Weierstrass, toda funcao continua em um intervalo compacto é
limitada e, portanto, integravel. Assim, 1, é integravel em |[a, b]. Pelo caso anterior,

dado € > 0, existe 1y tal que, para todo t > ty, ocorre que

/ab () cos(tx) dx| < g/2. (4.14)

Note que

x)cos(tr) dr| = / () cos(tx) d:c—i—/ (x)] cos(tz) dx

IN

/1/Jn ) cos(tz) dx| +

b
slwwmmm+ F(@) = ()] - |eos(ta)| da

b b
< | [ ulw) costa) da| + [*1f(@) = vu(@)] da.

De (4.13) e (4.14), segue que

<e.

/abf(x) sen(tz) dx

Se o integrando for a fungao f(x)sen(tx), o procedimento é andlogo e pode ser encon-
trado em 2, p. 56. ]

Teorema 4.2 (Teste de Dini). Seja f : R — R uma fungdo periddica de periodo 2L e
LY em [—L, L] cujos limites f(x +0) e f(xz —0) existam para x € [—L, L|. Suponha que

[

exista n > 0 tal que
g(z,1)

‘ dt < oo, (4.15)
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onde g(x,t) = [f(x+t) — f(x +0)] + [f(x —t) — f(z — 0)]. Entdo,

Jim en(z) =0.

Demonstracao. Note que

en(z) :/OLDn(t)g(x,t) dt:/;tDn(t)g(J;’t) dt+/6L Do(t)g(x,t) dt,

para algum 0 < 6 < L. Pelo item vi) da Proposicao 4.1, temos a seguinte igualdade

/; Do(t)g(,t) dt = /L sen<(2n 4 1)”) G

5 2L mt >
2L —
Sen(QL

Assim, temos que
5 t L t t
en() :/ £D, (1210 dt+/ sen<(2n+1)7r>g(x’) dt. (4.16)
0 t 5 2L mt
2L sen ﬁ

Iremos estimar ambas as integrais acima. Para isso, note que

t
sen((?n + 1);TL>
[tD, ()| = |t = , t€(0,L]
2L —
Sen<2L>
. t o
— Tt | Tt
2L — 2L —
Sen<2L> Sen<2L)

Além disso, se t € (0, L], entdo a funcdo sen(wt/2L) é crescente neste intervalo e seu

maximo ocorre quando t = L, assim

[tD, (1) < =, te€(0,L].

(NN

Multiplicando a desigualdade acima por |g(z,t)/t|, segue que

(
g(z,1)
'

0,250 <

Utilizando a hipétese (4.15) e tomando convenientemente 6 < min{L,n} de modo que

dado ¢ > 0, tenhamos
5
/ tDn(t)g(m)
0 t

/0 ' tDn(t)g (‘Z’ ) dt

1
-2

EE

<
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Fixado este §. Pelo lema de Riemann-Lebesgue, dado € > 0, entao para n suficientemente

grande, temos que

L g(x, 1) 2
/5 sen<(2n+ 1>2L>t dt| < 5

s
2L
Sen(2L>
De (4.16), segue que
t t
len(x)] = / tD,( sen( 2n+1)7r )g(x’)dt
2L/ 9, sen(m>
2L
s t L t t
< / tDn(t)g(x ) dt| + / sen<(2n+1)7T )g(x,) dt
0 5 2L (7”5)
2L sen| —
2L
<eE.
Portanto, lim,, o e,(z) =0 [ |

Perceba que nas hipdéteses do Teorema de Fourier temos f diferenciavel por partes,

assim, as derivadas laterais

7(2) = Tim flx+1t)— f(z+0)

t—0+ t t—0— t

existem. Nessas condigoes,

/77 g(fﬁyt)| M[fle+t) = fle+0)]+[fle—t) - flz-0)]
0 t t

dt

flz+1t)— (x—i—O)’

f(fv—t)—f(ﬁ—o)‘
t

O fato de f (z) e f’(x) existirem, implica que existem constantes M, N tais que
M e

()| <

f- (x)’ < N. Tomando 7 suficientemente pequeno, entao

[

Portanto, o Teste de Dini ¢ um caso mais geral do Teorema de Fourier.

f(x—i—t);f(x—l—())‘ dt+/0n

f(x—t)—f(l“—o)‘

; dt < (M + N)n < oc.

Exemplo 4.3. Considere a fungio do Exemplo 3.6 dada por

Entao a série de Fourier converge pontualmente em x = 1/2.
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De fato, note que

GOl ol ) G

Assim, tome n = 1/4, entdo
1

/z 9(%775) dt:/i dt:/i
0 0 0

t
Portanto pelo Teste de Dini, no ponto x = 1/2, a série de Fourier é pontualmente con-

FR+t)+f(3-1)-2
{

2—-2
2 0 <o

vergente.

O Teste de Dini estabelece condi¢oes suficientes para que a série de Fourier de uma
fungao f convirja para f em um ponto x € [—L, L]. No entanto, se quisermos garantir
esta convergéncia para todo ponto do dominio de f, ndo poderemos utilizar este resultado.
Assim, na proxima secao estudaremos a convergéncia uniforme da série de Fourier de uma

fungao f.

4.2 Convergéncia uniforme

Em muitos casos, para analisar a convergéncia da série de Fourier de uma funcao, pre-
cisamos analisar os seus coeficientes, pois, os coeficientes e as séries de Fourier estao

intimamente relacionados.

Nesse sentido, esta secao apresentara a Desigualdade de Bessel que estabelece resul-

tados sobre a convergéncia dos coeficientes de Fourier de uma funcao.

4.2.1 Desigualdade de Bessel

Definigao 4.3. Dada uma fungdo f : [a,b] — R. Se f e |f|* forem integrdveis, entao f ¢
de quadrado integrdvel. Se f for uma funcao deste tipo, diremos que f é uma funcao de

Z2.

Proposigao 4.2. Se f: [a,b] — R for uma funcdio limitada e integrdvel, entio f € L2

Demonstragio. Precisamos mostrar que | f|? é integravel, isto é

/:|f(x)|2 dr < oo,
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Sendo f limitada, entdo existe M > 0 tal que |f(z)| < M para todo = € [a, b], desse modo
f@) <M = |f(2)] < M>.

Integrando esta inequagdo em relagdo a x no intervalo [a, b], segue que

b
[ @) dz < M0 - a).

[ ]

Definigdo 4.4. Dada uma sequéncia de fungoes (f,), com f, : [a,b] = R e f, € £

Diremos que (f,) converge, em média quadrdtica para f se

n—o0

b
. 2
lim / |fn(x) — f(x)|” dx = 0.
a
Com esta definicdo, mostraremos que as somas parciais de Fourier sao o melhor po-
lindmio trigonométrico que aproxima, em média quadratica, uma funcdo f € £2.

Seja s, () a soma parcial de Fourier de ordem n e considere um polindémio trigono-

métrico t,(x) de grau n da forma

" k k
to(z) = %O + kgl [ck cos(f) + dy, sen(?)} .

Desse modo, os erros cometidos na aproximacao de f por s, e t, sao dados, respectiva-

mente, por

n= [ lsnla) = S d,
b= [ o)~ S da.

Provaremos que e, < é, e isto mostrara que s,, € o melhor polindémio trigonométrico que

aproxima f.
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Fazendo C; = ¢; cos(imx/L) e D; = d;sen(imx/L), segue que
/L

L

-/,

2

dx

3

O LSOk + Dy - fla)

k=1

2

020+§nj (Cy + Dy —f(x)} dr

_2f<x>{‘;°+é[ck+0k]}+f2<w> &
[(3) +o S p-2re i v
+ () dw+/_LL k; [Ck+Dk]>2 dz

Na tltima igualdade, temos que

.

L

M=

[Ck+Dk> dx—/ S S (C) + D)) (Ch + Dy) de

Lp=1j=1

I
—

> C;Cy + C;Dy + D;Cy, + D;Dy, dx
1j5=1
L

I
—

—L

D

1j

n

Cdea:Jr/ C’Dkd:z:Jr/ Ddea:+/ D, Dy, de

b
I
—_

M:

L,
n L
kzzlj /Lc Cr, cos( >cos<kzx> dx—i—/ cjdkcos<‘]z$) sen<k2x> dx

L ] k L ] kmx
] T Jjmx
—l—/_L d;cy, sen<L> cos<L> dx+/_L d;dy, sen<L> Sen< 7 ) dzx.

1

Utilizando as relagoes (3.17), (3.18) e (3.19) nas integrais acima, segue que

[ (S i) a1 5 qeor (M) watoon (M) o

k=1
=1L Z (cz + dz) :
k=1
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Substituindo tal expressao no calculo de é,, temos que

Co

e, :/_LL (02°>2+c0ki1[0k+17k] —2f(2) { : +kil[0k+Dk]} + () dx

LY (¢ +d7)
k=1

2 k=1 k=1
-2 Lf(m){o—i-Z[Ck—l—Dk]} dx
-L k=1

Note que

L noo.L
/ Co Z [Ckx + Dy| dx = ¢y Z/ Cr cos(m) + dj, Sen<lm> dx
L =1 k=1""L L L
" (L kra\ " L k
:Cokz(kjrk sen(f) —i—dk/_Lsen(?)).

1 ~L
Sendo o seno uma fun¢ao impar e sabendo que o seno de qualquer multiplo inteiro de 7

é zero, entao

L n
/LCOZ[Ok+Dk] dx = 0.

k=1
Dai,
L n L n
én:2c3+Lk2::1(ci+di)+/_Lf2(x) d$—2/_Lf(x){20+kz::1[C'k+Dk]} dz
gAY (G+d)+ [ P@di—c [ j@) do

De (3.20) e (3.21), segue que

L " L
é, = Ecg +LY (cﬁ + di) + /L f*(z) dx — Legag — 2L (eray — diby,)
k=1 - k=1
_ L, L (2 [
= 5 (CO — 260@0) + /—L f (LC) dx + Lkz::l (Ck — QCkCLk> + Lkz::I (dk — Qdkbk) .
Completando quadrados, temos que

L . - t
€ = §(Co—ao)2+LZ(0k—ak)2+LZ<dk_bk)2+/Lf2(x) du
k=1 k=1 h

—LG:(ai—i—bi) —gag.
k=1
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Sendo €, um numero nao negativo, entdo, na expressao acima, o menor valor para é,

ocorre quando ¢y = ag, ¢ = a € dr = bg. Assim, segue que t,(z) = s,(x) e, portanto
en < é,.

E isto mostra que a soma parcial de Fourier é o melhor polinémio trigonométrico que
aproxima f. Concluimos ainda, que
L (2 g2 L,
OSen:/ f(x)dx—LZ(ak+bk)—§a0,
—L k=1

desse modo,

n

2, 22
Z ak + b + D /
Z “1
Como esta relagao vale para todo n > 0, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.3 (Desigualdade de Bessel). Seja f : R — R uma fungao periodica de periodo
2L com [ € L2, entdo

CL2
20"‘2(%"‘52 / f2(z)
4.2.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz e Desigualdade de Minkowski

Teorema 4.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam (ay) e (by) duas sequéncias de

n 1/2 / n 1/2
(54" (59
k=1 k=1

Demonstracao. Considere a seguinte expressao

n

Z(ak + tbk)2,

numeros reais, entdo

k=1
para algum ¢ real. Segue que
D (a4 thy)? = (af + 2tagby + 207) = > ap +2t > apby + 17> b
k=1 k=1 k=1 =1 k=1

Note que o tultimo membro da expressao acima é um trinémio quadratico na variavel t.

Desse modo, o discriminante deste trindomio é nao positivo, pois, seu grafico toca o

eixo das abscissas no maximo uma vez, pois, (ay + tb;)? > 0. Assim, temos que

son) (£ (54) 0~

k=1

() =(5) (£) —

<(5) (%)

k=1
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Corolario 4.4.1. Sejam f, g : [a,b] — R duas funcées com f,g € £L?, entdo

L[ )" ([0

Segue de forma andloga ao resultado para sequéncias. Basta considerar a expressao

[ 17@) + o) da

Proposigao 4.3. Seja f : [a,b] — R uma fungio tal que f € L2, entio f € L.

Demonstracao. Precisamos mostrar que

/ab|f(x)| dzr < 0.

Considerando uma fungéo g : [a,b] — R de modo que g(z) = 1 e aplicando a Desigualdade

de Cauchy-Schwarz para integrais, segue que

[ 1) e < ( [ dx) " ( [ ey dw)m
= (b—a)'/? (/abf(x)? dx>1/2.

Como f € £?, entdo o membro direito da desigualdade acima converge e, portanto, |f]|

¢é integravel. ]

Teorema 4.5 (Desigualdade de Minkowski). Sejam (ax) e (by) duas sequéncias de ni-

1/2 n 1/2 n 1/2
(54" (5

k=1 k=1

meros reais, entao

[Zﬂj (ax + be)?

Demonstracao. Considere a expressao
n n n n
Zak—i-bk Z ,Z—FQZkak—f—Zbi.
k=1 k=1 k=1 k=1

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

n

Swrnts (Y] () 43
k=1 k=1 k=1 k=1

o E )T

Segue que
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Corolério 4.5.1. Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes com f,g € L2, entdo

l/ab (f(x) + g(x))? da:] v < (/ab () dx) 1/2 .\ </abg2(gj) dx) 12

De fato, basta considerar a expressao

/ab(f() d:z:—/f2 d:v+2/ da:—l—/

E aplicar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais.

Para garantir a convergéncia uniforme da série de Fourier de uma fungao f, periddica

de periodo 2L, devemos analisar a convergéncia da série

> lan] +[bal
n=1
pois, uma vez que
an COS<W>‘ <la,| e (mr:v)‘ < |bn|,
L L
entao
;::1 (ancos<m£ )+b sen<n2x>) < Z ancos(mli )+b sen(nzxﬂ
T

(%)

)

< Z <an cos(mmﬂ +
n=1 L

< Z || + [bn] -
n=1

Desse modo, as desigualdades estudadas anteriormente serdo importantes ferramentas

para esta analise.

4.2.3 Teoremas de convergéncias uniforme

Teorema 4.6 (Primeiro Teorema de Convergéncia Uniforme). Seja f : R — R wuma
fungdo continua e periddica de periodo 2L tal que f' € L2, entdo, a série de Fourier de

f converge uniformemente para f.

Demonstragio. Sabemos de (3.20) que
L
La, :/ f(z) cos(mrx) dx.
-L L
Fazendo u = f(z) e dv = cos(nmx/L) dx e integrando por partes, segue que

La, = nl;r f(zx) sen<m£m> iL - nl;r f(x )sen(nzx) dx
L

L nwx

P — / -

= Lf(:c)sen( 7 )dx =
L1

L
tn=—0 | f'(z) sen(n;m) dz.
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Procedendo de forma analoga para b,,, concluimos que

L L

a,=——0b, e b,=—a
nm nmw

onde a!, e b, sdo os coeficientes de Fourier de f'.

Assim, temos que

n

> ol + 1) = 3 (|~ ] + e

k=1 k=1

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

>Hb<
ﬂ\h

?T‘\H

(lax| +[bk])

?v\r—ﬂ

> i+ kD < £ [ 3 ) RS

“Ta

Pela mesma desigualdade considerando (ay, by,) e (1, 1), temos que (|a}| + |b,])* < 2[(a})? + (0,)?],

LS e+ < [ A s ]
) N POCVRACE "

Como essas relacoes valem para todo n > 0, temos que

Sl il < 2 [ L1 S e ]

Ambas as séries do membro direito da desigualdade acima convergem. A primeira é uma

p-série com p > 1, a segunda converge pela Desigualdade de Bessel.
Portanto, aplicando o Teste M de Weierstrass, a série

SIECORES)

n=1

converge uniformemente. |
Exemplo 4.4. Seja a funcio f: R — R periodica de periodo 2 definida por

flx)=—|z|+1, —-1<z<1.
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Figura 22 — Gréfico de f(x)

AY

Fonte: proéprio autor.

Entao, pelo Teorema 4.6, a série de Fourier de f converge absolutamente para f, uma
vez que, f € continua e f' é L2
Os coeficientes de Fourier de f sao ag =1/2,b, =0 e

2 4
(]. - COS(TLW)) > Qop, = 0e Aoan—1 — m

ay, =
n2m?

Assim,

flz) = ; + :2 i_o:l (2n1—1)2 cos((2n — 1)mx)

Agora, considerando a soma parcial de Fourier de f

1 4 & 1
sn(x) = 5 + P 1;1 m COS((Q]C — 1)7‘['5(7),
obtemos os sequintes grdficos
Figura 23 — Soma parcial de Fourier Figura 24 — Soma parcial de Fourier
comn =1 comn =3

AY AY

Fonte: proprio autor.



4.2.  Convergéncia uniforme

81

Figura 25 — Soma parcial de Fourier
comn =29

Figura 26 — Soma parcial de Fourier
com n = 20

AY AY

Fonte: proéprio autor.

No Teorema 4.6, a hipétese de f ser continua em toda a reta é muito forte, nesse
sentido, enunciaremos um segundo teorema que nos dara resultados sobre a convergéncia

de f definida em um intervalo fechado sem pontos de descontinuidades de f.

Para obter tal resultado, utilizaremos o seguinte lema.

Lema 4.6.1. Seja ¢ : R — R uma funcao periddica de periodo 2L definida por

1 x
——(1+2), —L<
2<+L>’ sz <l
Y(x) =40, z=0
1 x
—(1—-= < L.
2< L>’ 0<zs

Entao, a série de Fourier de 1) converge uniformemente para 1) em qualquer intervalo que

nao contenha pontos da forma 2Lk, com k inteiro.

Demonstragio. Dado = € (0, L], note que

4+ )=-30-)-

logo, ¥ é uma funcao impar. Calculando os coeficientes de Fourier de 1, temos que a,, é

nulo, pois, ¥ é impar e
7 [ vwsen(") as
L
- 1 pen(") e [ viysen(F) o
= 7 T 7 ) sen T
1 T nwx T nmwT
=51/, (1 L> sen< 7 > dr + 2L/ (1— L) sen( 7 ) dx.
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Usando a paridade da fun¢ao seno, temos que
1 (L T nwx
E— 1-= it
b L/o ( L)Sen( L )dx

(1 x) L (mrx) L? (mm:) L
= |- — — | — cos — se
L) nm L n2m2 n L 0

Logo, a série de Fourier de 1 é
> 1 nwx 131 nwx
Z—SGDT :7278611? .
—nm i)
Se garantirmos a convergéncia uniforme desta série, o lema estara provado. Nao mostra-

remos tal resultado, mas este pode ser encontrado em 2, p. 74. |

Teorema 4.7 (Segundo Teorema de Convergéncia Uniforme). Seja f uma fung¢io perid-
dica de periodo 2L, continua por partes tal que f' é 2. Entdo, a série de Fourier de
f converge uniformemente para f em todo intervalo fechado que nao contenha pontos de

descontinuidades de f.

Demonstra¢io. Sejam xy, ..., x; os pontos do intervalo (—L, L) onde f é descontinua e
sejam wy, ..., wy os saltos de f nesses pontos, isto é, w; = f(z; +0) — f(z; — 0), com
j=1,... k.

Utilizando a funcao ¢ do Lema 4.6.1 para pontos da forma z; £+ 2Ln, com n =
0,1,2,..., temos que ¥(x; £ 2Ln — x;) = (2Ln), por definicdo, nestes pontos 1 é
descontinua e

Y(2Ln +0) —¥(2Ln — 0) = . (1 B m) - [_1 <1 * 2?)}

Assim, a fun¢ao w;y(x — ;) é descontinua nos pontos da forma x; = 2Ln e o salto nesses
pontos ¢ w;. Desse modo, a funcao g;(z) = f(r) — w;i(x — z;) é continua em cada um
destes pontos, pois, os saltos nestes sdo iguais a zero. Além disso, g; é continua em todos

os pontos onde f é continua.

Desse modo, a funcao

g(x) = f(x) = > wih(x — x;)

Jj=1
é continua em todo ponto x. Assim, pelo Teorema 4.6, a série de Fourier de g converge
uniformemente para g. Desse modo, a série de Fourier de f converge para f nos pontos

onde a série de Fourier de ¢(z — z;) converge para a mesma.
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Portanto, pelo, Lema 4.6.1 a série de Fourier de f converge uniformemente para f nos

intervalos fechados que nao contenham pontos da forma z; + 2Ln com n inteiro. ]

Em posse dos teoremas sobre convergéncia das séries de Fourier, voltaremos ao pro-
blema da conducao do calor em uma barra finita, definindo o sentido de solucao que

buscamos bem como condi¢oes para a sua existéncia.






85

Equacao do Calor

Nesta secao, com o auxilio da teoria das séries de Fourier, estudaremos condigoes para

que a equagao do calor tenha solugao.

5.1 Barra com extremidades a 0° C

Voltaremos a abordar o seguinte tipo de problema
ur(z,t) = Kugy(z,t), 0<z <L,
u(0,8) = u(L,) =0, >0, (5.1
u(z,0) = f(x), 0<z<L.

Vimos que a funcao

Zce K(nm/L)* Sen(mg:v)) (5.2)

satisfaz as condigdes do PVIF (5.1), no entanto, isso nao é o suficiente para determinar

se (5.2) é solugao do PVIF. Por exemplo, considere a fungao

flx), t=0e0<zx<L,
u(z,t) = 10, t>0ex=0oux=1L,
1817, t>0el0 <z < L.

Note que para t > 0, © nao se comporta bem, pois, nas extremidades a temperatura é
0°C e no interior da barra a temperatura salta para 1817°C. Em outras palavras, a funcao
u(x,t) ndo tem relagao alguma com f(x). Assim, precisamos definir o que se entende por
solugdo do PVIF (5.1).

Além dessas consideracoes fisicas, estenderemos o dominio de f de forma que esta
fungao seja impar e periédica de periodo 2L, uma vez que a expressao (5.2) é a série de

Fourier de uma fungao nessas condigbes. Assim, os coeficientes de Fourier em (5.2) sao

Cn 2L/ sen(m d:l:> = i/OL f(x) sen(TwLm) dx.

dados por
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Defini¢do 5.1. Além das regides Z e # definidas anteriormente. Definiremos outra

regiao Z C R? da seguinte forma:

o~

R ={(x,t) eR*0<x < L,t>0}
Definicao 5.2 (Solucio do Tipo I). Uma funcio u : Z — R é solugio do PVIF (5.1) se

o satisfizer, for continua em %, e u; e u,, existirem em Z%.

Note que se u for solu¢do do Tipo I do PVIF (5.1), entao u é continua, que implica
u(z,0) = f(x) continua. Isto é razodvel, mas ha certas situagoes fisicas em que nao

podemos garantir essa propriedade.

Por exemplo, considere a situacdo em que duas barras com temperaturas diferente sao
fundidas imediatamente e formam uma tnica barra, entdo a funcao f(z), que modela a
temperatura no instante ¢ = 0, nao pode ser continua no ponto onde as barras foram

fundidas.

Figura 27 — Barras fundidas com ¢t = 0 Figura 28 — Barras fundidas com ¢ > 0

‘g g

Fonte: préprio autor.

Nesse sentido, definiremos outro tipo de solugao para o PVIF (5.1).

Definigao 5.3 (Solugao do Tipo II). Dada ¢ uma fungao continua por partes em [0, L].
Uma funciio continua u : Z — R é solugdo do PVIF (5.1), se

U = Ky, O<z<L,t>0
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0
L L
lim/ u(z, t)p(x) dx :/ f(x)p(z) dx
t—0 Jo 0

Dada essas defini¢oes, segue o teorema que da condigoes para que haja uma solugao
para o PVIF (5.1).
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Teorema 5.1. Se f for uma fungio £* em |0, L], entio

K(nm/L)? mrx)
E Cne” sen(L
define uma solugao do Tipo II do PVIF (5.1).

—K(nm/L)?t

Demonstragio. Sejam F,(x) = sen((nwx)/L) e G,(t) = e , entao

[e.9]

t) _ Z Cne—K(nﬂ-/L)Z <n7m:> Z .G n n )

i) Inicialmente, vamos verificar se a igualdade u; = Ku,, ocorre, assim
a 0. ] [o.¢] a o
t) = 5 [Z ann(t)Fn(a:)] = Z cna (G (t)Fy ()] = Z enG' () F(2)
n=1 n=1 n=1

') K 2,2 K 2 o0
=3 e, Fo(x) <_’”€—K<m/L)2t> — T anF (2)Ga(t),

n=1 L? L?
8 o0 oo a oo ,
ug(x,t) = E l > ann(t)Fn(a:)] = ;cn% (G (t)Fn(z)] = ;ann(t)F (x)
= Enz::lnann(t) cos( 7 )
= Uge(2,t) = —% fjln%nc:n(t)pn(x)

Assim, de fato, a relagdo wy(x,t) = Kug,(x,t) é satisfeita.

As operacgoes realizadas nas somas infinitas acima s6 sao possiveis se tais somas
forem convergentes. Assim, precisamos garantir a convergéncia uniforme das séries

nas fungoes u, u; € Ug,.

Note que
u(z,t)) \— K(nm/L)? sen<m> < i cne’K("“/L)Qt sen(mﬂ
L ~ L
< i ‘CnefK(mr/L)zt

3
Il
—

Fixado t > 0, desconsiderando as constantes ¢,, e aplicando o Teste da Razao para
séries, temos que

—K[(n+1)7/L]%t 1
e@n+1)Ktn2 /12|

e

RO TI? —Ktr2?[(n4+1)2—n?]/L? _
e—K(nm t

= lim |e
n—oo

lim
n—oo

n—oo

Como u; e u,, diferem a menos de constantes da série

i_o:l n?F, ()G, (t),
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mostraremos que esta é convergente. Note que |F,(x)| < 1, logo

)| < Z n’ [ Fn(2)Gn(t)] < Z n2|Gn(t)] = Zn o~ Km?n?t/L?
n=1 el

n=1

Novamente, fixado t > 0, pelo Teste da Razao para séries, temos que

(12K 2t/ L2
g [ VP | DR ]
n—0oo n2e—n?Km?t/L? n—oo | n2e@n+)Kx2t/L2| —
Assim, a série numérica
o0
n26—n2K7r2t/L2
n=1
¢é convergente. Note que
K7T2 ad 2 Kﬂ'Q © 9 K’7T2 0o ) .
= e ¥ (t)n?
e
2 | o0 2 oo
[tz (2, £)] = |— Z 'k, )‘ = 5 X P FR@)Galt) < 75 Xm0,
n=1 n=1

Assim, fixado ¢t > 0, as fungdes u,u; e u,, sdo majoradas por séries numéricas
convergentes, portanto, pelo Teste M de Weierstrass, u, u; e u,, convergem unifor-

memente.

ii) Agora, analisaremos se as igualdades u(0,t) = u(L,t) = 0 se verificam. Note que,

— iFn(O)G(t) e u(L,t)= iF (L)Gn(t)

Logo, avaliando F,,(0) e F,,(L), temos que

0 L
F,.(0) = sen(n2> =sen(0) =0, F,(L)= sen<nz> = sen(nm) = 0.
Assim, de fato, u(0,t) = u(L,t) = 0.
iii) Por ltimo, precisamos mostrar que
L L
lim [ u(x,t)p(z) do :/ f(@)p(z) du.
t—0 Jo 0

Assim, sejam

x) = i bksen<k7TLx> e f(z)= i cnsen(nzm),

k=1 n=1

entao

/OLf(x)SO( Z/OL [i C, sen T ] [Zbksen<kmﬂ d
:;,;/OL buc sen (“7 ) sen<k2x> dz.
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Usando a relacao (3.19), temos que

/ f(@)e(x) de=> bucp= == bycy. (5.3)
0 n=1 2 2 n=1
Por outro lado, temos que
I L y dr — I K(nm /L) nmx > b kmx p
lim | u(z, t)p(x) dx lim | Z Cn€” sen(L) kz::l ksen| —— x
k
= hm Z Z cpbre” K(nm/L)? / sen(m> sen<m> dzx.
n 1 k=1 L L
Usando, novamente, a relagao (3.19), temos que
L L e K 2
. i T —K(nn/L)*t
%1_{% ; u(z,t)p(x) de 5 %1_{%7; Crbpe :

_ 2+, , ;.
Knm/L)* ¢ continua para t > 0. Para que a série

Note que a funcao g,(t) = c,bue
°° 1 gn(t) também seja continua, precisamos garantir sua convergéncia, para isso,

note que

chb e~ K(nm/L)? ch | < Z |cnbn| -
n=1

Usando a desigualdade |c,b,| < |2 + 02| /2 (obtida da relagao (|b,| — |ca])? < 0),

temos que

b e~ K(nn/L)?

Z:: 22::]c +b\_2nzl(cn+bn),
onde o ultimo membro da expressao acima converge pela Desigualdade de Bessel.
Logo, g(t) = %%, ¢ubpe K/’ & uma funcio continua, dai

L

lim [ u(x,t)p( Z cnbn, hme K(nr/L)% Z Cnbp,. (5.4)

t—0 Jo

Assim, usando (5.3) e (5.4), segue que

lim Lu(x,t)gp(a:) dr = /OL f(x)p(x) dx

t—0 Jo

Portanto, u(x,t) = 3°°, e K0/ sen((nmx)/L) é uma solucio, do Tipo II, do
PVIF (5.1).

Para garantir resultados sobre solugoes do Tipo I, usaremos o seguinte teorema.

Teorema 5.2. Seja f : [0,L] — R uma fungio continua com f(0) = f(L) = 0 e que
f' exista em [0,L] e f' € L2, entio a fungio u(z,t) = X2, e KO/ D sen((nrx)/L) é
continua e define uma solugao do PVIF (5.1) do Tipo 1.
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Demonstra¢io. Como f é continua, entdo |f \2 também é continua, dai f € £?. Assim,
pelo Teorema 5.1, temos que a fun¢ao u em (5.2) define uma solugao do Tipo II do PVIF

(5.1). Com isso, basta mostrarmos que a série em (5.2) é uniformemente convergente

Note que

u(zx, t)| =

ZC o n7r/L)2tS (nﬂ'x)

Além disso, como —K (nm/L)? < 0, entdo e X(7/D)* < 1. daf

Z cne” K(nm/L)?

u(z,t)] <

Z cpe” K(nn/L)?

A ideia é mostrarmos que tultima série acima é convergente e aplicarmos o Teste M de

Weierstrass.

Aplicando o método de integracao por partes na definicao dos coeficientes c¢,, temos

que

Cn L/ f(z sen(nzx) dx = —;Tf(a:)cos(nzx)

Note que se f’ for uma fungdo par e peridédica de periodo 2L, entdo a ultima parcela

L2

— f( )cos(mer) dx.

0 TL?T

acima pode ser expressa por meio dos coeficientes de Fourier de f’. Assim, estenderemos
/' desta forma para relacionar os coeficientes ¢, com os coeficientes d,, de f’. Assim, segue

que ¢, = Ld,/nm.

Note que

L 2 L\? L
(—dn> >0 — ( ) a2 >0

nm

Dai, segue que

oo o0
lenl < 55
nz::l " 27r2nz::1

Logo, pelo critério das p-séries e pela Desigualdade de Bessel, a série dos coeficientes ¢,

converge e, portanto, a série em (5.2) converge absolutamente. [ |

As séries de Fourier nascem na tentativa de solucionar a Equacao do Calor e, sob
algumas hipdteses, podemos garantir a convergéncia das séries de Fourier, nesse sentido,
até o presente momento, realizamos apenas uma aplicacao direta das séries de Fourier.
No capitulo a seguir, implementaremos as séries de Fourier em Python e abordaremos

uma aplicacdo das séries de Fourier na geragao de figuras.
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Note que para obter o grafico da soma parcial de Fourier no Exemplo 3.6, utilizamos a

expressao

4 & sen([2k — 1]z)
}Z 2% — 1

k=1

No entanto, com esta abordagem, se a funcao f mudar, precisaremos calcular manual-
mente a nova série e se quisermos obter o grafico dessa série, precisaremos escrever sua
soma parcial em Python. Perceba que este processo nao parece nada pratico computaci-
onalmente. Assim, implementaremos um algoritmo que calcula a soma parcial de Fourier

de uma funcao dada de forma computacional.

6.1 Séries de Fourier em Python

Quando buscamos determinar a série de Fourier de uma fungao periddica de periodo 2L,

comegamos pelo calculo dos seus coeficientes

an, / cos(mm) dr, comn=0,1,2,...,

b, L/ sen(L)dx comn=1,2,....

Assim, um algoritmo que pretende determinar a soma parcial de Fourier deve inicialmente

calcular estes coeficientes.

Para obter os coeficientes de Fourier, precisamos calcular uma integral definida que
pode ser estimada por um algoritmo de Soma de Riemann. Assim, computacionalmente,

calcularemos as somas:
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Note que Az = [L — (—L)]/N = 2L/N.

Assim, definiremos a fungdo fourier_coefs que calcula uma lista com os coeficientes

ap € bp. Os argumentos necessarios para esta funcao sao: a funcao f, o nimero L, a

quantidade K de coeficientes e a quantidade N de pontos do intervalo [—L, L].

1def fouri
A =[]
3 B = []

[\]

6 ak =

7 bk =

8

9 DX =

10 xi =

11

12 for

13 ak

14 bk

15

16 xi

17

18 if k

19 A.e
20 else:
21 A.e
22 B.e

24 return

A soma parcial

er_coefs(f, L, K, N):

5 for k in range(K + 1):

in range (N):
+= (f(xi) * np.cos(k * np.pi * xi / L)) * DX
+= (f(xi) * np.sin(k * np.pi * xi / L)) * DX

+= DX

== 0:
xtend ([ak / (2 * L)1)

xtend ([ak / LI1)
xtend ([bk / LI1)

A, B
de Fourier
n k k
sp(x) = % + kz::l [ak cos (?) + by, sen(?)] ,

é calculada com o algoritmo

1def fouri

2 a, b =

er_sn(f, L, K, N):

fourier_coefs(f, L, K, N)

4 def sum_sn(x):

5 S =0

6 for k in range(K + 1):

7 S += alk]l*np.cos(k * np.pi * x / L) + bl[kl*np.sin(k * np.pi *
x / L)

8 return S

9

10 return np.vectorize(sum_sn)



6.1. Séries de Fourier em Python 93

Com essas duas fungoes, conseguimos obter a soma parcial de Fourier de uma dada funcao

f. No exemplo a seguir, veremos como.
Exemplo 6.1. Seja f uma funcdo periodica de periodo 2w definida por

(z+7)? —-m<z<0

fz) = )

(x—m)? 0<z<m.
Plote o grdfico da soma parcial de Fourier de f.

Comegcamos por definir a fungdo f em Python

1def f(x):
2 if -np.pi <= x < 0:

3 return (x + np.pi) *x* 2
5 return (x - np.pi) ** 2

Em sequida, calculamos a soma parcial de Fourier de K termos utilizando a fungdo

fourier_sn da sequinte forma

Ilsn = fourier_sn(f, np.pi, K, 10 **x 3)

Por fim, definimos nosso dominio e plotamos o grafico com o algoritmo

1X = np.linspace(-3 * np.pi, 3 * np.pi, 10 **x 3)
2Y = sn(X)

iplt.plot (X, Y)

5plt.show ()

Figura 29 — Soma parcial com K =1 Figura 30 — Soma parcial com K = 20

a rY
104

-

T T > .
Z\/ 5.0 7.5 \ 10.0 —10.0 -7.5 —5.0 -2.5 0,0 2.5 5.0 7.5 10.0

Fonte: proéprio autor.

r r
401)/ -7.5

Exemplo 6.2. Seja f uma fungdo periddica de periodo 4m definida por

sen(z), —2r<x<0
—sen(z), 0<ux<2m.

fx) =
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Plote a soma parcial de Fourier de f.

No algoritmo abaizo, definimos a funcao f e plotamos o grafico da soma parcial de

Fourier com K termos.

1def £(x):
2 if -2 * np.pi <= x < 0:

3 return np.sin(x)
5 return -np.sin(x)
7sn = fourier_sn(f, 2 * np.pi, K, 10 **x 3)

9X = np.linspace(-4 * np.pi, 4 * np.pi, 10 *x* 3)
10Y = sn(X)

12plt.plot (X, Y)
13plt.show ()

Figura 31 — Soma parcial com K =2 Figura 32 — Soma parcial com K = 50

1.5 AY 1.5 AY
1.0 4 1.0 4

0.5 4 0.5

s 4
=V

154 ~1.5-

Fonte: proprio autor.

A série de Fourier nasce com o proposito de representar uma funcao, sob certas condi-
¢oes, por meio de uma soma infinita de senos e cossenos. Desse modo, esta se¢ao é apenas
uma aplicacao direta das séries de Fourier em Python. No entanto, as aplicagoes desta
ferramenta sao muito diversas, indo desde a compressao de videos e audios até filtros de

imagens utilizados em diversas redes sociais.

Dessa gama de aplicacoes, destacamos a geracao de figuras por meio de epiciclos que

serda melhor explicada na préxima segao.

Um passo central para a geragao de figuras utilizando série de Fourier é enxergarmos

esta série sob a seguinte perspectiva:
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6.1.1 Formulacao complexa da série de Fourier

Considere a soma parcial de Fourier de uma funcao f : R — R peridédica de periodo 2L

n k k
= % +kz::l lakcos<zx> +bksen<zx>] )

Até o presente momento, esta soma é uma fungao da seguinte forma s,, : R — R. Buscando
uma formulacao complexa para s,, utilizaremos a identidade de Euler para obtermos uma

funcao da forma §, : R — C.
Assim, considere um numero real 0, entao pela identidade de Euler
e = cos(0) + isen(0).

Com esta relagao, conseguimos as seguintes expressoes para as fungdes cosseno e seno

0 —if 0 _ —if
cos(f) = e—|—26 e sen(f) = %
i

Assim, considerando os coeficientes de Fourier a,, e b,, temos que

ST SNTT

(mrx) b <n7rx> e 4 eV b e’ —e "L
Ay, COS| —— nsen| — | =a,————— ———————.
L L " 2 2

Desse modo, segue que

sp(x) = ;—%i

—00 n=1
b Znﬂ'l i a/n bn ,L’I’Lﬂ'fE
:Em(z*z) ey (55)

Fazendo ¢, = (a,, — ib,)/2, segue que

Cp = ;(an—z ) 2L/ cos(mm) T —1 L/ sen(mm> dx
AR {COS( ") —isen("7)]

:i/_Lf(x dzx.

Definigao 6.1. Seja f uma funcao periddica de periodo 2L, entdo a série complexa de

Fourier de f é dada por

0 .
Z Cnezrmw/L ’

n=—oo
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onde ¢, ¢é o coeficiente complexo de Fourier dado por
1 /L ,
Cp = E[Lf(x)e_znﬂx/L dzx.

Esta formulagdo serd necessaria para a relagao entre a série de Fourier e a construgao

de epiciclos que veremos na proxima sec¢ao.

6.2 Epiciclos e séries de Fourier

Nesta secao iremos gerar figuras, de forma computacional, utilizando a teoria das séries de
Fourier. Para tal, retornaremos inicialmente ao Exemplo 3.6 e verificar a relagao entre a
sua série de Fourier e a sua formulagao complexa; A referéncia 10 serviu como inspiracao

para a ideia que se segue e 11 desenvolve esta ideia em JavaScript.

Na Figura 16, temos o grafico da fungao s(z) = 4sen(z)/x. Utilizando a formulagao

complexa da série de Fourier, obtemos a relagao
2 T —iT
si(x) = — (" —e .
1(2) i ( )

Dessa forma, intuitivamente, o grafico da expressao acima deve estar relacionado com o
grafico na Figura 16. Mas como podemos obter o grafico de uma funcao real a partir de
uma soma de fungoes complexas? Para responder essa pergunta, observe a figura a seguir,

que ilustra a relacao dada pela igualdade acima.

Figura 33 — Relagao entre sy, 2¢' /it e 2¢7* /im no plano complexo.

A Im

Dessa forma, conseguimos obter o grafico da fungao s; a partir da soma e rotacao dos

vetores 2¢' /im e 2¢~ /iw no plano complexo.
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Figura 34 — Relagao entre s; e o vetor 4¢' /.

Fonte: proprio autor.

Analogamente, o grafico de s5 na Figura 17 é obtido a partir da rotagdo do vetor

2 5 14+ (_1)k+1

— > p

(s k——5

ikx
Figura 35 — Relacdo entre s5 e o vetor 235_ .[1 + (—=1)k+]ei* ik,
Fonte: proprio autor.

A esses circulos centrados em outros circulos, ambos em movimento, damos o nome

epiciclos. A dindmica da geracao desses graficos pode ser vista no link abaixo.

<https://youtu.be/5MBfyngtVSc>

Com isso, percebemos a relacao entre epiciclos e a série de Fourier de uma fungao real.


https://youtu.be/5MBfyngtVSc
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A geracao de figuras por meio de epiciclos usa esta mesma relagdo em uma ordem in-
versa, considerando um grafico, e mais geralmente, uma figura no plano, obtendo epiciclos

que ao serem rotacionados geram a figura original.

Suponha que tenhamos um conjunto finito 2 de pontos do plano que formam uma

figura.

Figura 36 — Conjunto (2

D2

Q

Fonte: proéprio autor.

Além disso, suponha que €2 tenha N elementos, isto é, #{ = N. Sendo {2 um conjunto
finito, entdo existe uma fungao f que associa os nimeros {0,1,..., N — 1} aos pontos de

), para ilustrar esta funcao, observe a figura abaixo.

Figura 37 — Diagrama da funcao f com N =3

2]

Q

b

[
Po

Fonte: préprio autor.

Assim, aparentemente, podemos calcular a série de Fourier de f, entretanto, isto nao
é possivel uma vez que f nao assume valor numérico e nao é peridédica, para contornar

esses problemas, iremos considerar que 2 C C e f é periddica de periodo N, assim,

FO+N) = f(0), fA+N) = f(1),.... fCN = 1) = f(N = 1).
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Além disso, precisamos adaptar a série de Fourier complexa

Z cneinm:/L’ (61)
onde
1 L . 1 2L ‘
Cn =57 /_L f(x)e e/l gy = ﬁ/o f(x)e /L qg. (6.2)

Note que N = 2L, pois, a nossa fungao f tem periodo N. Além disso, na expressao (6.1),

iremos considerar apenas os N primeiros termos, assim,

N-1 ) N-1 ]
f(n) ~ Z Ckezkﬂn/(N/Q) — Z Ck622k7rn/N‘
k=0 k=0

Utilizando a Soma de Riemann em (6.2) e adaptando para esta soma, temos que

_ i = —Qikwn/NA _ i = —2ikmn/N
k=% > fln)e n= > fln)e :
n=0

n=0
Portanto, obtemos a série discreta de Fourier

N-1 )
Z Ck62zk7rn/N’ (61’)
k=0

com

1 N-1

Z f(n)e_Qik”"/N (6.27)

n=0

Cr —

2ikmn/N

Assim, para k = 0,..., N — 1, teremos o nimero complexo cie que pode ser

representado por um vetor da seguinte forma

2ikmn/N

Figura 38 — Vetor cie no plano complexo

Fonte: proprio autor.
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Para construir os epiciclos utilizaremos a fase (posi¢ao inicial) e comprimento dos veto-
res complexos. Além disso, utilizaremos o nimero 2kmw /N, que chamaremos de frequéncia,

nas expressoes (6.17) e (6.27).

Dessa forma, a série discreta de Fourier de um conjunto 2 de pontos complexos pode
ser interpretada como uma soma de vetores complexos. Assim, a figura a seguir representa

a série de Fourier de um conjunto €.

Figura 39 — Série discreta de Fourier com 5 termos

Im

Re

Fonte: proprio autor.

Partiremos agora para o nosso objetivo, esbocar uma dada figura por meio de um
algoritmo que construa epiciclos via coeficientes de Fourier. Para tal comecaremos por
implementar a expressao (6.2’) em Python. Iremos considerar que Q = X e f(n) = X|[n],

assim

| def fourier_coefs (X):

2 COEFS = []

3 N = len(X)

t for k in range(N):

S =20

6 for n in range(N):

7 S += X[n] * e *x (-2j *x k *x pi * n / N) # de (6.17)
8 S=858/N

ot

10 re, im = S.real, S.imag

11 angle = arctan2(-im, re)

12 amplitude = sqrt(re**2 + im*x2)

13 frequence = 2 * k * pi / N

14

15 COEFS.extend ([(angle, amplitude, frequence)l])

16 return COEFS

A funcao fourier_coef calcula cada coeficiente ¢;, do conjunto de pontos X e armazena
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o angulo e amplitude do vetor complexo ¢,. Além disso, armazena a frequéncia (expoente)
da exponencial em (6.17). Estas trés informagoes serao utilizadas para gerar a série discreta

de Fourier do conjunto X.

Para gerar a série de Fourier no plano complexo, usaremos a biblioteca arcade a fim

de criarmos uma figura parecida com a Figura 39.

Inicialmente, iremos comecar definindo uma classe ComplexPlane que estende a classe

Window.

1 import arcade
2
3# definindo o plano em que os epiciclos serdo inseridos

4class ComplexPlane (arcade.Window):

5 def __init__(self, fourier_coefs):

6 super () . __init__(fullscreen=True)

7

8 self.n = 0 # iniciando a varidvel n usada em (6.1°) e (6.27)

9 self.track = [] # lista que armazenard o rastro do dltimo vetor

10 self.f_coefs = fourier_coefs # armazenando os coeficientes de
Fourier

12 def on_draw(self):

13 pass

O método __init__ é responsavel por instanciar nossa classe ComplexPlane € iniciar as
varidveis n, track e f_coefs. A varidvel n serd o n da expressdo (6.17), a £_coefs armazenara
todos os coeficientes de Fourier calculados utilizando a funcao fourier_coefs e a variavel

track guardard a posicao do ponto final do ultimo vetor complexo cy_; a cada iteracao
de n.

O método on_draw é responsavel por executar todos os comandos que geram os elemen-
tos graficos, isto é, renderiza os vetores e epiciclos da série discreta de Fourier. A parte
principal do nosso algoritmo sera este método, assim, apresentaremos a implementacao

completa com os principais detalhes explicados.

Il class ComplexPlane (arcade.Window):

2 5

3 def on_draw(self):

4 # ponto inicial do primeiro vetor

x0, yO = self.width / 2, self.height / 2

ot

# definindo o UGltimo coeficiente

8 cN_1 = self.f _coefs

10 # iniciando renderizacgéo

11 arcade.start_render ()
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12

13 for coef in self.f _coefs:

14 angle, amplitude, frequence = coef

15

16 # renderizando epiciclo

17 arcade.draw_circle_outline(x0, yO, amplitude)
18

19 # calculando o ponto final do vetor

20 wn = frequence * self.n + angle

21 x1 = amplitude * cos(wn) + xO

22 yl = amplitude * sin(wn) + yO

23

24 # renderizando vetor

25 arcade.draw_line(x1l, y1, x0, yo0)

26

27 # verificando se coef é cN_1

28 if coef is cN_1:

29 # adicionando ponto final do vetor ao rastro
30 self.track.extend ([(x1, y1)1)

31

32 # remove pontos repetidos

33 if len(self.track) > len(self.f_coefs):
34 self .track.pop(0)

35

36 # renderiza o rastro do ultimo vetor

37 arcade.draw_line_strip(self.track)

38

39 # definindo o ponto inicial do préximo vetor
40 x0, y0O = x1, yi

41

42 # finalizando renderizacgéo

43 arcade.finish_render ()

44 self.n += 1

Com isso, a classe ComplexPlane estd finalizada e pode ser consultada por completo no
Algoritmo A.1.

Veremos, com o exemplo a seguir, como utilizar a fungdo fourier_coefs e a classe
ComplexPlane para visualizar a série discreta de Fourier de um conjunto de pontos no

plano complexo.

Exemplo 6.3. Seja X = {—191 — 1914, —191 + 1914, 191 + 1914, 191 — 191i}. No plano

complezo, este conjunto é representado pela figura a sequir
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Figura 40 — Conjunto X no plano complexo.

Alm

! ,
—191 191 Re

L —191 4 L]

Fonte: proéprio autor.

Para visualizar a série discreta de Fourier de X, fazemos

1X = [-191 - 191j, -191 + 191j, 191 + 191j, 191 - 191j]

2

3coefs = fourier_coefs (X)
4
5complex_plane = ComplexPlane (coefs)

6 complex_plane.run()

Ao executar o método run da varidvel complex_plane, obtemos

Figura 41 — Soma discreta de Fourier de X com n=0, 1, 2, 3

Fonte: proéprio autor.

Na internet, existem varios tipos de arquivos de imagens. Um dos tipos mais comuns é
o Scalable Vector Graphics (SVG ). Uma das vantagens desse tipo de arquivo é a capacidade
de redimensionar imagens sem perda de qualidade, isso se deve a forma vetorial que o

SVG guarda seus elementos graficos. Um exemplo de imagem SVG é dado a seguir.
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Figura 42 — Imagem SVG de um coelho

Fonte: GitHub Spotify

A funcao parse_file no Algoritmo A.2 transforma um arquivo SVG em um conjunto
de pontos no plano complexo, assim, poderemos calcular a série discreta deste arquivo e

obter a sua imagem por meio de epiciclos.

Supondo que caminho € a localizagdo do arquivo SVG na Figura 42, entao o algoritmo

abaixo gera a imagem do arquivo por meio de epiciclos.

| points = parse_file(caminho)
2coefs = fourier_coefs(points)
I complex_plane = ComplexPlane (coefs)

5 complex_plane.run()

Com isso, obtemos

Figura 43 — Soma discreta de Fourier com n=0, 20, 160, 247

Fonte: proéprio autor.

Abaixo disponibilizamos um video que mostra a dindmica da geragao desta figura.


https://github.com/spotify/coordinator/blob/master/src/static/examples/bunny.svg
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<https://youtu.be/5MBfyngtVSc>

Os algoritmos desta secao estao disponiveis no link a seguir.

<https://github.com/Cleianderson/drawing-with-fourier>


https://youtu.be/5MBfyngtVSc
https://github.com/Cleianderson/drawing-with-fourier
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Conclusao

A dedugao da Equacao do Calor e a abordagem inovadora para tenta-la resolver, ja é o
bastante para consagrar Fourier como um grande fisico e matematico do século XIX. No
entanto, os frutos do trabalho de Fourier, vao muito mais além do que ele pode realizar

em vida.

A ideia de Fourier de que qualquer funcao pudesse ser representada por meio de uma
série de fungoes trigonométricas se mostrou equivocada. Contudo, os esforcos para provar
este resultado, culminou em uma defini¢cdo mais abstrata sobre fungoes e possibilitou que

a Analise se desenvolvesse de forma mais rigorosa.

Na Computacao e no mundo digital, a série de Fourier ¢ indispenséavel devido a sua
vasta aplicacao em filtros, compressao de arquivos e processamento de sinais digitais.
Assim, a série de Fourier é utilizada para comprimir mensagens de voz enviadas pelo

WhatsApp e nos filtros de imagens do Instagram.

Na Matematica, a partir das séries de Fourier pode-se obter uma importante ferra-
menta na solugao de EDPs: a Transformada de Fourier. Com esta ferramenta, os ma-
tematicos conseguem transformar um EDP em um sistema de EDOs, assim, o processo
nada simples de solucionar uma EDP é divido em varios processos, relativamente simples,

de solucionar uma EDO.

Assim, percebemos que, ao desenvolver a série que leva o seu nome, Fourier cria um
novo ramo da Analise e uma das ferramentas mais versateis das ciéncias exatas. Portanto,
é interessante pensar que uma ferramenta criada ha 217 anos pode ter aplicagoes tao vastas

no mundo atual.
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A Cobdigos

Algoritmo A.1 — classe ComplexPlane

I import arcade

2from arcade.csscolor import WHITE_SMOKE, DARK_RED, ROYAL_BLUE
3from numpy import pi, e, sqrt, arctan2, cos, sin

1

5class ComplexPlane (arcade.Window):

6 def __init__(self, fourier_coefs):
7 super () .__init__(fullscreen=True)
8 arcade.set_background_color (WHITE_SMOKE)

10 self.n = O
11 self.track = []

12 self.f_coefs = fourier_coefs

14 def on_draw(self):
15 x0, yO = self.width / 2, self.height / 2
16 cN_1 = self.f_coefs[-1]

17 arcade.start_render ()

18 for coef in self.f_coefs:

19 angle, amplitude, frequence = coef

2(

21 wn = frequence * self.n + angle

22 x1 = amplitude * cos(wn) + xO

23 yl = amplitude * sin(wn) + yO

24

25 arcade.draw_circle_outline(x0, yO, amplitude, (215, 215, 215))
26 arcade.draw_line(xl, y1, x0, yO, DARK_RED)
27

28 if coef is cN_1:

29 self.track.extend ([(x1, y1)1)

31 if len(self.track) > len(self.f_coefs):
32 self.track.pop (0)

34 arcade.draw_line_strip(self.track, ROYAL_BLUE, 2.5)

36 x0, y0O = x1, yi1
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37
38 arcade.finish_render ()

self.n += 1

el

Algoritmo A.2 — c6digo para transformar arquivos SVG em um conjunto de pontos com-

plexos

1# code by Gulbu

2# https://stackoverflow.com/questions/69313876/how-to-get-points-of-the-
svg-paths

1from svg.path import parse_path

5from xml.dom import minidom

6

7SCALE = 5
S TRANS_X = 25
9OTRANS Y = 0

10

11 from svg.path import parse_path

12

13def get_point_at(path, distance, scale, offset):
14 pos = path.point(distance)

15 pos += offset

16 pos *x= scale

17 return pos.real, pos.imag

19

20def points_from_path(path, density, scale, offset):
21 step = int(path.length() * density)

22 last_step = step - 1

3

1 if last_step == 0:
25 yield get_point_at(path, O, scale, offset)

[~}

return

28 for distance in range(step):
29 yield get_point_at(
30 path, distance / last_step, scale, offset)

33def points_from_doc(doc, density=5, scale=1, offset=0):
34  offset = offset[0] + offset[1] * 1j

35 points = []

36 for element in doc.getElementsByTagName ("path"):

37 for path in parse_path(element.getAttribute("d")):
38 points.extend (points_from_path (
39 path, density, scale, offset))
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return points

44 def parse_file(file_str: str):

45
16

_file = open(file_str)

file_content = _file.read()

doc = minidom.parseString(file_content)
path = points_from_doc(doc, density=0.5,
TRANS_Y))

points = []
for coord in path:
x = coord [0]

y = coord[1]

points.extend ([x + y * 1j1)

doc.unlink ()

return points

scale=SCALE,

offset=(TRANS_X,
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