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“Nao que sejamos capazes, por nds, de
pensar alguma coisa, como de nds mesmos;
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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo estudar e estabelecer relagoes entre o
Teorema da funcao inversa, que é apresentado no espago Euclidiano R™, com as superficies
regulares, no contexto da Geometria Diferencial. Vamos mostrar como um resultado
oriundo do contexto da Anélise matemética pode servir como base para introduzir um dos
principais objetos de estudo da Geometria diferencial. Para essa construgao, inicialmente
abordaremos conceitos basicos envolvendo a topologia do espago Euclidiano R™, os quais
se farao presente em todo o decorrer do texto. Em seguida, vamos apresentar as nogoes
e resultados fundamentais sobre continuidade e diferenciabilidade no espago Euclidiano
n-dimensional e por fim, vamos introduzir as superficies regulares juntamente com alguns
resultados relevantes para estabelecer uma relagao natural e esperada com a topologia dos
espagos Euclidianos e o Teorema da funcao inversa.

Palavras-Chave: Espaco Euclidiano; Diferenciabilidade; Teorema da func¢ao inversa;
Superficies regulares.



Abstract

This work’s main objective is to study and establish relationships between the inverse
function theorem, which is presented in the Euclidean space R", with regular surfaces, in
the context of Differential Geometry. We will show how a result arising from the context
of mathematical Analysis can serve as a basis for introducing one of the main objects of
study in Differential Geometry. For this construction, we will initially address basic con-
cepts involving the topology of the Euclidean space R”, which will be present throughout
the text. Next, we will present the fundamental notions and results about continuity
and differentiability in the n-dimensional Euclidean space and finally, we will introduce
regular surfaces together with some relevant results to establish a natural and expected
relationship with the topology of Euclidean spaces and o Inverse function theorem.

KeyWords: Euclidean Space; Differentiability; Inverse function theorem; Regular surfa-
ces.
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Lista de Notacoes

e R" denota o produto cartesiano de n fatores iguais a R;

e int.X denota o conjunto dos pontos interiores de X;

e X denota o conjunto dos pontos aderentes a X;

e fr.X denota o conjunto dos pontos de fronteira de X;

o G(f)={(z, f(z)) € X xY :x € X} representa o grafico da fungao f : X — Y

e d(x,y) indica a distancia de x para y;

e | - | representa o valor absoluto em R;
e || - || representa uma norma em R";
e ||-|la e |-||s representam as normas do maximo e da soma em R™, respectivamente;

e B(a;r) denota a bola aberta de centro a e raio 7;

e Bla;r] denota a bola fechada de centro a e raio r;

e Sla;r| denota a esfera de centro a e raio r;

e diam.X denota o didmetro de X;

e ¢ e 0 denotam constantes positivas;

e 1, — a indica que a sequéncia (x,) converge para a;

e S" !indica a esfera unitaria centrada na origem em R™.



10

Introducao

Um dos principais objetivos da Anélise real na matemaética pura é o de buscar
impor o formalismo necessario aos conceitos e ideias advindas do célculo diferencial e
integral. A mesma surgiu no século XVII e com o passar do tempo, contou com cola-
baragoes de diversos matematicos de destaque, os quais podemos citar: Leonhard Euler
que, no século XVIII introduziu o conceito de funcao. No século XIX, Bernard Bolzano e
Cauchy, o primeiro formulou a definicao moderna de continuidade de fungoes e o segundo
introduziu o célculo infinitesimal. Jean-Baptiste Joseph Fourier, que foi um dos primeiros
a investigar o conceito de derivada para fungoes de varias variaveis. Além do matematico
alemao Weierstrass, que buscou constantemente um formalismo matemaético em seus es-
tudos e foi o primeiro a apresentar um exemplo de uma fun¢ao continua que nao possui
derivada em nenhum de seus pontos.

Aqui fazemos um estudo a respeito do espaco Euclidiano R"™, bem como de fungoes
e aplicagoes definidas nesse espago, visando entender e aplicar o Teorema da funcgao in-
versa. Este importante teorema, garante, que sob certas hipoteses a respeito da derivada
em um ponto, uma funcao é localmente inversivel. O primeiro matematico a apresentar
uma demonstracao para este resultado foi Joseph Louis Lagrange. Embora hoje ja existam
formulagoes mais gerais para este resultado, por exemplo, o mesmo pode ser estabelecido
para funcoes definidas em espacos de Banach, como ja dito anteriormente, aqui vamos
nos ater as fungoes definidas no espago R".

Como principais aplicacoes deste estudo, podemos destacar o Teorema da funcao
implicita, apresentado primeiramente pelo matematico Francés Augustin-Louis Cauchy, o
qual garante que, sob certas condigoes de suavidade a respeito das derivadas parciais de

uma fungao real f, de m + n variaveis satisfazendo

flz1, s Ty Y1y ooy Yn) = 0,

podemos escrever implicitamente as n dltimas variaveis em fun¢ao das m primeiras. Por
fim, faremos uma relacao do nosso estudo com a Geometria Diferencial, mostrando que a
imagem inversa de um valor regular é uma superficie regular.

O presente trabalho é composto por 4 capitulos. O capitulo 1 trata da aborda-

gem topologica do espago Euclidiano R"™, nele sao apresentadas suas propriedades que
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vao exercer papel fundamental no desenvolvimento dos capitulos posteriores. Além disso,
estabelecemos os conceitos de bolas, conjuntos limitados, conjuntos abertos, sequéncias
no espaco Euclidiano que é essencial para definir o que vem a ser os conjuntos fecha-
dos, objetivando estabelecer uma caracteristica importante de alguns conjuntos que é a
compacidade.

Posteriormente, o capitulo 2 se atém as questoes de continuidade. Iniciamos com
as nocoes de limites de fungoes, apresentando seu comportamento e desenvolvendo ferra-
mentas que irao nos auxiliar a trabalhar com fun¢oes continuas e continuidade uniforme.
Munidos com esses conhecimentos, passamos a lidar com homeomorfismos e com a cone-
xidade de conjuntos.

Em seguida, o capitulo 3 traz consigo uma boa quantidade de informagoes sobre
diferenciabilidade. Iniciando com as derivadas parciais que se revela como uma ferramenta
indispensavel para definirmos funcoes de classe C!, bem como o Teorema de Schwarz e a
formula de Taylor. Atrelado a isso, definimos pontos criticos e passamos a ver a derivada
como uma transformagao linear para apresentar dois importantes teoremas que estao
intimamente relacionados: o Teorema da fungao inversa e o Teorema da fun¢ao implicita.

Por fim, no capitulo 4, apresentamos o que vem a ser uma superficie regular e seus
principais resultados a fim de estabelecer relagoes com o que foi tratado nos capitulos
anteriores, agora no contexto da Geometria Diferencial, especialmente através do Teorema

da fungao inversa.
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Capitulo 1

Topologia do Espaco Euclidiano

Até o século XIX, a Geometria se debrucava fundamentalmente no estudo das pro-
priedades das curvas e superficies, que nao variavam mesmo que sofressem deformacoes
que conservavam a distancia. Diante deste cenério, alguns gedmetras como Bernhard Rie-
mann (1826-1866) identificaram que era necessério a formula¢ao de uma teoria geométrica
para abranger as deformacoes que nao preservavam a distancia, essa teoria foi nomeada
de Topologia. Os objetos de estudo da Topologia sao os espagos topologicos, dentre eles
estd o espaco Euclidiano n-dimensional, o qual abordaremos neste capitulo. Embora nao
seja possivel visualizar geometricamente os espagos maiores que o tridimensional, estudar
espacos Euclidianos de dimensoes maiores é de fundamental importancia para as ciéncias

bésicas, em especial, na propria matematica e fisica-matemética.

1.1 O Espaco Euclidiano n-dimensional

Definicao 1.1. O espago Euclidiano n-dimensional, com n € N, é o produto cartesiano
de n fatores iguais a R.
Notacao: R" = R x ... x R.

Exemplo 1.2. Alguns espacos Euclidianos:
e R é o0 conjunto dos ntimeros reais;
e R? ¢ 0 modelo numérico do plano;
e R3 é 0 modelo do espaco Euclidiano tridimensional.

Defini¢ao 1.3. Os elementos de R" sao listas de n termos reais = (x1, ..., z,), onde o

termo x; é chamado de, i-ésima coordenada de x, para todo 7 =1, ..., n.

Defini¢ao 1.4. Sejam = = (x1,...,x,) e y = (Y1, ..., Yn), dizemos que = = y se, e somente

se, T4 = Y1, .-, T, = Yn. OU seja, se as entradas corespondentes de x e y forem iguais.
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Por convengao, em R? escreveremos z = (z,y) ao invés de z = (21, 72) e em R?,
w = (z,y,2) ao invés de x = (x1, g, x3).
Por vezes, os elementos de R™ serao chamados de pontos, e em outras ocasioes, de
vetores.
Em R"™ estao bem definidas duas operacoes;
+:R*"xR" — R" RxR"—R"

e
(21, e Tn), (Y1s s Un)) —> (1 F Y1y ooes T + Yn) (o, ) = (azxq, ..., axy,),

chamadas de soma e produto por escalar, respectivamente, e estas operagoes satisfazem
as seguintes propriedades:
S1) Comutatividade: z +y =y + ;
S2)
S3) Existéncia de Simétrico: —z + z = 0;
S4) Associatividade: z+ (y+2) = (v +y) + =
P1) Associatividade: a(fz)=(af)x;
P2) Distributividade a direita: a(x + y)=az+ay;
)
)

Existéncia de elemento neutro: z + 0 = z;

(
(
(
(
(
(
(P3) Distributividade a esquerda: (a+3)z=ax+Sz;
(P4) Existéncia de elemento neutro: 1 - zx=uz.

Por isso temos que R"™ munido com essas operagoes é um espaco vetorial normado.
Além disso, podemos observar que ey, ...,e,, em que ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), com 1 na
i-ésima posicao, é uma base para o espaco R" chamada de base candnica de R™. Além

das operacoes de soma e produto por escalar, estd bem definida a operacao;

() :R* xR" — R
(@1, oo Tn), (Y1s ooy Un)) — 191 + oo + Tl

Esta operagao é um produto interno em R", que satisfaz as seguintes propriedades:
(PI1) (x,x) > 0, para todo x € R" e (x,z) = 0 se, e 80 se = 0;
(PI2) (az,y) = afz,y);
(PI3) (z,y) = (y, x);
(PI4) (z 4+ y,2) = (x, 2) + (y, 2).
Diz-se que dois vetores x,y € R" sdo ortogonais quando (x,y) = 0 e denotamos

isto por z ly.

Exemplo 1.5. Seja x € R™ nao nulo, para todo y € R", o vetor z = y — <

ortogonal a x.
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(z,9)

(z, )

Perceba que € R, e quando fazemos (z, z), temos

(2.5} = o) = =22 0
= (z,y) = (z,y)
=0.
Logo, x1z.
Perceba que se x,y € R", o vetor ax= g’ii - x é a projecao ortogonal de y sobre

x. Geometricamente, temos;

Figura 1.1: Projecao Ortogonal.

A
y
|
|
|
|
>l » L
{z,y) o
(z,z) ¥
Fonte: LIMA, 2016, p. 3
Definicao 1.6. A norma ou comprimento do vetor z € R" é o namero ||z||=+/(z, x), ou
seja, x| = /2t + ... + a2.
Um vetor x € R"™ é dito unitario quando ||z|| = 1. Para todo x # 0 € R", o vetor

u = ﬁ ¢ unitario.
Teorema 1.7. (Pitdgoras) Se x 1y, entao ||z +y||* = ||z||* + ||yl*.

Demonstracao: Note que

(r+y,x+y)

= (z,2) + (z,y) + (¥, ) + (y,9)
= (z,2) + 2(x,y) + (¥, )

= (z,z) + 0+ (y,y)

= [lz]I* + llylI*

lz +yl* =

8



Capitulo 1. Topologia do Espa¢o Euclidiano 15

Teorema 1.8. (Desigualdade de Schwarz) Para quaisquer x,y € R", tem-se |(x,y)| <

|| - [|y|l, valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores é miltiplo do outro.

Demonstragao: - Se z = 0, temos [(0,y)| =0=0- |ly|| = 0.

- Se x # 0, podemos escrever y=ax + z, onde z1lx e a = o 4. Pelo Teorema de

Pitagoras, ||y|[*=a?||z||* + ||z|?, entao
lyll* = o], (1.1)

Afirmamos que a igualdade é valida se, e somente se, y=ax. De fato, da desigual-

dade (1.1]) temos que

(z,y)?
]2,

lyll* =
[l

x,y)? .
Logo, lyl|? > {4 Assim, (z,)? < [ly|*[|z]%, o que nos fornece |(z,y)| < [lz[ - y] e a

[l

igualdade ¢é valida se, e somente se y= aux. [ |
PROPRIEDADES DA NORMA
Sejam x,y € R" e a € R;

01. ||z|| > 0, valendo a igualdade apenas quando z = 0;
02. [lecz ]| = |erff|[];
03. ||z +y|| < ||z|| + ||ly|| (Desigualdade Triangular).
OBS: [z +yl* < (lzll + [ly[)* pois,
lz +yl* = (z +y,7 +y)
= (,2) + 2(x,y) + (4, 9)

= [l2I* + 2(z, 9) + lylI* < ll=II* + 2ll= [yl + ly]*
= (llll + llyI)*.

Ainda podemos definir uma norma como sendo qualquer funcao R™ — R, que associe cada
vetor z € R™ a um ntmero ||z||, satisfazendo as propriedades anteriores. Vamos estudar

trés tipos de normas em R";
01. Norma Euclidiana: ||z| = /2% + ... + 22;
02. Norma do Maximo: ||z||y= max{|z1|, ..., |za|};

03. Norma da Soma: ||z||s = |z1| + ... + |z,].

Lema 1.9. Sea,b >0, entdo vVa+b < v/a+ v/b.
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Demonstragao: Note que

Va+b<Va+Vbe atb< (Va+Vb)?
Sa+b<a+2yavb+b
& 0 < 2¢/aVb.

|
Proposigao 1.10. Note que para todo x € R, n € N; ||z|[a < ||z]| < Jz|ls < n - ||2]|ar-
Demonstragao:

o llzllar < ll=]

Seja j € {1,...,n} tal que |z;| = ||z||m, entéo
lzllar = laj| = (/2] < \Jat+ o+ 25 = [|=]).

Logo, [lz]ln < ]

o [lzll < llzlls

Note que, pelo Lema, lzll = VVad + ...+ 22 < o+ 2=+t ] =
lls-

Logo, [|z]] < [l]s-

o |lzlls <n-flzflm
[z][s = |lz1] + ... + |zl

=n - max {|z[}

= -z

Logo, [lz]ls < n - [|z]ar.
|

Observacao 1.11. Quando estivermos usando apenas uma das trés normas, vamos ape-

nas indica-la por ||z||.

Observagao 1.12. Para todas as normas vale |||z| — [|y||| < ||l — y||, pois, podemos
escrever 7 € R como 3 = (5—y)+, logo [l2] < [lz—yl|+ |1y, entéo [lal| -y < llz—y|
E analogamente y = (y — =) +, [[y|| < lly — [l + =[], [lyl] = [l=] < lly — |

Como ||y — z|| = ||z — y||, pois note que dado a € R, temos ||az| = |af||z|. Assim,

[(=Dz| = [ = 1llz|| = [[«[]. Logo, ly — =]l =l = (v — )| = ll= = yl|.
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Assim, segue que [[y[| — [[z]| < [z —y]-
Portanto, [[|z[| = [ly[ll < llz = yl|

De posse de uma norma em R", podemos ter a distancia entre dois pontos.

Definigao 1.13. Sejam x,y € R", a distancia d(z,y) entre os pontos x = (1, ...,z,) €

y = (Y1,...,yn) € dada por d(x,y) = ||z — y||.

Proposicao 1.14. A distdncia d como definida acima, satisfaz as sequintes propriedades.

Sejam x,y,z € R™, entao
i) d(x,y) > 0, vale a igualdade se, e somente se, x = y;
i) d(z,y) = d(y,z);
iii) d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Observagao 1.15. Assim como definimos distancia em fun¢ao da norma euclidiana, po-

demos definir uma distancia d em funcao das normas do maximo e da soma.

1.2 Bolas e Conjuntos Limitados

Vamos introduzir agora, a nocao de bola aberta, que é de extrema importancia

para o conceito de conjuntos abertos e demais nogoes topologicas.

Definicao 1.16. Sejam a € R" e r € R tal que » > 0, a bola aberta de centro a e raio r,
¢ o conjunto B(a;r) dos pontos x € R" cuja distancia ao ponto a é menor que r.

Simbolicamente: B(a;r) = {z € R"; ||z — al| < r}.

Definicao 1.17. Sejam a € R™ e r € R tal que r > 0, a bola fechada de centro a e raio
r, &€ o conjunto Bla;r] dos pontos x € R™ cuja distancia ao ponto a é menor ou igual a r.

Simbolicamente: Bla;r] = {z € R"; ||z —al| < r}.
A bola fechada também é chamada de disco n-dimensional.
Definigao 1.18. A esfera de centro a e raio r é o conjunto S[a;r] = {x € R™; ||[x—al| = r}.

Note que Bla;r| = B(a;r) U Sla;r], a bola fechada B[0;1] de centro 0 e raio 1 é
chamada de disco unitario de R"™.

A esfera unitaria de dimensio n tem uma notagao especial; S"~ ! = {z € R"; ||z|| =
1}. Portanto, S"~! & a esfera de centro 0 e raio 1.

A representacao geométrica dessas bolas vai depender da norma que estivermos adotando.



Capitulo 1. Topologia do Espa¢o Euclidiano 18

Figura 1.2: Representacao da bola na Norma Euclidiana.

. W
A 4

Fonte: LIMA, 2016, p. 6

Exemplo 1.19. Norma Euclidiana:

Conjunto dos pontos z € R? tais que ||z]| < 1, ou equivalentemente B[0;1] = {z €
R?; ||z|| < 1}, temos o disco unitario.
Seja (z,y) € R?, para que ||(z,y)|| = /22 + y2 = 1, temos que 22+y> = 12 que é a equagio
da circunferéncia de centro (0, 0) e raio 1, que pode ser vista como (z —0)*+ (y —0)? = 1.

Exemplo 1.20. Norma do Maximo:
Temos a “esfera unitaria”.

Seja (z,y) € R, para aue [[(z, )]l = 1, (2, )]l — maadjal, [yl} = 1.
-Se x,y > 0, temos que

max{|z|, |y|}=|z|, entdao z = 1;

max{|z|, [y[}=[y|, entdo y = 1.

-Se z,y < 0, temos que

max{|z|, |y|}=|z|, entdo —z =1, logo z = —1;
max{|z|, |y|}=|y|, entdo —y =1, logo y = —1.
-Sex>0ey <0, temos que

max{|z|, |y|}=|z|, entdo = = 1;

max{|z|, |y|}=|y|, entdo —y = 1, logo y = —1.
Sex <0ey >0, temos que

max{|z|, |y|}=|z|, entdo —z =1, logo = = —1;

max{\x], ‘y’}:ly’, entao y= L.

Exemplo 1.21. Norma da Soma:

Temos o “disco unitario”.

Seja (2, ) € B2, para que [[(z, )| = 1, (&, )ll =[] + Iy, logo Jo] +[y| = 1.
- Se x,y > 0, temos que x +y = 1.

-Se z,y <0, temos que —r —y = 1, entdao —(x +y) =1, logo v +y = —1.
-Sex>0ey <0, temos que x —y = 1.

-Sex<0ey>0,temos que —x +y = 1.
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Figura 1.3: Representacao da bola na Norma do Méaximo.

A

4

Fonte: LIMA, 2016, p. 6

Figura 1.4: Representacao da bola na Norma da Soma.

A

4

Fonte: LIMA, 2016, p. 6

As bolas de centro a e raio r em R"™ denotamos por B na norma Euclidiana, B,
na norma do maximo e Bg na norma da soma. Na norma do méximo, denotamos a bola
de centro a e raio © por Bj,.

Note que as desigualdades ||z||y < ||z|| < ||z]|ls < n - ||z]| s, que provamos anteriormente,
implicam em B}, C Bg C B C By.

De fato, perceba que

.Bf\/[CBS

Se z € B), = ||z — al| < ;. Assim, note que

r
n

|z —alls = |z1 — a1 + ... + |zn — @y
<z —al|ly+ ...+ ||z —alm

T T
— -
n n

IN

Logo, = € Bg.

e BsCBHB
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Se x € Bg = ||z — a||ls < r. Assim, note que

|z —al| = V(21 — a1)?+ ... + (20 — ay)?
< V(1 —a)?+ ...+ (@, — an)?
=|x1 — a1+ ... + |20 — an)
= |z —alls

<r.

Logo, x € B.

e B C By
Se x € B = ||z —al| < r. Assim, note que

|z — allp = max{|z1 — a1, ..., |Tn — an|}
= |z; — a;|, para algum j € {1,...,n}

< V(X —a)? + o+ (2, — an)?

= [lz = all

<r.

Logo, x € Byy.

Definigao 1.22. Seja X C R", dizemos que X é limitado quando X C Bla;r|, para
algum a € R™ e algum r > 0.
Equivalentemente, X é limitado se existe & > 0 tal que ||z|| < k, para todo = € X.

Essa equivaléncia vem do fato que Bla;r| C B[0;7 + ||al|/], pois de Bla;r] temos

|z — al| < r. Pela desigualdade triangular;

[z]| = [z — a+ 4
< ||z —a| + [|al
<r+|a.

Portanto, se « € Bla;r], entdao x € B[0;r + ||a|].
Estudamos também alguns conceitos referentes as aplicacoes definidas em espacgos

Euclidianos.

Definicao 1.23. Dizemos que uma aplicacao f : X — R” ¢ limitada no conjunto X C
R™ quando f(X) C R™ é um conjunto limitado, ou seja, quando existe ¢ > 0 tal que
If(@)] <ec,VaeX.
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Sejam a,b € R" tais que a # b, a reta que une esses dois pontos é o conjunto
ab = {(1 — t)a + th;t € R}. E o segmento de reta com extremos a,b é o conjunto
[a,0] = {(1 —t)a+1tb;0 <t <1},

Definicao 1.24. Um conjunto X C R"™ é dito convexo quando o segmento de reta que
une quaisquer dois de seus pontos estd completamente contido em X. Ou ainda, X é
convexo quando dados a,b € X;0 <t <1, entdo (1 —t)a+the X.

Exemplo 1.25. Toda bola aberta ou fechada é um conjunto convexo.
Considere a bola fechada B = Blzg;r]. Sejam a,b € B, temos ||a—zq|| < re ||b—xo| < 7.

Note que para todo t € [0, 1], vale g = (1 — t)x¢ + tzo, assim;

(1 —t)a +tb— xo|| = (1 — t)a+tb — [(1 — t)xo + txo]||
= (1 =t)a+tb— (1 —t)xg — txo)]
= [T = t)(a — o) + (b — zo)|

< [(1 =)@ —zo)|| + [[£(b— o)

= |1 —tllla — zol + [£[[|b — o

= (L =t)lla = zol| + t]|b — x|

<(1—t)r+tr
=r—tir+tr
=7.

Assim, [(1 —t)a + tb] € Blzo;r], entdo [a,b] C Blxg;r]. Logo, toda bola fechada ¢ um
conjunto convexo. Considerando a bola aberta, a demonstragao é analoga. Portanto, toda

bola aberta é um conjunto convexo.

Exemplo 1.26. O conjunto X C R? tal que X = {(z,y) € R? y < 2*} nao é convexo.

Dados a = (—1,1) e b = (1,1), temos que a € X e b € X. Agora considere
la+1b= (3, 1)+(1,1) =(0,1). Tem-se que 1 > 0. Logo (0,1) ¢ X, portanto X nao é
convexo.

1.3 Conjuntos Abertos

Como forma de generalizacao dos intervalos abertos da reta real, temos os conjun-

tos abertos no espaco Euclidiano.

Definicao 1.27. Seja a € X C R", dizemos que a é ponto interior do conjunto X quando
para algum r > 0, tem-se B(a;r) C X. Ou seja, todos os pontos suficientemente proximos

de a também pertencem a X.
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Definicao 1.28. O conjunto dos pontos interiores a X é chamado de interior de X, e

denotado por int. X.
Observacao 1.29. E imediato que int.X C X.

Exemplo 1.30. Seja X = {(z,y) € R%y > 0} o semi-plano superior fechado. Se
p = (a,b) com b > 0, entdo p € int.X.
Considere a bola B = B(p;b) e seja (z,y) € B, entao;

b> |[(2,y) = pll = [I(z,9) = (@ b)ll = V/(z — a)* + (y — b).

Disto temos que (z — a)?* + (y — b)? < b?, em particular, (y — b)? < b%. De onde obtemos
que
¥ —2ub<0 = 0<y<2b

Logo, (z,y) € B(p;b) e (v,y) € X, logo B(p;b) C X.

Geometricamente,

Figura 1.5: Representagao da bola inteiramente contida no semi-plano superior fechado

X.

b|--

4

Fonte: LIMA, 2016, p. 8

Exemplo 1.31. Seja X = {(z,y) € R?;y > 0}, os pontos da forma q = (a, ) pertencem
a X, porém nao sao interiores a X.

Seja r > 0 e vejamos que B(g;r) € X. De fato, observe que p = (a, —%) € Blq,r)

== |05 -5 <

pois

Porém p ¢ X.

Definicao 1.32. Seja A C R", dizemos que A é um conjunto aberto se todos os seus

pontos sao interiores, ou seja, se A = int. A.
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Figura 1.6: Representacao de conjunto aberto

Fonte: LIMA, 2016, p. 8

Exemplo 1.33. Toda bola aberta B = B(a;r) é um conjunto aberto.
Seja x € B = B(a;r), entao ||z —a|| <7 =1r— ||z —al| > 0.

Seja s = r — || — al| e considere a bola B(z;s) e y € B(z;s), entao

ly —all = |ly — 2+ 2z —d
<y — || + ||z — a|

<s+|z—al=r

Temos que y € B(a;r), portanto, B(z;s) C B(a;r).

Definicao 1.34. Seja X C R", a fronteira de X é o conjunto formado pelos pontos de
R™ que nao sao interiores a X, com os pontos de X¢ = R™\ X que nao sao interiores a X°.
Notacgao: fr.X.

Ou seja, x € fr.X quando toda bola de centro x contém pontos de X e pontos de X*.

Exemplo 1.35. Seja X = {(z,y) € R%y > 0}, todo ponto de X¢ = {(z,y) € R%;y < 0}
é ponto interior de X¢. Logo, X¢ é um conjunto aberto. Portanto, nenhum ponto de X*¢
pode estar na fronteira de X. Logo, fr.X = {(z,0);z € R} = fr.X¢.

Portanto y < 0, assim (z,y) € X. Logo, X¢ é aberto. Como essa bola arbitraria
sO tem pontos de X¢ segue que nao ha nenhum ponto de X¢ em fr.X e como X¢ =
{(z,y) € R%;y < 0}, é imediato que fr.X = {(x,0);x € R} = eixo dos z.

Veremos agora, propriedades importantes a respeito dos conjuntos abertos.
Teorema 1.36. i) Se Ay, Ay sao abertos em R", entdo A; N Ay € aberto.

it) Se (Ax)x € L é uma familia arbitrdria de conjuntos abertos Ay C R™, entdo a uniao

A = Uyer Ax € um conjunto aberto.

Demonstragao:
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i) Seja a € (A1 N Ay), entdo a € Ay e a € A;. Como A; e Ay sdo abertos, segue
que para algum &1, > 0 temos B(a,e1) C A; e B(a,e2) C Ay. Considere ¢ =
min{eq, e2}, entdo B(a,e) C Ay e B(a,e) C Ay. Logo, B(a,e) C (A3 N As). Assim,
todo ponto a € (A; N Ay) é ponto interior, logo, A; N Ay é aberto.

i1) Seja a € A = Uy Ay, entdo existe A € L tal que a € Ay. Como A, é uma familia
arbitraria de conjuntos abertos, segue para algum ¢ > 0 temos B(a,e) C Ay C A.

Assim, todo ponto a € A = U,¢;, Ay é ponto interior, logo, Uye;, Ay é aberto.

[ |
Segue como consequéncia de i) que dados Ay, ..., A, conjuntos abertos, entdo A =
N, A; é aberto.

Observacao 1.37. A intersecao de infinitos conjuntos abertos pode nao ser aberta.

Exemplo 1.38. M2, B (a; 1) = {a}.

Como a € B (a, %), para todo k € N, basta provar que B = N;2; B (a; %) C {a}.
Suponha por contradi¢ao que existe x # a tal que z € B, entao x € B (a; %), para todo
k € N. Como z # a, r = w > 0, dai % > |z — al| = 10r; para todo k € N, logo

k< %OT; para todo k € N, entao N seria limitado superiormente, o que é uma contradigao.
Portanto, segue que B =M%, B (a; 1) = {a}.
Note que a nao é interior a {a}, pois como nao existe r > 0 tal que B(a;r) C {a}. Assim,

segue que {a} nao é aberto.

Definicao 1.39. Sejam X C R" e A C X, dizemos que o subconjunto A é aberto em X,
quando cada ponto a € A é centro de uma bola aberta B(a;r), tal que B(a;r) N X C A.
Ou seja, os pontos de X que estao suficientemente proximos de cada a € A, pertencem a

A também. A é conhecido como aberto relativo de X.

Observagao 1.40. A C X é aberto em X se, e somente se, A =U N X, onde U é aberto
em R".

(=) Seu € A, entdo u € X, visto que A C X. Considerando U = U,cyB(a;7), pelo
Teorema [1.36] a uniao de abertos é aberto, entao U é aberto em R". Logo, a € UN X. Se
ueUNX,entaou € U eu € X, como U é um aberto de R", u € B(a;rg), para algum
a € A. Como B(a;rg) N X C A, entdo u € A.

(<) Se A =UnN X, entao para todo a € A, temos que a € U e a € X. Por U ser um
aberto de R™, para algum r > 0 existe B(a;r) C U. Assim, B(a;r) N X C A. Portanto,

A é um aberto em X.

Exemplo 1.41. Seja (3,1], note que (3,1] = (3,2) N [0,1]. Logo, (3,1] ¢ aberto em

[0, 1]. :

1
2
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1.4 Sequéncias em R"

De posse do que vem a ser uma norma, bolas e conjuntos abertos em R”, nos é

pertinente abordar as sequéncias neste espaco e ampliar os resultados que sao vistos em

R.

Definicao 1.42. Uma sequéncia em R"” é uma funcao x : N — R"™, que associa a cada
ntmero natural £, um ponto z, € R™.

Notagao: (x1, ..., Tk, ...), (Tk)ken OU (Tg).

Assim, se (zj) é uma sequéncia, para cada k € N, temos que z = (xg,, ..., T, )-
Perceba que uma sequéncia em R™ da origem a n sequéncias de niimeros reais.

Dizemos que uma sequéncia (2 )ken € limitada quando existe uma bola em R” que
contém todos os termos xy. Equivalentemente, (zx)ren € limitada se existe ¢ > 0 tal que
|z || < ¢, para todo k € N.

Observagao 1.43. Uma sequéncia limitada independe da norma que estamos adotando.

Proposigao 1.44. Se (zy) € uma sequéncia limitada, entao ¥ i = 1,...,n, as sequéncias
(xk, )ken das i-ésimas coordenadas de (xy) também sao limitadas, pois |xy,| < ||xk||, Vi =

1,...,n.

Demonstracao: Considerando a norma do maximo em R”, como (zy, )ren ¢ limitada V

i=1,..,n, entdo 3 ¢y, ...,c, > 0 tais que |z, | < ¢, |Th,| < 2y ooy |2k, | < ey V k€N
Seja ¢ = maxz{cy,...,c,}, entao ||x| = maz{|zg,|, ..., |zr,|} < ¢, V k € N. Logo, como
cada (z, )ken; @ = 1,...,n, é limitada, segue que a sequéncia (xy)gen € limitada. [ |

Observagao 1.45. A reciproca é verdadeira.
Pois se a sequéncia (xy,)reny para todo ¢ = 1,...,n das i-ésimas coordenadas de (zy) ¢

limitada, entdo (xj) também ¢é limitada.

Definigao 1.46. Uma subsequéncia de (zy)ren € a restrigdo da sequéncia a um subcon-

junto infinito N' = {ky < ... < k,,, < ...} CN.

Notagao: (x)ken, (Tk,, Jmen OU (Tgyy ooy Tpy, s on)-

Definigao 1.47. Seja a € R™, dizemos que o ponto a é o limite da sequéncia () se para
todo € > 0 arbitrario, podemos obter ky € N tal que k > ky implica ||z; —a|| < €. Ou seja,
se k > ko, xy € B(a;e). Neste caso, Dizemos que uma sequéncia (xy)gen € convergente se
existe a € R" tal que limzy = a.

Notacao: lim z; =a, limx,, = a, limx, = a ou xp — «a.
k—o0 keN

Em consequéncia desta definigao, lim z;, = a se, e somente se, lim ||z — a|| = 0.
Afirmar que limz, = a, quer dizer que qualquer bola de centro a, contém todos os xy,

exceto possivelmente, um nimero finito de seus pontos, que sao x1, xa, ..., Ty,
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Proposicao 1.48. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao: Seja (x)) uma sequéncia tal que zy — a. Dado € = 1, existe ky € N tal
que (zx) C B(a;¢) para todo k > ko. Entao (zx) C B(a;1) U{zy,..., 2, }, como a unido

de conjuntos limitados ¢ limitado, obtemos que (xy) é limitada. |

Proposicao 1.49. Toda subsequéncia de uma sequéncia convergente € convergente e tem

o mesmo limite da sequéncia.

Demonstracao: Como z, — a e (xy,) C (xx), temos que dado € > 0, existe ky € N
de modo que se k > ko, temos ||z — al| < e. Sendo N = {ky, ke, ..., kn,...} € No
subconjunto que define os indices de (zy, ), considere k,, € N’ tal que k,, > ko, obtemos

entao ||z, —all <&,V k, > ky,. Logo, zx, — a. u

Observagao 1.50. Embora a definicao de limite envolva uma norma, como sao validas as
desigualdades ||z|[ys < ||z|| < ||z]ls < n - ||x||ar, & existéncia e o valor do limite independe

de qual das trés normas estamos adotando em R".

Teorema 1.51. A sequéncia (xx) em R™ converge para o ponto a = (ay,...,a,) se, e
somente se, ¥V i = 1,...,n, tivermos que lim xp, = a;. Ou seja, cada coordenada de xy,
k—o0

converge para a coordenada correspondente de a.

Demonstracao: (=) Como |z,

< lzg|| Vi = 1,...,n, temos |z, —a;| < ||z — al|, assim,
se lim xy, = @ entao, lim xy, = a;.
k—o00
(<) Se klim xy, = a;, entdo dado ¢ > 0, existem ky,...,k, € N tais que k& > k; =
—00
lzk, — a;| < g1 = 1,...,n. Seja kg = max{ky,...,k,}, adotando a norma do méximo,
temos que k > ko = ||z — a|| < &, logo, lim z, = a. [ |
Proposicao 1.52. Sejam (xy), (yx) C R", e (ag) C R, tais que x, — a, yp — b e o — av.
Entao;
i) T+ yp — a+b.

i) ag - xp — - a.

iii) (xg, yr) — (a,b).

w) [zl = [la].-
Demonstracgao: Pelos resultados conhecidos em R,

Assim,
lim g, + yp = Um(xg, + Yryy s Ty, + Yk, )

= ((11 -+ bl, vy Ay -+ bn)
= (al, ...,an) + (bl, -'-7bn>
=a+b.
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1) ag - T = (QpThy, ey Tk, )
Assim,
lim oy, - o = lim(agxg,, ..., Tk,
= (aay, ..., pay)
= a(ay, ..., a,)

= aa.

i1i) Note que;
lim(zg, yp) = Mm(zg, -y, + o+ T, - Ui,
=limay, - yg, +... +limay, -y,
= limay, -limyg, + ... + lim g, - limyg,
=ay-by+..4+a,-b,
= (a, b).

iv) Pelo item anterior, temos lim(xzy, zx) = (a,a). Entao,

lsl* = flall* = [lzall = llall.

[ |
A seguir, veremos um dos principais resultados a respeito das sequéncias em R",

o Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Teorema 1.53. (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R™ possui uma sub-

sequéncia convergente.

Demonstragao: Seja (z;) uma sequéncia limitada em R”. Note que as primeiras coor-
denadas dos termos de (xj) formam uma sequéncia limitada (g, )ren de nimeros reais,
pois de maneira geral, como (zy) é limitada V ¢ = 1,...,n, entdo a sequéncia (xy,)ren
das i-ésimas coordenadas de () também é limitada. Como (xy, )ren € limitada em R, o
Teorema de Bolzano Weierstrass na reta, garante que (g, )gen possui uma subsequén-
cia convergente. Assim, 3 N; C N infinito e a; € R tal que lim x, = a;. Além
keNy
disso, a sequéncia (zy,)ren, ¢ limitada em R. Logo 3 Ny € Ny € N e a € R tal que
lim x4, = ag. Prosseguindo dessa forma, de modo que se obtenham n conjuntos tais que

keNy
N, C..CNyo CN;yCNeay,..,a, € R tais que gil;\f]l Ty, = a;, Vi =1,...,n. Considere
€N

a = (ay, ..., ay), logo, pelo Teorema [1.51} como ’116%1 Ty, = a;, entao klérl\rll Ty = a. [ |
[ n

Definicao 1.54. Uma sequéncia de pontos x; € R™ é uma sequéncia de Cauchy quando

para todo € > 0 dado, existe ky € N tal que k,l > ko implica ||z — x| < €.

Proposicao 1.55. Toda sequéncia de Cauchy (zx) € limitada.
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Demonstracao: Dado ¢ = 1, existe ky € N tal que ||zy — z;|| < 1, para todos k,l > k.
Em particular, ||zy — x| < 1,V k > ko. Assim, xy € B(zg,, 1) U {z1, ..., 2k, } para todo

k € N. Logo, (x)) ¢ limitada. |

Podemos dizer que a sequéncia (z) é de Cauchy quando kllgnoo |z — x| = 0, ou
seja lgllrerll\] |z — ]| = 0. Logo, se N’ C N é um subconjunto inﬁnité, ou seja, se (x;)en €
uma subsequéncia de (xy), entao egrlréN, |z — ]| = 0.

Teorema 1.56. (Critério de Cauchy) Uma sequéncia em R"™ converge se, e somente se,

é de Cauchy.

Demonstracao: (=) Seja (x;) uma sequéncia convergente em R"™. Logo, existe a € R”
tal que kllim z = a. Seja (17)en uma subsequéncia de (zy), note que;
Jl—00
[z = @il| = llew —a+a — |
< e —all + lla — x|

= ||z — al| + ||z — al|.

Assim, dado € > 0, existe kg € N tal que se k > ko, temos ||z, —al| < 5. Logo, se k,1 > ko,
temos ||z, — x| < e.

(<) Seja (zx) uma sequéncia de Cauchy em R"™. Logo, (z3) é limitada. Assim, pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass, () possui uma subsequéncia (z;);en convergente. Dali,
existe a € R"™ tal que llgl\Ill/ x; = a. Portanto, llé%l/ |21 —all=0e lim |z —mzl =0.

keN,leN
Note que,

lzr — all = [|zr — 21 + 21 — a|
< lwg — 2| + ||z — al|.

Assim, dado € > 0, existem [y, kg € N tais que se k,l > ko, temos |lzx — ;]| < § e se
1>y, ||lz1 — al| < 5. Se k > max{ko,lo}, temos ||z —a|| < §+ 5 = &, 0 que nos diz que

x) € convergente. [ |
() g

1.5 Conjuntos Fechados

Definicao 1.57. Sejam X C R" e a € R", dizemos que a é ponto aderente ao conjunto

X, quando existe uma sequéncia de pontos (zj) C X tais que limz;, = a.

Definicao 1.58. Seja X C R", o conjunto de todos os pontos aderentes a X é chamado

de fecho de X. Denotamos tal conjunto por X.

Definicao 1.59. Seja F C R™, dizemos que F é um conjunto fechado se F' = F. Ou seja,
F é fechado se o limite de toda sequéncia convergente de pontos de F', ainda é um ponto
de F'.
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Observacgao 1.60. Todo ponto b € X ¢é aderente a X pois é limite da sequéncia constante
(b,b,...). Assim, X C X, para todo X C R™.

Observagao 1.61. Note que se X C Y, entdo X C Y.

Exemplo 1.62. O fecho da bola aberta ¢ a bola fechada.

Com efeito, seja ||z]| = 7, se y € R" tal que y € B(0;r), entao ||ly|| < r. Perceba que como
||| = r, temos que = ¢ B(0;r).

Agora, considere (zj) uma sequéncia em R”, onde () = (1 — %) x; V k € N. Note que;
lzpll = |1 =] -zl =|1—%] - r<rVEkeNe

fiow o= i (1o = fi i a0
Assim, z;, € B e limz;, = z, entdo z € B(0;r).

Reciprocamente, seja x € W, entao existe (z;) C B(0;r) tal que x; — . Suponha,
por contradi¢do, que = ¢ B[0;r|, entdo ||z| = d > r. Ja vimos que como z} — x, entao
|zl = |||l e como ||zx]| < 7 V k €N, temos d = ||z|| = lim||zx]| <7, ousejad <r, o0

que é um absurdo.

Teorema 1.63. a) O ponto a € aderente ao conjunto X C R™ se, e somente se, toda

bola de centro a contém algum ponto de X.

b) Um conjunto F C R™ € fechado se, e somente se, seu complementar F¢ é aberto.

Ou equivalentemente, A C R™ € aberto se, e somente se, A¢ € fechado.

c) O fecho de qualquer conjunto X C R™ € fechado. Ou equivalentemente, ¥V X C R™
tem-se X = X

Demonstragao:

a) (=) Sejam X C R" e a € R com a aderente a X. Entao existe (z;) C X tal que
lim 2y, = a. Assim, z;, € B(a;r) qualquer, para todo k € N suficientemente grande.
(«=) Considere que toda bola de centro a contém todos os pontos de X. Entao, para
cada k € N, podemos escolher um ponto x; € X que esteja na bola B (a; %), isto é

|zx —al| < . Assim; limx, = a. O que caracteriza a como ponto aderente de X.
b) As afirmagoes s@o equivalentes;

01. F é fechado.
02. Se x € F°, entao x nao é aderente a F.

03. Se x € F° entao 3 r > 0 tal que B(z;r) C F°.
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04. F¢ é aberto.
(1 = 2) Dado F fechado, entdo F = F. Seja x € F°, isto ¢, v ¢ F. Logo, x
nao é aderente a F'.
(2= 3)Dado v € F¢e x ¢ F, entdo existe r > 0 tal que B(z;7) N F = &;
B(z;r) C F°. Ou seja, x é ponto interior de F*.
(3= 4) Dado z € F°er > 0 tal que B(x;r) C F°, entdo x é ponto interior
de F¢. Como x é arbitrario, segue que todos os pontos de F sao interiores.
Logo, F¢ é aberto.
(4 = 1) Seja a € X, entdo existe (r;) C X tal que limz, = a. Suponha, por
contradigao, que a ¢ X. Entdo a € X¢ e por 04., existe B(a;r) C X onde
() ¢ B(a;r) V k € N. Tome € = 7, entdo existe ko tal que ||x; — al|, para
todo k > ko. Assim, |z —al < §. Logo, z, € B(a;5) C B(a;7), o que é
um absurdo, pois supomos que nao existiam pontos de X em B(a;r). Assim,

a€ X eac€X,logo X éfechado.

c)SejaY =XeY = X. Ja temos YV C Y, basta provar que Y C Y. Seja x € Y,
entao existe y, € Y tal que limyy = x. Agora, para cada k € N existe (z5.) C X tal
que lim g, = y. Assim, yp — = e x, — y,. Dado € > 0, existem ky € Ne k,, € N
tais que ||yk - ZL’H < %7 vk > ka € ||$I€r - yk” < %7 v kr > k?‘o’ Tk, € X. Defina 2k
como z; = Iy 2y = To 23 = L3, e Pk = Thyy,, - NOte que;

041" 041"

2k = ] < [z = yiell + llz — yill

<Eyf-.
2 2 7

Assim, 2, — 2, (%) C X, 2 € X. Logo, z € Y.
n

Observagao 1.64. Existem conjuntos X C R" que nao sao fechados e nem abertos e

outros que sao simultaneamente fechados e abertos.
Exemplo 1.65. Seja X = B(a;r) U {b}, com [|b —a| =r.

e X nao é aberto;
Note que b € S(a;r), visto que ||b — a|]| = r. Logo X néo é aberto, pois possui um

ponto b que esté na fronteira.

e X nao é fechado;
Seja z # btal que ||z—al| = 7, onde z € X; B(a;r) = Bla;r]. Note que B(a;r) C X,
entdo B(a;r) C X, logo Bla;r] C X. Assim, 2 € X e z ¢ X. Portanto X # X.

Entao, X nao é fechado. Assim, X nao é fechado e nem aberto.
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Exemplo 1.66. R" ¢ aberto e fechado simultaneamente.
e Seja z € R”, temos que R* C R" e R* C R”, logo R” é fechado, pois R” = R~.

e Dado x € R", B(x;1) C R". Logo, R" é aberto.

Portanto, R™ é fechado e aberto.

Proposigao 1.67. S[a;r] = S|a;r].

Demonstracao: Como B(a;r) é aberta e R™\Bla;r] é aberto, entdo A = B(a;r) U
(R™\ Bla;r]) é aberto. Dai, note que R" — A = S[a; r|, entao S|a;r] é fechada. |

Definicao 1.68. A distancia do ponto a € R" ao conjunto X C R™ é o namero d(a; X) =
inf{lle —al;z € X},

Decorre da definicao de infimo que para todo k£ € N, existe um ponto x; € X tal
que d(a; X) < ||z — a|| < d(a; X) + ¢. Em particular, klim |z — al| = d(a; X).
—00

Observacao 1.69. Se F' for fechado, entao a distancia de um ponto a € R™ a F &
atingida. Isto é, existe zo € F tal que d(a, F') = |ja — zg||. Com efeito, como vimos
acima, existe (zy) C F tal que lim ||zy — a|| = d(a, F), dai ||z — a|| é limitada e por
|kl = llall < ||zx — al|, V k € N, obtemos que (zj) é limitada. Logo, pelo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, existe xg € F e (xy,) C (xx) tal que zp, — xo. Assim, d(F,a) =

lim ||z — al| = ||z, —al = |lz0 — al|.
Definigdo 1.70. Se X C Y C R”, dizemos que X é denso em Y, quando X =Y.

Exemplo 1.71. B(a;r) é denso em Bla;r].
Pois B(a;r) C Bla;r] e o fecho de toda bola aberta ¢ a propria bola fechada.

Exemplo 1.72. Q" é denso em R".

Definicao 1.73. Seja a € R", dizemos que a é ponto de acumulacao de X C R", quando

toda bola de centro a contém algum ponto de X diferente de a. Ou seja, quando a €
X\{a}.

Observagao 1.74. Um ponto de acumulagao de X pode pertencer ou nao a X.
Observacgao 1.75. Todo ponto de acumulagao é ponto aderente.

Baseada na defini¢cao de ponto de acumulacao, temos a definicao de ponto isolado.

Definicao 1.76. Seja a € X, dizemos que a é um ponto isolado de X, quando 3 r > 0
tal que B(a;r) N X = {a}.

Observacao 1.77. Se a € X nao é ponto de acumulagao de X, entao a é ponto isolado
de X.
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Definicao 1.78. Dizemos que X é um conjunto discreto, quando todos os seus pontos

sao isolados.

Exemplo 1.79. Todos os pontos de uma bola aberta sao pontos de acumulacao.
Seja B(a;r) C R", considere y € B(a;r) entdo, ||y — al]| = d < r. Vejamos que y
é ponto de acumulagao. Seja R > 0 e note que B(y; R) N B(a;r) possui pelo menos um

ponto de B(a;r) diferente de y.

e Se R<r—d,
Neste caso, B(y; R) C B(a;r) = B(y; R) N B(a;r) = B(y; R).

e Se R>r—d;
Considere 0 < € < r —d, entdo B(y;e) C B(y; R) N B(a;r).

Exemplo 1.80. O conjunto Z" dos pontos de R" com coordenadas inteiras ¢ um conjunto

discreto.

Teorema 1.81. Sejam a um ponto e X um subconjunto de R™, as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
1) a é um ponto de acumulag¢ao de X .
2) a € limite de uma sequéncia de pontos de x € X\{a}.
3) Toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X .

Demonstragao: (1 = 2) Seja a um ponto de acumulagao de X, entdo para todo n € N
podemos encontrar um ponto zy € X, tal que xp # a, em B(a, %) De fato, dado ¢ > 0,
tome ko € N tal que ko > £ = % < e. Daf se k > ko, temos ||z, —al| < 1 < ,}0 < g, entao
lim z;, = a.

(2 = 3) Seja a tal que limzy, = a, onde z; € X\{a}, entdo para todo ky € N o conjunto
{zr;k > ko} € infinito, pois se fosse finito, teria que existir um xy, que se repetiria
infinitas vezes e isto forneceria uma sequéncia constante onde limzy, # a. Logo, toda
bola de centro a, contém uma infinidade de pontos de X.

(3 = 1) Supondo que toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X, segue

da definicao que a é um ponto de acumulagao de X. [ |

Teorema 1.82. Todo subconjunto infinito e limitado X C R™, possui pelo menos um

ponto de acumulagao.

Demonstracgao: Seja X C R” infinito e limitado, entdao X admite subconjunto infinito
e enumeravel {x, zs, ..., T, ...}. Fixando esta enumeragao, temos uma sequéncia () de
termos dois a dois distintos, pertencentes a X. Logo, (zy) ¢ limitada e por Bolzano-

Weierstrass, (z) possui uma subsequéncia (zy, ) convergente. Defina (y,,) = (xy,, ), com
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(Ym) convergente, onde limy,, = a. Como cada coordenada y,, sdo distintas, no maximo
uma coordenada pode ser igual a a. Se existe, descartamos e temos a como limite de uma

sequéncia de pontos y,, € X\{a}, logo a é um ponto de acumulagao de X. [ |

Teorema 1.83. i) Se Iy e Fy sao subconjuntos fechados de R"™, entao Fy U Fy € fe-
chado.

it) Se (F))xer € uma familia arbitrdaria de conjuntos fechados, entao F = Nyep F) €
fechado.

Demonstracgao:

i) Dados Fy e F; fechados, entao F1° e I, sdo abertos. Note que F1°NFy = (F1UF)°,
como a intersegao finita de abertos ¢ aberta, entao F1°N Fy° é aberto, logo (F U F3)°
é aberto. Portanto, I} U F5 é fechado.

i1) Seja (F))xer uma familia de fechados. Como para todo A € L, F\ é fechado, entao
F\° é aberto. Como a uniao arbitraria de abertos é aberta, entao Uycy F\° é aberto.

Note que (Uxer F2)° = Myer F, 10go Nyer F)\ € um conjunto fechado.
[ |

Observacao 1.84. Segue de i) que a uniao finita de conjuntos fechados é um conjunto
fechado. Contudo, para a uniao infinita nem sempre é verdade. Pois, um conjunto

qualquer, aberto ou fechado, é a uniao dos seus pontos cujos pontos sao conjuntos fechados.

Observagao 1.85. Segue do Teorema que X ¢ formado acrescentando-lhe seus

pontos de acumulagao que porventura nao pertencem a X.

Definicao 1.86. Seja X C R", dizemos que um subconjunto F' C X é fechado em X,
quando F' contém todos os seus pontos aderentes que pertencem a X. F é conhecido

como fechado relativo.

Proposicao 1.87. Sejam X C R" e FF C X, F' € fechado em X se, e somente se
F=FnX.

Demonstragao: (=) Perceba que F C F ecomo F C X = F C FNX. Seja
a€ FNX =a€ Feac X. Logo existe (z) C F tal que 7, — a entdo a é aderente a
F. Pela definicao de fechado relativo, a € F, logo FNX = F.

(<) Sejaac€ X ea€ F=ac XNF =F. Portanto, F & fechado relativo em X. W

Proposicao 1.88. Seja X C R" e F' C X, entao F € fechado em X se, e somente se,
X\F ¢é aberto em X.
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Demonstragao: (=) Se F' ¢é fechado em X, entdo F' = F N X, onde F C R" ¢é fechado.
Dai, X\F = XN F° = X N (FUX) = (XNF)U(XNX)=XnNF. Ou seja,
X\F = XNF¢, onde F* & aberto. Pela observacao [1.40] temos que X\ F ¢é aberto em X.
(<) Suponha que X\ F = XNU, onde U C R™ é aberto em R™. Assim, F' = X\(X\F) =
X\(XNU)=XN(XNU)*=XNXUU?)=(XNX)U(XNU®) =XnNU° Ou seja,
F =XnNU¢ com U° fechado. Pela Proposigao [1.87 vemos que F' é fechado em X. W

Proposigao 1.89. Seja X C R" e A C X, entao A € aberto em X se, e somente se,
X\A € fechado em X.

Demonstragao: (=) Se A é aberto em X, entdao A = AN X, onde A C R™ ¢ aberto.
Dai, X\A = XNA°=XNUAUX) = (XNA)U (X NX)=XnNA. Ou seja,
X\A =X N A onde A° ¢ um fechado. Pela observacao [1.40] temos que X\ A ¢ fechado
em X.

(<) Suponha que X\A = XNY, onde Y C R™ ¢ fechado em R". Entao A = X\(X\A) =
X\ XNY)=XN(XNY) =XNXUY®) =(XNX)U(XNY®) =XnNY* Ou seja,
A=XNY¢ com Y aberto. Pela Proposigao [.87, vemos que A ¢ aberto em X. [ |

1.6 Conjuntos Compactos

Definicao 1.90. Um conjunto X C R" chama-se compacto quando é fechado e limitado.
Exemplo 1.91. Toda bola fechada Bla;r] é compacta.

Exemplo 1.92. Nenhuma bola aberta B(a;r) é compacta.
Provamos na segdo de conjuntos abertos que toda bola aberta B(a;r) é um con-
junto aberto. Além disso, note que B(a;r) = Bla;r] # B(a;r). Logo, como B(a;r) nao

é fechada, segue que nao é compacta.

Exemplo 1.93. O conjunto Z™ nao é compacto.
Suponha por contradicao que Z" é limitado. Logo, existe r > 0, tal que Z" C
B(0;7). Considere k € N; k >rez=(0,...,0,k) € Z", mas ||z — 0| = ||z]| =k >7r. O

que é um absurdo. Portanto, como Z" nao é limitado, segue que nao é compacto.

Exemplo 1.94. Toda esfera S[a;r| é compacta.

Teorema 1.95. As sequintes afirmagoes sobre o conjunto K C R™ sao equivalentes:
i) K é compacto;

i1) Toda sequéncia de pontos z), € K possui uma subsequéncia que converge para um

ponto de K.
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Demonstragao: i) = ii) Como K é compacto, em particular, K ¢ limitado. Logo, toda
sequéncia de pontos x, € K é limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma
subsequéncia (x)ken de (zx) que converge para um ponto a, ou seja, %g}{l{/ xr = a. Como
K é um conjunto fechado, entao a € K.

i1) = 1) Como vale i7), entdo K é limitado, pois se nao fosse, para todo k € N existiria um
ponto zy, € K tal que ||zx|| > k. Assim a sequéncia obtida (xy) nao possuiria subsequéncia
limitada, o que impediria a existéncia de suas subsequéncias serem convergentes. Perceba
também que K é fechado, pois se limz, = a, onde x; € K, V k € N, entao por i), uma
subsequéncia de () convergiria para um ponto de K, mas toda subsequéncia de (xy)

converge para a. Logo a € K. Portanto, K é compacto. |

Definigao 1.96. Sejam X,Y C R”, a distancia entre eles ¢ dada por d(X,Y) = inf{|z—
ylhee X,y eV},

Mas em caso particular, vale o teorema a seguir.

Corolario 1.97. Sejam K C R™ compacto e F' C R" fechado, entao existem xog € K e
Yo € F tais que |z — yol|| < ||z — y|| para quaisquer x € K ey € F.

Demonstracao: Pela definigdo de infimo, existem sequéncias (z;) C K e (yx) C F

tais que ||zx — yx|| — d(K,F). Como K ¢é compacto, pelo Teorema [1.95] existe uma

subsequéncia (xy)ren € T € K tal que Ili%l zy = 0. Note que [lyg|| < [lyr — x|l +[|21]], 0
c !

que torna (yg)ken limitada. Por Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia (y)ken:

e yo € R" tal que lim yp = yo. Portanto, ||[zg — yol| = lim |lzp — yil] = lim ||z, —
keN keN" keN

ykl| = d(K, F). Além disso, d(K,F) < |[z —y||, V2 € K,y € F. E isso implica em

lzo = woll < llz —yll, Ve e KeyeF. u

Observagao 1.98. Se F| D F;, D ... D F}, D ... é uma sequéncia decrescente de conjuntos

fechados nao-vazios em R"™, pode ocorrer que N2, Fj, = .

Se tomarmos Fj, = [K,+00) em R, isto ocorre. Contudo, o mesmo ndo ocorre

quando um dos Fj, é limitado. Vejamos o teorema a seguir.

Teorema 1.99. (Cantor) Seja K1 D Ky D ... D Ky, D ... uma sequéncia decrescente de
compactos nao-vazios em R"™. Existe pelo menos um ponto a € R™ que pertence a todos
0s Kj. Ou seja, N2, Ky # @.

Demonstragao: Escolhamos um ponto z, € K, V k£ € N. Como cada K} é compacto,
a sequéncia () é limitada, pois (zx) C K;. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (zx)
possui uma subsequéncia (x,.),en convergindo para a € R™. Suponha, por contradigao,
que exista nyg € N tal que a ¢ K,,,. Escrevamos N' = {ny,...,n,, ...} e considere ry € N tal
que n,, > ng, assim X,, € K,, para todo r > ry. Como z,,, — a, obtemos que a € K,,,

o que é um absurdo. [ |
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Definigao 1.100. Uma cobertura do conjunto X C R™ é uma familia (C))xer de sub-
conjuntos C, C R” tais que X C U, C). Isto significa que para cada z € X, existe um
A € L tal que z € C).

Definigcao 1.101. Dizemos que U,c;C\ é uma cobertura aberta de X, quando os C)

forem todos abertos.

Definicao 1.102. Dizemos que Uye;,C\ é uma cobertura finita de X, quando L é um

conjunto finito.

Definigao 1.103. Uma subcobertura ¢ uma subfamilia (C))er/, L' C L, tal que ainda
se tem X C Uyep/Cl.

Uma propriedade fundamental dos conjuntos compactos ¢ o fato de que toda co-

bertura aberta de um conjunto compacto possui uma subcobertura finita.

Definicao 1.104. Seja X C R™ um conjunto limitado, o diametro de X é o ntamero
diam.X = sup{||x — y||;x,y € X}.

Observagao 1.105. Segue que, se diam.X =d e x € X, entao X C Blz;d].

Lema 1.106. Seja K C R™ compacto. Para todo € > 0 existe uma decomposi¢cao K =
KUKy U...U Ky, onde cada K; é compacto e tem diagmetro < €.

Demonstragao: Seja a > 0, note que R = U,,ez[ma, (m+1)a]. Analogamente, podemos
escrever R" = UpeznCyy, onde Cp, = [0, [mucr, (m; + 1)a] e m = (my, ..., my,,). Assim,
diam.C' = ay/n para todo cubo C. Dado um subconjunto X C R", temos que X =
XNR" =X N (UneznCh) = Upezn (X N C,). Em particular, para o compacto K C R"™;
K = Upezn (KN Cy) = Upezn Ky, onde K, = KN C,,, ¥V m € Z". Claramente K ¢
compacto para todo m € Z". Por K ser limitado, existe apenas uma quantidade finita
de K;’s nao-vazios. Pois sendo s > 0 tal que K C B(0;s), considere ¢t € N tal que ta > s
e seja m € Z" tal que |m;| < t, para algum i € {1,...,n}. Com isto afirmamos que
CnNK # @, pois dado z € Cp, ||z — 0| = ||z]| < ta > s =2 ¢ B(0;s) = = ¢ K.
Logo, existem no méaximo t" cubos da forma C,, em que C,, N K = &. Tome K1, ..., K}
os conjuntos da forma K N C,, em que K N C,, # &. Logo, K = U,ezn K, = UleKZ-.
Para que diam K; < ¢, escolha o > 0 de modo que o < \/iﬁ, pois;

diam.K; = diam.(K N Cy,)
< diam.C,, = a\/n

<%\/ﬁ—g.
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Teorema 1.107. (Borel-Lebesque) Toda cobertura aberta K C UA, de um compacto
K C R" admite uma subcobertura finita K C Ay, U ... U A,,.

Demonstracgao: Seja K C R™ compacto, suponha por absurdo, que K C UA, seja uma
cobertura aberta que nao admite subcobertura finita. Pelo Lema|l.106] podemos expressar
K como uniao finita de compactos de diametro < 1. Pelo menos um dos compactos,
digamos, K; é tal que K; C UA, nao admite subcobertura finita. Agora, escrevendo K
como uniao finita de compactos cujo diametro é < %, pelo menos um deles, digamos, Ko,
nao pode ser coberto por um nimero finito de A,’s. Continuando esse processo, obtemos
uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos K1 D Ky D ... D K D ... com diam
K < % de modo que nenhum dos K;’s, para todo i« = 1, ..., k esta contido em uma uniao
finita de A,’s. Em particular, todos os K}, sao nao-vazios, entao pelo Teorema de Cantor,
existe a € N;2; K, para algum A temos a € Ay. Como A, é aberto, temos B (a; %) C Ay
para algum k. Sendo a € K e diam. Ky < %, temos que K, C B (a; %), onde K C Ay, o
que é uma contradicao. Pois nenhum K poderia esté contido numa quantidade finita de

A/\7S. n
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Capitulo 2
Aplicacoes Continuas

As fungoes continuas desempenham um papel de destaque no cotidiano por apre-
sentarem aspectos especiais. Na matemaética, a garantia da continuidade de uma de-
terminada funcao é algo bastante relevante. Neste capitulo, veremos como a nocao de
funcao continua tomando valores reais esté intrinsecamente relacionada com aplicacoes
continuas no espaco Euclidiano. Recorremos aos niimeros positivos € e 9§, para definir as
aplicac¢oes continuas e sua relagao com os conjuntos abertos, fechados, compactos e com

as sequéncias.

2.1 Limites de Funcoes

Definicao 2.1. Seja X C R™, uma aplicacao f : X — R”" associa a cada ponto x € X
sua imagem f(x) = (f1(x),...fa(z)). As fungoes reais fi, ..., f, : X — R s@o chamadas de

fungbes-coordenadas de f e escrevemos f = (f1, ..., fn)-

Se Y C R™ é tal que f(X) C Y, podemos escrever f : X — Y em vez de
f: X —R"

Definicao 2.2. Sejam f : X — R" definida no conjunto X C R™ e a € R™ um ponto
de acumulagdo de X. Dizemos que b € R"™ é o limite de f(z) quando x tende para
a e escrevemos lim f(z) = b, se para todo ¢ > 0 dado, existir § > 0 de modo que

| f(z) —b|| < e, sempre que 0 < ||z —al| < d, onde z € X.
Observagao 2.3. i. O ponto a pode pertencer ou nao a X.

ii. Quando o ponto de acumulacao a pertence a X, a aplicacao f : X — R™ é continua

no ponto a se, e somente se, lim f(x) = f(a).
Tr—a

Teorema 2.4. (Permanéncia do Sinal) Sejam a um ponto de acumula¢io de X C R"™ e
f: X = R uma fungao real. Se b = lim f(x) é um nimero positivo, entao existe 6 > 0
Tr—a

tal que x € X e 0 < ||z — a|| < ¢ implicam f(x) > 0.
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Demonstracao: Como b é um ntmero positivo, tome ¢ = b. Assim, pela definicao de
limite, existe § > 0 tal que x € X e 0 < |z — a| < ¢ implicam que |f(xz) —b] < e =1b, ou
seja, —b < f(x) —b < b, 0 < f(x) < 2b. Portanto, f(z) > 0. |

Quando X é um intervalo da reta, tem sentido a nog¢ao de limite lateral de uma

aplicacao f : I — R™, ou seja, de um caminho, num ponto a € I.

Definicao 2.5. Se a nao é o extremo superior de I, dizemos que b € R™ é o limite a
direita de f(t) quando t tende para a, e escrevemos lim f(t) = b, quando para todo & > 0

t—at

dado, existe § > 0 tal que a <t < a+6; t € I, implica || f(x) — b|| < e.
Definicao 2.6. Se a nao ¢ o extremo inferior de I, dizemos que b € R™ é o limite a

esquerda de f(t) quando t tende para a, e escrevemos lim f(f) = b quando para todo
t—a—

e > 0 dado, existe 0 > 0 tal que a — 6 <t < a implicat € [ e || f(z) — || < e.

De modo semelhante a continuidade de uma aplicacao, a existéncia e o valor do

limite se exprimem em termos das fungoes-coordenadas.

Teorema 2.7. Sejam a um ponto de acumulacao do conjunto X, f : X — R"™ uma
aplicagao e fi,....,fn : X — R as fungoes-coordenadas de f. Temos lim f(x) = b se, e
Tr—a

somente se lim f;(x) = b;, para todo i =1, ...,n.
T—a

Demonstracao: (=) Dado € > 0, queremos exibir § > 0 tal que |f;(x) — b;| < &, para

todo 0 < ||z —a| < é;. No entanto, como lim f(x) = b, existe § > 0 tal que || f(z)—0b| < ¢,
Tr—a

para todo 0 < ||z — a|| < ¢. Dai, tomando 9; = 4, se ||z — al| < § = §;, temos;

|fix) = bif =

Assim, lim f;(z) = b;, para todo i = 1, ..., n.
r—a
(<) Como lim f;(z) = b; para todo i = 1,...,n, dado € > 0 existe §; > 0 de modo que
T—a
|fi(z) — b;| < £, para todo 0 < ||z — al| < d;. Assim;

1£(@) = bll = [(fie) = 0a)* + o (fal) = o))
< |[If (=) —blls
=|fi(z) = bi| + ... + | fu(z) = byl
Tomando § = min{dy,...,0,} > 0, temos que se ||z — a| < §, vale que ||f(x) —b| <

St E=ne(2)= e Assim, I f(@) = b .
Tr—a

O Teorema a seguir associa o limite de aplica¢oes com o limite de sequéncias.
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Teorema 2.8. Seja a um ponto de acumulag¢ao do conjunto X C R™. A fim de que se
tenha lim f(x) = b € necessdrio e suficiente que para toda sequéncia de pontos xy € X\{a}
Tr—a

com lim zp = a, temos lim f(zy) =b.
k—o0 k—o0

Demonstragao: (=) Dado ¢ > 0, arbitrério, existe § > 0 tal que z € X, 0 < ||[x—al| < d
implica em ||f(z) — b|| < e. Seja (x) C X\{a} tal que xy — a. Note que existe ky € N
tal que k > ko implica em 0 < ||z — a|| < d. Portanto ||f(zx) — b|| < €.

(<) Suponha por contradi¢do que iliré f(x) # b. Assim, existe € > 0 tal que para todo
k € N, podemos encontrar x; € X tal que 0 < ||z, —al| < ¢ mas || f(x;) — b|| > . Entao

terfamos x; € X\{a}, lim xy = @ mas com lim f(xy) # b. O que é um absurdo. |
k—o00 k—o00

Teorema 2.9. Sejam a um ponto de acumulagao de X C R™, beY, f: X =Y uma

aplicagao tal que lim f(x) =b e g:Y — RP continua no ponto b. Entdo lim g(f(x)) =
T—a Tr—a

g(b)-

Demonstracao: Dado ¢ > 0, como g é continua no ponto f(a), existe A > 0 tal que se
yeY,|ly=f(a)] <A=llg(y)—g(f(a))]| <e. Como f & continua no ponto a, para A > 0,
existe d > Otalquesex € X, ||z—al <0 = |f(x)—f(a)]| < A= |lg(f(x)—g(f(a))] <,

assim, g o f é continua no ponto a. [ |

Teorema 2.10. Sejam f,g: X = R" e a: X — R definidas no conjunto X C R™ e a
um ponto de acumulagio de X. Se existem lim f(x) = b, limg(z) = ¢ e lim a(x) = A,
T—a Tr—a Tr—a

entao existem os limites e valem as sequintes igualdades;

i) m(f(@) +g(@)] =b+c.

ii) lim a(x) - f(x) = X-b.

r—a

iir) lim (f(x), g(x)) = (b, c).

r—a
iv) lim || f(2)] = [b].
Demonstragao:

i) A aplicacao s : R" x R" — R", definida por s(z,y) = x+vy, é continua. Observando
que f(x)+ g(x) = s(f(z),g(x)), resulta do Teorema 2.9 que

lim[f(z) + g(z)] = ilg(ll f(z) +limg(z) =b+c.

Tr—a r—a

i1) A aplicacao p : R" x R" — R", definida por p(z,y) = zy, é continua. Observando
que a(z)g(z) = p(a(x), f(x)), resulta do Teorema [2.9] que

lim[a(z)g(z)] = lim a(x) - lim f(x) = X - b.

rT—ra Tr—a Tr—a
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iii) Note que;

|[(f(2), g(x)) = (b, ) = [(f(x), g(x)) = (b, g(x)) + (b, g(x)) = (b, €)]
< [{f(2) = b, g(@))| + [(b,g(x) = o)
< 1f () = ol - llg(@)ll + [Il] - lg(x) —e]- (2.1)

Agora, note que dado € > 0, existem 61,02 > 0 tais que ||f(z) — ]| < €1, se
0<|lz—a| <d1elglx)—c| <egsel<|z—al <d Sel < |z—al <

d = min{dy, d2}, temos por (2.1)),

|(f(2), g(x)) = (b, ) < exllg(@)[| + [[blle:

<e(llg@)[l+1) + ([|bf] + ez

—5—1—6—5
2 2 7

Assim, lim(f(x), g(z)) = (b, c).

r—a

iv) Como (f, g)(x) = (f(x),g(z)) e im(f(z),g(x)) = (b,c), se g = f e c = b, temos:

Tr—a

lim (f(2), f(z)) = (b, b)
lim [ (2)]]* = [[b]]*.

Agora, defina;
:R" — R

t|—>\/E.

Como ¢ é continua, entao tln? ©(t) = @(tp). Assim, considere;
—to

c: X —R

zr— o(x) = wo({f, /) (@) = e((f(z), f(2))).

Pelo Teorema [2.9] segue que
limo(z) = o(a)

tim /7@ = /ol

tim || (2)]] = 1]
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Observagao 2.11. Considerando o : X — R, perceba que se lim a(z) =0e f: X — R" ¢
T—ra
limitada na vizinhanca de a (isto ¢, existem d > 0e M > Otaisquez € X e0 < ||x—al| < d

implicam || f(z)|| < M), entao glcl_rg a(z).f(x) = 0, mesmo que nao exista o il_rg f(z).

Exemplo 2.12. Seja f(z,y) = e g : R?\{0} — R definida

Ty T . Y
x24y? Varty? /2242
x2y

por g(x,y) = Gt Note que (xyyl)ig%o’o)g(x,y) = 0, pois podemos escrever g(z,y) =

a(z,y) - f(x,y) de modo que lim «(x,y) =0. Além disso,
(z,y)—(0,0)

ol oyl VAR P

- V2 2 Rt Ry

flz,y)| =

'¢ﬁ+y 'Jﬂ+y

Teorema 2.13. (Permanéncia da Desigualdade) Sejam f,g : X — R definidas no con-
gunto X C R™ e a um ponto de acumulagio de X. Se f(x) < g(x) para todo v € X e
existem lim f(z) e lim g(x), entdo tem-se lim f(x) < lim g(z).

T—a T—a T—a T—a

Demonstragao: Suponha, por contradi¢ao, que lim f(z) > lim g(z) e defina;
r—a Tr—a

h: X —1R
r— h(z) = f(z) — g(x).

Assim, lim h(z) = lim f(z) — lim g(z) > 0. Portanto, pelo Teorema existe o > 0
x—a z—a z—a

tal que se z € X N B(a;0), temos h(xz) > 0, o que implica que f(z) — g

f(z) > g(x). O que é um absurdo. |

x) > 0, ou seja

2.2 Funcoes Continuas

Definicao 2.14. Seja a € X, dizemos que f é continua no ponto a quando, para cada
e > 0 arbitrariamente dado, pode-se obter § > 0 tal que z € X, ||z —a| < 0 =
|f(z) — f(a)|| < e. Em outros termos, para cada bola B(f(a);e) dada, existe uma bola
B(a;d) tal que f(B(a;6) N X) C B(f(a);e). Dizemos que f : X — R" é uma aplicagdo

continua no conjunto X, quando f é continua em todos os pontos a € X.

Teorema 2.15. Sejam X CR™, Y CR", f: X - R" com f(X)CY eg:Y — RP. Se
f € continua no ponto a € X e g é continua no ponto f(a) €Y, entdo go f: X — RP ¢

continua no ponto a. Ou seja, a composta de duas aplicacoes continuas € continua.

Demonstracao: A demonstragao segue a mesma ideia do Teorema [2.9 |
Teorema 2.16. i) A aplicagao f: X — R™ € continua no ponto a € X se, e somente

se, para toda sequéncia de pontos x € X com limzy, = a, tem-se lim f(xy) = f(a).
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it) A aplicagio f : X — R"™ € continua no ponto a € X se, e somente se, suas fungoes-

coordenadas fi, ..., fn : X — R sdo continuas nesse ponto.
Demonstragao:

i) (=) Seja f : X — R" continua no ponto a. Dada a sequéncia de pontos z;, € X com
lim z; = a, para todo € > 0, existe & > 0 tal que f(B(a;0)) C B(f(a);e). Em relagao
a d, existe ko € N tal que k > kg = x € B(a;0), logo k > ko = f(xx) € B(f(a); ).
Logo, lim f(xy) = f(a).
(<) Suponha, por contradi¢do, que f ndo é continua em a. Assim, existe € > 0 tal
que para todo k € N existe 2, € X de modo que ||z —al| < ¢ e || f(zx) — f(a)|| > €.

Assim, x, — a, mas f(xy) - f(a), o que é um absurdo.
i1) Consequéncia direta do Teorema .
[

Corolario 2.17. Seja X C R™. Se as aplicagoes f,g : X — R" ea : X — R sdo
continuas no ponto a € X, entao também sao continuas nesse ponto, as aplicagoes f+ g :
X >R {(f,g) : X >R, ||f]| : X > Reaf : X = R", definidas por; (f + g)(x) =
F(@)+ 9(@); (f.9)(@) = (F@), g(@)), If1@) = 1F@)] e (@af)(@) = al@)f(z).

Demonstragao: Esta ¢ uma consequéncia do Teorema [2.16] juntamente com a Proposi-
qao [1.52] u

Teorema 2.18. A imagem f(K) do conjunto compacto K C X pela aplicagdo continua

f: X — R" € também um conjunto compacto.

Demonstracao: Seja (y;) uma sequéncia de pontos em f(K), para todo k € N, existe
z € K tal que f(zy) = yr. Como K é compacto, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
existe uma subsequéncia de (zj), digamos (xy),., que converge para o ponto a € K.

Como f é uma aplicagdo continua, em particular, f é continua no ponto a. Aplicando

o Teorema [2.16, temos que 111%1 f(zx) = f(a). Portanto, toda sequéncia de pontos y; =
e !

f(zx) € f(K) possui uma subsequéncia (yx)ren que converge para um ponto f(a) € f(K).
Logo, f(K) é compacto. |

Corolario 2.19. (Weierstrass) Seja K C R™ compacto. Se f : K — R € uma fungao
real continua, entao existem xo,x1 € K tais que f(xg) < f(x) < f(x1) para todo x € K.
Em outras palavras, toda func¢ao real continua num conjunto compacto K, atinge seus

valores minimo e mdximo em pontos de K.

Demonstracao: Como K é compacto, pelo Teorema [2.18| f(K') também é compacto.
Assim, os nameros yo = inf f(K) e y; = sup f(K) pertencem a f(K), isto é, yo = f(xo)
e y1 = f(z1), onde zg e 1 € K. Portanto, f(zg) < f(z) < f(z1), paratodoz € K. W
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Teorema 2.20. Seja X C R™. A aplicacao f : X — R™ € continua se, e somente se, a

imagem inversa f~1(A) de todo conjunto aberto A C R™ é um subconjunto aberto em X.

Demonstragao: (=) Seja f continua e A C R" aberto, entdao para todo z € f~1(A),
existe € > 0 tal que B(f(x);e) C A. Pela continuidade de f, x é centro de uma bola
aberta B,, tal que f(B,NX) C B(f(z);e) C A. Assim, z € B,NX C f~*(A). Considere
U = UB,, dai, para todo z € f~'(A), temos que f~*(A) c (UNX) C f~1(A). Logo,
(A =UnX.

(<) Suponha que para todo A C R™ aberto, f~'(A) é aberto em X, ou seja, f~1(A) =
M N X, onde M & aberto em R™. Assim, dados z € X e € > 0, tomamos A = B(f(z);¢)
e obtemos M C R™ aberto tal que M N X = f~1(A). Certamente x € M, entao existe
d > 0 tal que B(x;6) C M e assim, f(B(z;0)NX) C B(A). Logo, f é continua em todos
os pontos x € X. [ ]

Teorema 2.21. Seja X C R™. A aplicagao f : X — R™ € continua se, e somente se, a

imagem inversa de todo conjunto fechado F C R™ é um subconjunto f~Y(F) fechado em

X.

Demonstracao: (=) Seja F' C R" fechado, entdo A = R™\F é aberto. Pelo Teo-
rema [2.20] f~!(A) ¢ aberto. Uma vez que f~1(A) = f~{R™\F) = fHR")\fY(F) =
X\f7YF). Como f~1(A) é aberto em X, entao f~!(F) é fechado.

(<) Seja A C R™ aberto e considere FF' = R"\ A, como f~(F) é fechado em X, temos
que f~1(R™\A) ¢ fechado em X, como por hipétese f~1(R"\A) = X\f~1(A) e f1(A) ¢
aberto em X, vemos pelo Teorema que a aplicacao f é continua. [ |

Corolario 2.22. Seja X C R™ aberto(respect. fechado). A fim de que f : X — R
seja continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa por f de todo subconjunto

aberto(respect. fechado) em R™, seja um conjunto aberto(respect. fechado) em R™.

Corolario 2.23. Sejam f,g : X — R continuas no conjunto X C R™. O conjunto
A= {x € X;f(x) < g(x)} € aberto em X, enquanto que os conjuntos F' = {x €
X; flx)<g(x)} eG={z € X; f(x) =g(x)} sao fechados em X.

Demonstracao: Defina h : X — R tal que h(z) = g(z) — f(z). Como f e g sdo
continuas, h é continua. Agora considere os x € X tais que h(x) > 0. Mais precisamente,
A =hY(0,+0)); F = h7([0,+0)) e G = h~1({0}). Como (0,+00) ¢ aberto em R,
[0,4+00) e {0} s@o fechados em R, temos que A ¢ aberto e F' e G sao fechados. |

Em particular, tomando g constante, vemos que o conjunto dos pontos z € X tais
que f(x) < c é aberto em X, enquanto que as solugoes = € X da inequagao f(z) < ¢ ou

da equagao f(x) = ¢, formam conjuntos fechados em X.

Teorema 2.24. Sejam ¢ : K — R™ continua no compacto K C R™ e L = ¢(K) a imagem
compacta de p. A fim de que uma aplicagao f : L — RP seja continua, € necessdrio e

suficiente que a composta fo g : K — RP seja continua.
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Figura 2.1: Representagao da continuidade de uma aplicagao partindo de uma imagem
compacta.

fop

K » RP

A sy

Fonte: LIMA, 2016, p. 23

Demonstragao: Se ¢ e f sao continuas, entao f o ¢ é continua, pelo Teorema [2.15
Reciprocamente, suponha que f o ¢ é continua, entao para todo F' C RP fechado, a
imagem inversa (f o ) Y(F) = ¢ ![f71(F)] ¢ um subconjunto fechado de K, logo, ¢é
compacto, pois F' é compacto. Assim, pelo Teorema , e por ¢ ser sobrejetiva, f~1(F) =
ol (f~H(F))] é compacto, logo, fechado em R™. Segue que f é continua pelo Corolario

222 u

Observacgao 2.25. Quando se tem uma aplicacao arbitraria ¢ : K — L entre dois
conjuntos, para todo Z C L, vale a inclusiao [~ (Z)] C Z. Quando ¢ : K — L ¢é
sobrejetiva, tem-se p[p~(Z)] = Z.

2.3 Continuidade Uniforme

As funcoes de adicao e multiplicacdo de ntimeros reais s,p : R? — R, definidas
por s(x,y) = z +y e p(z,y) = xy, sdo continuas. Agora vamos analisar a continuidade
dessas fungoes no ponto (a,b) € R?. Adotaremos a norma do méaximo em R?, onde temos

(x,y) € B((a,b);d) se, e somente se, ||[x —al| <del|y—>b|| <.

e Adigao: Como a adigao ¢ uma fungao continua, dado € > 0, tome ¢ = 5. Note que

o —all < 5 ey — bl < 5. Ou seja, (x.y) € B((a,b);), entdo;

Is(z,y) — s(a,0)| = llz +y — (a + D)
=llz+y—a—1|
< [lz —all +ly — bl

<S4t
2 2 7
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e Multiplicagdo: Como zy—ab = (x—a)(y—b)+(z—a)b+a(y—b) e pela multiplicagao

ser uma funcao continua, dado € > 0, considerando 4 > 0 menor do que cada um

dos nameros: /%, ey © 3D Vemos que se |z —al <dely—0| <0, ou scja,
(z,y) € B((a,b); ), entao;

Ip(2,y) — pla,b)[| = |vy — abl
< |z — ally — bl + [z — al[b] + [a[ly — b]
< c + : + - €
33 3 7
Percebe-se a seguinte diferenga; na adigao, ¢ depende apenas de € e nao do ponto (a,b)
onde é testada a continuidade. Mas na multiplicacao, 6 nao depende apenas de ¢, de-
pende do ponto (a,b) também. Note ainda que se um dos nimeros a ou b aumentar na

multiplicagdo, para o mesmo &, devemos considerar ¢ cada vez menor.

Definigao 2.26. Uma aplicacao f : X — R” ¢ dita uniformemente continua no conjunto

X C R™ quando, para todo € > 0, for possivel obter § > 0 tal que ||z — y|| < ¢ implica
|£(z) — f(u)]| < . para quaisquer z,y € X.

Assim, a adicao é uniformemente continua, enquanto que a multiplicagdo nao é.

Teorema 2.27. A fim de que f : X — R" seja uniformemente continua no conjunto
X C R™ ¢ necessdario e suficiente que, para todo par de sequéncias de pontos xy,yr € X

com lim ||z — yi|| = 0, se tenha lim || f(zx) — f(yr)|| = 0.

Demonstragao: (=) Seja f: X — R” uma aplica¢do uniformemente continua em X C
R™. Entao, para todo € > 0, tem-se § > 0 tal que ||z — y|| < § implica || f(x) — f(y)|| < e,
para todo z,y € X. Considere (zy), (yx) C X com kh_)rglo |xx — yx|| = 0. Por defini¢ao de
limite, para todo & > 0 obtemos kg € N tal que k > ko implica ||z — yx|| < . Assim,
segue que || f(zx) — f(yr)|| < &, para todo k > k. Ou seja, kh_)rgo Il f(zx) — fye)|| = 0.

(<) Suponha, por contradigao, que f nao é uniformemente continua. Logo, existe £ > 0
tal que para todo ¢ > 0, encontramos x4, ys € X com ||zs—ys|| < d e || f(zs) — f(ys)] > €.
Tome 0 € {1,%,...,4,...}. Assim, existem (zy), (y) € X tais que 0 < ||z —yil| < 1 e
1f (z) = f(yr) || = . Portanto, 0 < lim [z —yy|| < ;}LIEO% = 0. Ouseja, lim [z —yy| =
0. Se kll_)rilo | f(zx) — f(yx)]| = 0, entdo 0 = kh_{go | f(zx) — f(yx)|| > &. O que é um absurdo,
pois € > 0. n

Teorema 2.28. Toda aplicagao continua f : X — R", definida num conjunto compacto

X C R™, € uniformemente continua.

Demonstragao: Se f nao fosse uma aplicagao uniformemente continua, existiriam ¢ > 0

e duas sequéncias (zy), (yx) em X satisfazendo klim (ye — k) = 0 e || f(yr) — flzp)| > €
—00
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para todo k£ € N. Como X ¢é compacto, existem a € X e N; C N, tal que klim Tk = a.
keNy

Assim, como y, = (yr — %) + 2, vale também que klim yr = a. Sendo f continua no
kEN
ponto a, temos que 1
Hm (f(y) — f(2x)) = lim f(ye) — lim f(2)
keNy keENy keNy
~ /(@) - f(a) = 0.
Contradizendo que || f(yx) — f(zx)|| > €, para todo k € N. [ |

Definicao 2.29. Uma aplicagao f : X — R", definida no conjunto X C R™, chama-se
Lipschitziana quando existe ¢ > 0 tal que ||f(z) — f(y)|| < c|[|z — y||, para quaisquer
x,y € X.

Observacao 2.30. O numero ¢ é chamado constante de Lipschitz de f.

Exemplo 2.31. Toda aplicagao Lipschitziana é uniformemente continua.

Seja f : X — R™ uma aplicacao Lipschitziana cuja constante de Lipschitz é ¢ > 0.
Dado ¢ > 0, considere § = £ > 0. Assim, para todos x,y € X com ||z —y|| < = &,
temos || f(z) = fF(W)ll < clle —yll <c- £ <e

Perceba que a reciproca nao ¢ vélida, pois, dado € > 0, considere § = £. A fungao
f:10,1] — R definida por f(z) = \/x, é uniformemente continua mas nao é Lipschitziana,
visto que, |vr — /Y| = \/E—lh/y|$ —y| e que, com z,y € [0, 1] pode-se tomar /z + ,/y tao
pequeno (logo (v/x + \/gj)_l tao grande) quanto se queira.

Definigao 2.32. O ntumero ||T]| = sup{||T - z||;z € S™ '} chama-se a norma da trans-

formacao linear T : R™ — R"™.

Exemplo 2.33. Toda transformacgao linear 7' : R™ — R"™ é continua.

De fato, para cada i = 1,2,...,n, a i-ésima funcao coordenada de T' é a funcao
continua (1, ..., Ty) = @21 + ... + @i, Ty, onde [a;;] € a matriz de T. A esfera unitéaria
Sm=l = {z € R™||z| = 1} é compacta. Logo T ¢ limitada em S™ !. E para todo
vetor v € R™, tem-se || - v|| < ||T|| - ||v]]. Isto é 6bvio quando v = 0. Se v # 0, entao
€ S™1 logo;

[[]
v

ol = ol -7+ (5 )| < e e
Para z,y € R™ quaisquer, tem-se [|[Tz — Ty| = ||T(x —y)|| < ||IT|| - ||x — y||. Logo, a
transformagao linear 7' é uma aplicagao Lipschitziana, com constante de Lipschitz ||T||.
Pelo exemplo [2.31] T é continua.

Exemplo 2.34. Dado A C R” ndo-vazio, seja f : R* — R definida por f(x) = d(z, A).
Afirmamos que |d(x, A) — d(y, A)| < ||z — y||, para quaisquer z,y € R™.
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Neste caso, f(z) = d(x, A) é Lipschitziana com constante ¢ = 1, portanto, unifor-
memente continua de acordo com o exemplo[2.31] Provemos a afirmagao: dados z,y € R",
existem @, b C A tais que d(x, A) = ||z — @l e d(y, A) = ||y — b||. Temos b = lim g, com
yr € A. Como ||z — @l < ||z — yi|| para todo k € N, segue que ||z —al|| < ||z — b||. Sem
perda de generalidade, podemos supor que d(z, A) > d(y, A), logo;

|d(z, A) — d(y, A)| = d(x, A) — d(y, A)
= |lz —all - lly — bl
< |lz = bl = lly — bl
< |lz = yll, pois |z — bl < ||z =yl + [ly — bll.

Definigao 2.35. A aplicagao Lipschitziana f : X — R" é chamada contracao, se ||f(z) —
fW) < ¢z —y| com 0 < ¢ < 1, para quaisquer z,y € X. No caso em que ¢ = 1, f ¢é

chamada de contracao fraca.

2.4 Homeomorfismos

Definicao 2.36. Um homeomorfismo do conjunto X C R™ sobre um conjunto ¥ C R,

¢ uma bijecao continua f : X — Y cuja inversa f~!:Y — X também é continua.

Definicao 2.37. O gréfico de uma aplicacao f : X — R", definida no conjunto X C R™
¢ o conjunto G = {(z, f(z));z € X} C R™ x R™.

Observacao 2.38. Se f : X — R™ é uma aplicacao continua, entao seu grafico G é
homeomorfo a seu dominio X C R™. Mais especificamente ¢ : X — G, dada por
o(x) = (x, f(x)), ¢ um homeomorfismo, cujo inverso ¢! (z, f(z)) = x que ¢é a restrigao a
G da projecao de R™ x R™ sobre R™.

Exemplo 2.39. A aplicagdo f : [0,27) — S, onde f(t) = (cos(t), sen(t)), ¢ uma bijecao
continua mas nao é um homeomorfismo.

Sabendo que S! é a circunferéncia de centro 0 e raio 1, note que a inversa de f,
f7t: St —[0,27) aplica S!, que é compacto, sobre o intervalo [0, 27) nao fechado, logo,
nao compacto. Portanto f~! nao é continua. De modo particular, perceba que f=! é
descontinua no ponto a = (1,0) = f(0) € S*. Com efeito, se pusermos para cada k € N,
ty = (1— 1) 27 e 2, = (cos(ty), sen(ty,)), teremos klggj 2, = (cos(2m), sen(2m)) = (1,0) =

a, contudo, lim f~'(z;) = lim t, = 27. Assim, ndo vale lim f~'(z) = f'(a) = 0.
k—so00 k—so00 k—o0

Se f: X — Y & um homeomorfismo, entao dizemos que X é homeomorfo a Y

ou que Y é homeomorfo a X.

Exemplo 2.40. A bola aberta B = B(0;1) C R" é homeomorfa ao espago R™.
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De fato, as aplicagoes f : R — B e g : B — R" definidas por f(z) = T ©
g= m sao continuas e como H e ‘ = 1JHFT‘QC” < % = 1. Segue que,
_z _z _z
(go f)x) =g(f(z)) =g (1 fo”) = 1_1“'21 =1 T = TR =
T[] ‘ Lt |]| IESEdl

para quaisquer z € R" e analogamente (f o g)(z) = f(g9(z)) = f (ﬁ) = y, para
quaisquer y € B. Assim, g = f~1.

Exemplo 2.41. Sejam S™ = {x € R"";(z,2) = 1} a esfera unitaria n-dimensional e
N = (0,...,0,1) € S™ seu polo norte. A projegao estereografica £ : S"\{N} — R"™ é um
homeomorfismo.

Note que para todo z € S"\{N}, {(x) ¢ o ponto em que a semi-reta  corta o
hiperplano z,,; = 0, o qual identificamos com R". Além disso, os pontos da semi-reta

~, sao da forma N +¢(z — N) com ¢ > 0, e um ponto est4 no hiperplano R" quando sua

tltima coordenada 1 + t(z,41 — 1) € igual a zero, isto ¢, quando f(x) = l—a:1n+1' Logo,
&(x) = 1_;6;“ onde 2’ = (x1,...,2,) para ¢ = (x1,...,2,41). Portanto, £ : S"\N — R”
¢ continua. Agora considere ¢ : R" — S™\{N} dada por ¢(y) = z, onde 2’ = Hyﬁ—gﬂ e
Tpy1 = Hg“iﬁ Note que
2y 2y 2
oy P e 2y(lP+1) n
f(@(y)) - 6([[‘) - - llyl2—1 - llyll2+1—]jy||2+1 - <|| ||2 + 1)2 =Y, para todo Y € R™
1=y o1 Y

Pela unicidade da inversa de &, segue que ¢ = &1 Assim, ¢(£(z)) = z e consequente-

mente, £ é um homeomorfismo.

Teorema 2.42. Se K C R™ ¢é compacto, entao toda aplicagao continua injetiva f : K —

R™ é um homeomorfismo sobre sua imagem compacta L = f(K).

Demonstra¢ao. Conforme o Teorema2.21], basta-nos mostrar que f~! : L — K é continua.
Seja F' C K um conjunto fechado qualquer, entao (f _1)71(F ) = f(F). Pela compacidade
de K e F C K ser fechado, entao F' é compacto. Como f é uma aplicagao continua, f(F)

¢ um compacto, em particular, f(F) é fechado. Assim, f~!: L — K ¢ continua.

2.5 Conjuntos Conexos
Aqui vamos estudar uma relevante propriedade a respeito de conjuntos, que é
preservada pelas funcoes continuas, a conexidade.

Definicao 2.43. Uma cisao do conjunto X C R" é uma decomposicao X = AU B onde
ANB=AnNB = @, isto é, nenhum ponto de A é aderente a B e nenhum ponto de B é
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aderente a A.
Observacao 2.44. ANB C AN B = @. Isto é, a unido X = AU B é disjunta.

Exemplo 2.45. Sejam X C R” nao vazio, A= X e B =&, entao X = AU B é uma

cisao para X e essa cisao é chamada de cisao trivial.

Exemplo 2.46. R\{0} = (—00,0) U (0,+00) é uma cisdo nao-trivial para o conjunto

R\{0}, pois (—00,0) = (—00,0] e (0,400) = [0,+00). Assim, (—o0,0] N (0,+00) =
(—00,0) N[0, +0) = @.

Exemplo 2.47. Sejam A = (—00,0] e B = (0, +00), a decomposi¢gao R = AU B nao é
uma cisdo, pois como A = A e B = [0, +00), temos que AN B = (—00,0] N (0, +00) = &
e AN B = (—00,0] N[0, +00) = {0}, portanto AN B # AN B.

Proposigao 2.48. Se X = AUB ¢ uma cisao, entao A e B sao simultaneamente abertos
e fechados em X.

Demonstragao: Como X = AU B ¢ uma cisdo, entdo A = ANX = AN (AUB) =
(ANA)U(ANB)=AUg =A. Como A= ANX, A éfechado em X. Analogamente
para B, e concluimos que B é fechado em X. Por outro lado, como X = A U B, temos
que X\B = A, como B é fechado em X, seu complementar A é aberto em X. De maneira
anéloga, concluimos que B é aberto em X, pois X\A = B e como A é fechado em X,
segue que X\ A = B é aberto em X. |

Reciprocamente,

Proposicao 2.49. Se A C X € aberto e fechado em X e B = X\ A, entdo a decomposi¢do

X =AU B € uma cisao.

Demonstragao: Como A é fechado em X e B = X\ A, nenhum ponto de X aderente
a A pode pertencer a B, pois se isso acontecesse, digamos que exista um ¢ € (Z N B),
mas como A = AN X, entdo ¢ € (AN B) = @, portanto AN B = @, uma contradicio.
Analogamente, como B é fechado em X e B = X\ A, nenhum ponto de X aderente a B
pode pertencer a A, pois se um certo d € (B N A), note que, como B = B N X, entdo
d€ (AN B) =@, portanto BNA = g. |

Observagao 2.50. e Se X C R" ¢ aberto (fechado), uma cisdo X = AU B é uma

expressao de X como unido de dois abertos (fechados) disjuntos.

e Se X é compacto e X = AU B é uma cisao, entao A e B sao compactos.
Proposicao 2.51. Se X = AU B € uma cisao, entao para todo Z C X, Z = (AN Z)U
(BN Z) é uma cisao.

Demonstracao: Como X = AUB e Z C X, temos que (ANZ) C Ae (BNZ)C B.
Assim, (AN Z)N(BNZ) C AN B = @. Por outro lado, temos que (AN Z)N (BN Z) C
ANB = @. Portanto, Z = (AN Z)U (BN Z) é uma cisdo. |
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Definicao 2.52. Um conjunto X C R" chama-se conexo quando s6 admite a cisao trivial.

Caso contrario, diz-se que X é desconexo.
Teorema 2.53. Os unicos subconjuntos conexos de R sao os intervalos.

Demonstragao: Suponha, por contradi¢ao, que exista X C R conexo tal que X nao
¢ um intervalo. Assim, existem a,b € X e ¢ ¢ X tais que a < ¢ < b. Considerando
A={reX;z<c}eB={re€ X;x>c}, temos que X = AU B é uma cisao, contudo,
note que nenhum dos conjuntos que expressam X por meio da uniao é vazio, visto que

a € Aebée B. Logo, a cisao X = AU B nao é trivial, portanto X nao é conexo. [ |

Teorema 2.54. i) A imagem do conjunto conexo X C R™ por uma aplica¢ao continua

f:+ X = R"™ € um conjunto conezo.

ii) A uniago X = Uyer Xy de uma familia qualquer de conjuntos conexos X C R™ que

tém um ponto a em comum € um conjunto conexo.

iii) O produto cartesiano X X Y C R™™" dos conjuntos X C R™ e Y C R" é um

conjunto conexo se, e somente se, X e Y sao conexos.

i) Se X CR™ € conezo e X CY C X, entido Y € conexo. Em particular, o fecho de

um conjunto conexo € conexo.

Demonstragao:

i) Se f(X) = AU B ¢é uma cisdo da imagem de X, entdo A e B sao simultaneamente
fechados e abertos em f(X), além de A e B serem disjuntos. Assim, f~'(A)e f~'(B)
também sao disjuntos abertos e fechados em X, portanto X = f~'(A) U f~'(B)
¢ uma cisao trivial, visto que X é conexo. Além disso, A = f(f'(A)) e B =
f(f~Y(B)), pois A, B C f(X). Logo, A ou B & vazio, o que torna f(X) = AUB

uma cisao trivial. Portanto, f(X) é conexo.

i1) Como existe a € X, paratodo A € L, entdo X = Ny X # . Seja X = AUB uma
cisao. Entao paratodo A € L, X, = X;, N X = X, N(AUB) = (X, NA)U(X,\NDB).
Note ainda que (X, NA) U (X, NB) C AN B = @, pois X = AU B & uma cisiio.
Analogamente temos que (X,NA)U(X, N B) = @. Assim, X, = (XANA)U(X,NB)
¢ uma cisao e como X, é conexo, ou (XNA) = @ e (X,NB) = X, ou (X\NA) = X,
e (X, NB)=@. Por outro lado, a € X = AUB e AN B = @, portanto, ou a € A
oua € B.

—Sea€ A ac (X,NA) #d, entdo (X NA) = X, e (X,NB) =a. Logo,
B=BnNnX=Bn (U/\GLX)\) = UAeL(BﬁX)\) = &. Portanto A = X.

— Se a € B, concluimos de modo analogo que A = @ e B = X. Portanto, X é

conexo.
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iii) (=) Considere as projegoes;

p: X XY —X qg: XxY —X
e
(z,y) — p(z,y) =z (z,y) — q(z,y) = y.

Como X x Y é conexo, p(x,y) = x e q(x,y) = y sao continuas, pelo item i), X e Y
Sa0 CONexos.

(<) Fixe (a,b) € X x Y de forma arbitraria e para cada z = (z,y) € X xY
considere C, = (X x {b}) U ({z} xY) C X x Y. Perceba que (a,b) € C, para todo
z € X xY, definindo a funcao;

p: X — X x {b}

T 90(37) = (va)>

temos que @ é continua e portanto X x {b} é conexo, da mesma forma concluimos
que {x} XY é conexo. Além disso, (z,b) € X x {b} e (z,b) € {x} x Y. Assim, pelo
item ii), C, é conexo para todo z € X x Y. Como (a,b) € C, para todo z € X XY,

pelo item ¢i), novamente, X X Y = U,cxxyC, é conexo.

iv) Seja X = AUB uma cisao. Entdo X = (ANX)U(BNX) também é uma cisdo, pela
Proposigao ja que X C Y. Como X é conexo, entdo ou (ANX)ou (BNX)é
vazio. Digamos que (ANX)=@. Por X CY eY = AUB, temos que X C B, logo
X CB. AssimY C B,poisY CX. Dai, A=ANY C ANB =g, ouseja, A =0
e, consequentemente, B = Y. Para BN X = &, de maneira analoga, concluimos

que B=9g e A=Y. Logo, toda cisao Y = AU B é trivial, o que torna Y conexo.

Corolario 2.55. Se X1, ..., X} sdo conexos, entao X1 X ... X Xy € conexo. Em particular,

R*"=R x ... x R € conezxo.

Demonstracao: Com efeito, X; x Xox X3 = (X x X3) X X3 e assim por diante, conforme
o item 4i7) do Teorema [2.54] |

Corolario 2.56. Se X C R"™ € conexo, entao a imagem de toda fun¢ao real continua

f: X — R € um intervalo.

Demonstracao: Com efeito, pelo item ¢) do Teorema f(X) é um conexo e pelo
Teorema , todo subconjunto conexo de R é um intervalo. n

Este corolario é conhecido como o Teorema do Valor Intermediario, pois pode
também ser enunciado assim: Sejam X C R" conexo e f: X — R continua. Se a,b € X

sao tais que f(a) < f(b) entdo, para cada d com f(a) < d < f(b), existe ¢ € X tal que
fle)=d.
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Teorema 2.57. (Da Alfindega) Seja X C R™ um conjunto arbitrdario. Se um conjunto
conexo C C R™ contém um ponto a € X e um ponto b ¢ X, entao C contém um ponto
ce fr.X.

Demonstragao: Definamos a seguinte fungao auxiliar f : C' — R, definida por f(x) =
d(z,X) —d(z,R"\ X). Note que f ¢ continua e como C' é conexo, pelo Teorema [2.54]
item ¢), f(C) é um conexo de R™. Além disso, note que f(a) = —d(a,R"\ X) < 0 e
f(b) = d(b,X) > 0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € C' tal que
f(e) = 0, ou seja, d(c,X) —d(c,R* \ X) = 0, assim, d(c¢,X) = d(¢,R"\ X). Mas, ou
ce€ X ouc e R"\ X, eem ambos os casos, teriamos d(c, X) = 0 = d(¢, R™\ X). Portanto,
ceCnfrX. [ |

Exemplo 2.58. A esfera S™ é um conjunto conexo para todo n € N.
Com efeito, retirando o polo Norte N = (0, ...,0,1), vimos no exemplo que
X = 5"\ {N} é conexo por ser homeomorfo a R". Como S™ = X, pelo item iv) do

Teorema [2.54] a esfera S™ é conexa.

Exemplo 2.59. Para toda funcao real continua f : S* — R existe pelo menos um ponto
z € St tal que f(z) = f(—=z). Isto é uma consequéncia do Teorema do Valor Intermediério.

De fato, considere a seguinte fungao continua ¢ : S' — R dada por ¢(z) =
f(z) = f(=z). Note que p(—z) = f(—2) — f(2), assim, p(—2) = —p(2). Logo, ou
¢(z) = 0 para todo z, ou existe a € S* com ¢(—a) < 0 < ¢(a), entao p(z) = 0 para

algum z € S*, pelo Teorema do Valor Intermediério, pois S! é conexo.

Existe uma nocao bem geométrica que fornece uma condi¢ao suficiente para a

conexidade de um conjunto, que é a conexidade por caminhos.

Definicao 2.60. Um caminho num conjunto X C R™ é uma aplicacao continua v : I —

X, definida num intervalo I.

Exemplo 2.61. Dados z,y € R", o caminho v : [0,1] — R", definido por 7(t) =
(1 —t)x + ty, chama-se o caminho retilineo que liga x a y. Por vezes, nos referimos a ele

como o caminho [z, y].

Dizemos que os pontos a,b € X podem ser ligados por um caminho em X, quando

existe um caminho v : I — X tal que a = y(«a), b =(f), com a < g € I.

Exemplo 2.62. Se X C R" é convexo, dois pontos quaisquer a,b € X podem ser ligados

por um caminho em X, a saber, o caminho retilineo |a, b].

Observagao 2.63. Se a,b € X podem ser ligados por um caminho v : [o, 5] — X, entao
existe um caminho ¢ : [0,1] — X tal que ¢(0) = a e p(1) = b. Basta considerarmos

p(t) = ((1 —t)a+1B), onde a = p(a) e b = ().
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Defini¢ao 2.64. Se o, : [0,1] — X sdo caminhos em X, com «(1) = £(0), entao

definimos o caminho justaposto v = oV 5 : [0,1] — X, pondo y(t) = a(2t) se 0 < ¢ < 3

ey(t) =p(2t—1)se 3 <t <1 Como v |[0 e |[; 1 sao continuas, segue que 7y é
72 27

continua.

Observagao 2.65. Intuitivamente, o caminho h percorre a trajetoria de o (com “veloci-
dade” dobrada) até ¢t = 3 e depois, para ¢t > 3, descreve (ainda com “velocidade” dobrada)

o percurso de 3.

Note que, dados a, b, ¢ pontos do conjunto X C R™. Se a,b podem ser ligados por
um caminho em X e b, ¢ também podem ser ligados por um caminho em X, entao existe
um caminho em X, ligando a a ¢. Basta tomar caminhos «, 8 : [0,1] = X com «(0) = a,
a(l) =b, 5(0) = b, 5(1) = ¢ e considerarmos v : a V 5. Entao y(0) =a e y(1) = c.

Definigao 2.66. Um conjunto X C R" é dito conexo por caminhos, quando dois pontos

quaisquer a,b € X podem ser ligados por um caminho em X.

Exemplo 2.67. Todo conjunto convexo X C R™ é conexo por caminhos. Em particular,

toda bola aberta ou fechada no espago Euclidiano é conexa por caminhos.

Exemplo 2.68. A esfera S" = {z € R"™; (z,x) = 1} ¢ conexa por caminhos.
Dados a,b € S™, se a e b ndao sao antipodas, ou seja, se b # —a, entdao v : [0,1] —

S™, definida por
(I—t)a+tb

(1—t)a+tb||’

v(t) = ||

é continua pois o denominador é sempre positivo, com v(0) = a e v(1) = b. Se, contudo,
b = —a, tomamos um ponto ¢ € S™\{a,b}, ligamos a com ¢ e ¢ com b. O caminho

justaposto ligard o ponto a ao seu antipoda b.
Proposicao 2.69. Se X C R"™ € conexo por caminhos, entio X €é conexo.

Demonstracao: Fixando a € X, para cada x € X existe um caminho ¢, : [0,1] — X
tal que ¢,(0) = a e ¢,(1) = 2. Como [0, 1] & conexo e ¢, ¢ continua, para todo =z € X,
segue que ¢,([0,1]) é conexo, pelo item i) do Teorema [2.54] Além disso, a € ¢([0,1]) para
todo = € X, entdo pelo item ii) do Teorema [2.54] segue que Uex([0,1]) = X ¢ conexo.
[

Contudo, a reciproca da proposicao anterior é falsa, pois considere X C R? em
1

que X ¢ formado pela unido do grafico de f(z) = cos(;) onde 0 < 2 < 1, com o ponto

p ={(0,0)}. Note que por f ser continua e (0, 1] ser conexo, G(f) é conexo em R?, pois
G(f) = {(z, f(z));z € (0,1]}. Além disso, G(f) € X C G(f). Assim, pelo item iv) do
Teorema [2.54] X ¢ conexo. Porém, X nao ¢ conexo por caminhos, visto que, nao existe
¢ :10,1] = X continua tal que p(0) =p e ¢(1) = (1, cos(1)).

No entanto, existe um caso particular importante, no qual a conexidade implica

em conexidade por caminhos; quando o conjunto X C R" é aberto.
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Definig¢ao 2.70. A : [0,1] — X ¢ um caminho poligonal em X, quando f ¢ a justaposigao

de um nimero finito de caminhos retilineos.

Teorema 2.71. Seja X C R™ um aberto. X € conexo por caminhos se, e somente se, X

€ conexo.

Demonstracgao: Pela Proposicao [2.69, em particular se X C R™ é aberto, conexo por
caminhos, entao X é conexo. Basta-nos provar que se X é conexo, entao X é conexo por

caminhos. Fixe zy € X arbitrario e defina
V ={z € X; existe p: [0,1] — X continuo tal que p(0) = x¢ e p(1) = x}.

Como X é aberto, existe ryg > 0 de modo que B(xg,ry) C X. Como B(xg,ry) é convexa,
segue que B(xg,r9) C V. Assim, V # @. Além disso, note que X = V U (X\V) é uma
cisao para X, pois V é aberto, e como X é conexo, segue que V = X e X\V = @. Pela

definicao do conjunto V', concluimos que X é conexo por caminhos. |

Corolario 2.72. Se A C R™ ¢ aberto e conexo, dois pontos quaisquer de A podem ser

ligados por um caminho poligonal contido em A.

Adiante, veremos que todo conjunto X C R" se exprime como uniao disjunta de

subconjuntos conexos maximos, chamados componentes conexas de X.

Definigao 2.73. Sejam x € X C R". A componente conexa do ponto x no conjunto X é

a uniao C, de todos os subconjuntos conexos de X que contém o ponto zx.
Exemplo 2.74. Seja X = Q C R, a componente conexa de qualquer ponto = € X é {x}.
Exemplo 2.75. Seja X C R" conexo, para todo x € X temos C, = X.

Exemplo 2.76. Seja X = R\{0}, a componente conexa de 1 em X é (0,400), enquanto

que a componente conexa de —1 em X é (—o00,0).

Observagao 2.77. Dados z € X C R", perceba que a componente conexa C, é um

conjunto conexo, conforme o item #i) do Teorema m

Proposigao 2.78. Seja x € X C R", a componente conexa C, é o maior subconjunto

conexo de X contendo o ponto x.

Demonstracgao: Se C' C X é conexo e contém z, entao C' é um dos conjuntos cuja uniao
é C,, logo, C' C C,. Além disso, se C' C C}, é conexo e tem algum ponto em comum com
C,, entao C C C,, pois C' U, é conexo contendo z, portanto C UC, C C,, dai C C C,.

Em particular, nenhum subconjunto conexo de X pode conter C, propriamente. [

Observacao 2.79. Sejam z,y dois pontos de X. Suas componentes conexas C, e C,

ou coincidem ou sao disjuntas, pois se z € C, N C,, entao C,, C C, e C, C C,. Assim,
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a relagao “x e y pertencem a mesma componente conexa em X’ é uma equivaléncia no

conjunto X. As classes de equivaléncia sao as componentes conexas dos pontos de X.
Proposicao 2.80. Toda componente conexa C, € um conjunto fechado em X.

Demonstracao: Com efeito, sendo C, C C, N X C O, pelo item iv) do Teorema ,
segue que Cy N X é um subconjunto conexo de X, contendo C,. Assim, C, N X = C,.
Portanto C, é fechado em X. [ |
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Capitulo 3
Funcoes Diferenciaveis

Neste capitulo, abordaremos o conceito de derivada, que detém uma notavel re-
levancia no ramo da Anélise Matematica. Veremos as defini¢goes de derivada, diferenci-
abilidade, funcao de classe C! e como elas estao relacionadas, destacando as principais
diferencas e similaridades com o conceito de derivada de uma funcao real de variavel real,
bem como algumas de suas propriedades para podermos apresentar e trabalhar com o

Teorema da Fungao Inversa.

3.1 Derivadas Parciais

A derivada nos permite deduzir o comportamento de uma aplicacao em uma deter-
minada vizinhanca de um ponto. Iniciamos nossa apresentagao introduzindo um conceito

preliminar de derivada nos espagos Euclidianos.
Definicao 3.1. Seja f : U — R uma funcao definida no aberto U C R". Para cada

i=1,...,n, ai-ésima derivada parcial de f no ponto a = (a4, ...,a,) € U é o nimero;

— lim f(al, .y + t, ey an) — f(a)’
0x; t—0 t t—0 t

caso este limite exista. Denotamos por %(a), a derivada de f em relacao a sua i-ésima
K3

variavel, seja qual for a notacao que se atribua a ela.
Observacao 3.2.  i. A defini¢do anterior diz que %(a) = (foA)(0) é a derivada no
ponto t = 0, da fungdo real fo A : (—4,d) — R, onde \(t) = a + te;.
T _ of of Of = . ..
ii. Quando n = 3, escrevemos (z,y,2) e 3, 3y 5z Sa0 as derivadas parciais de f em

relacao a primeira, segunda e terceira variaveis, respectivamente.

Exemplo 3.3. Seja f: R? — R defina por f(z,y) = 525 se 2> +y> # 0 e f(0,0) = 0.

x2 +y2
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Como f(0,y) = 0 para todo y e f(z,0) = 0 para todo z, segue que

a—f(o,O) iy S(0.0) Hte) - f(0,0) . f(£,0) - f(0,0) _0-0_,
ox 10 t m ; .

(]
af(o 0) = Iim (f(0,0) +tes) — £0,0) . f(0.5) = f(0,0) _0-0
oy t—0 t {0 t /

Contudo, a fungao f é descontinua na origem (0,0), pois, defina v, = %(\/5, V/2) para
cada k € N. Assim, (v;) C R? e v, converge para (0,0). Porém;

V2 /2 2
V2 V2 ~ i %k N R
k—)oo(

ko ko ﬁ>2+<ﬁ>2_k5§o;2_k_>oo2_§'
k

k—o00

lim f(vg) = lim f(

k

Portanto, como 3 # f(0,0), segue que f nao ¢ continua em (0, 0).

Perceba que o exemplo anterior aponta que a existéncia das n derivadas parciais
no ponto a nao assegura a continuidade da funcao f neste ponto.

Para cada i = 1, ...,n, a funcdo A(t) = f(a +te;) é essencialmente a restricao de f
ao segmento (a — de;, a + de;) da reta que passa pelo ponto a e é paralela ao i-ésimo eixo
coordenado de R"

A derivada parcial %(a) = (f o A)'(0) da informagao apenas sobre o comporta-
mento de f ao longo desse segmento. Em particular, a existéncia das n derivadas parciais
de f no ponto a implica que a restricao de f a cada um dos n segmentos paralelos aos eixos,
que se cortam no ponto a, é continua, embora nao garanta a continuidade de f: U — R

em a.

9/(a)
dz;

todos os pontos do segmento de reta [a — de;, a+ de;], paralelo ao i-ésimo eixo coordenado,

Observagao 3.4. Assim como para fungoes de uma variavel, se existe e é positiva em

entdo f é crescente ao longo desse segmento: s < t = f(a + se;) < f(a + te;), desde que
|s| <delt| <6.

Embora a nogao de derivada parcial também faga sentido para aplicagoes f :
U — R" com U C R™ aberto. Se a € U, poe-se para cada ¢ = 1,...,m : %(a) =
L flatte) ~ f(a) o

lim ; Claramente, gz:- ¢ um vetor de R". Se f = (fi,--y fn) entdo

of (a) = 8—ﬁ(a), e a—f'?(a) . Daremos prioridade as fun¢ées com valores reais, pois, para
ox; ox; ox;

elas, tem sentido o vetor gradiente o qual contribui para entendermos como f cresce ou

decresce de modo mais direto.
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3.2 Funcoes de Classe C!

Definigcao 3.5. Seja f : U — R uma fungao que possui as n derivadas parciais em todos

os pontos do aberto U C R". Entao ficam definidas n fungoes;

af  9f af of
FIRERY :U — R, onde o, T — 8%(@

Se estas funcoes forem continuas em U, diremos que f ¢ uma funcdo de classe C! e

escrevemos f € C*.

Definicao 3.6. Uma aplicacao f : U — R", definida no aberto U C R™ é dita de classe

C! quando cada uma de suas funcoes-coordenadas f, ..., f, : U — R é de classe C'.

Muitas propriedades importantes das funcoes de classe C! resultam de serem di-

ferenciaveis no sentido da defini¢ao a seguir.

Definicao 3.7. Uma funcao f : U — R, definida no aberto U C R™ é diferenciavel no

ponto a € U quando cumpre as seguintes condicoes

. . . . . Of af .
i. Existem as derivadas parciais 3:-(a), ..., 5:-(a);

ii. Para todo v = (vy,...,v,) tal que a + v € U, tem-se

of r(v)

fla+v)—f -v; +r(v), com lim —= =0
(a+v)—fla) = . o, (v) T
Observacao 3.8. e Na defini¢ao anterior e a seguir, escrevemos g L em vez de ( )
por simplicidade.
r(v)
e A esséncia da definicao da diferenciabilidade esta na condicao hm ——= = 0, pois

0 [jol|
a igualdade que define o “resto” r(v) pode ser escrita para qualquer funcao que
r(v)

=0 ]l
r(v) = (Tﬁ)”) ||v||. Assim, segue que hm(f(a +v) — f(a)) =0.

Proposicao 3.9. Se f: U — R ¢ diferencidvel em a € U, entao f é continua em a.

possua as n derivadas parciais com hm = 0, temos que lin% r(v) = 0 pois
v—

Demonstragao: Basta mostrar que ||h||mo fla+v) = f(a). Como f é diferenciavel em a,
v||—

existem g—i(a), para todo i € {1,...,n} e existe r(v) tal que

fla+v)— fla) = Z af'(a)-vi—i—r(v), com lim r(v) _ =0

loll—0 |v]]



Capitulo 3. Funcgoes Diferencidveis 60

Dali, observe que f(a+v) = f(a)+z 8f'( ) z‘l‘ﬁ ||lv||, assim, temos que llhllmof(
i—1 v||—

_ G
v) = ?ljlg0< Z oz, || i v ||> f(a). u

Observagao 3.10. Note que a Definigao de diferenciabilidade, generaliza o conceito
de diferenciabilidade visto em Analise Real, pois se f : I C R — R é diferenciavel em
a € I, temos r(v) = f(a+v) — f(a) — f'(a) - v, para todo v € R tal que (a +v) € I,

satisfaz
r(v) _ flatv)—fla) [fa)-v
|v] |v] ]
v (flato) -~ fa) .
= (e 1)

Assim, lim rv) = +(f'(a) — f'(a)) = 0.

o]0 |v]
Teorema 3.11. Toda funcdo f: U — R de classe C* € diferencidvel.
Demonstragao: Por simplicidade vamos supor U C R2. O caso geral, a menos de uma

notagao mais elaborada, ¢ feito de maneira analoga. Fixemos a = (a1, a2) € U e tomamos

v = (v1,v7) tal que a4+ v = (a; + v, as + v2) € B. Seja

2 af
T(U)Zf(a1+v1,a2+v2)—f(al,aQ)—Za (a) - v;
i=1

€T

= flar+vi, ax+vz)—f(a1, az+ve)+ f(as, az+vz)—f(a1,a2)—§—f(a)-v1 of ——(a)vy. (3.1)
1 6x2
Agora defina,
g:[0,v;] — R h:[0,v] — R
e
t'—>g(t):f(a1+t,(12+v2) t'—>h(t):f(a’17a2+t)

que sao funcoes diferenciaveis e pelo Teorema do Valor Médio na reta, temos que existe

01 € (0,v1) e 85 € (0,v9), tais que g(v1) — g(0) = ¢'(01) - (v1 — 0), isso implica em

f(a1 + vi,a0 + Uz) — f(al, as + Ug) = %(al + 91, as + Uz) - V1. (32)
1
E h(vy) — h(0) = W' (0s) - (va — 0), 0 que implica em
of
f(al,a2+1)2) — f(al,(lz) = —(a17a2+«92) + V3. (33)

(7:102
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Utilizando (| . . e(]3.3]), obtemos

0 0 0 0
r(v) = 8f1 (a1 + 01, a2 + vo)vy + an(al, as + 6)ve — a—i(ab as)vy — a—;;(al, a2)vs
0 0 0 0
[82{1 (a1 +0176L2 —|—UQ) ajl (al,ag)} -+ V9 |:8];(CL17(12+92) 852 (al,ag)} .

Com isto, observe que

r)| . of
lim < 1] —
joliso | Joll |Jlfﬂo{ Toll| |8y (@ 01 a2 T 02) = 5 1<‘“"‘2)}
. af of
1 — 0 .
+”U1”§0[ oy 2(CL1,G2+ 2) ax2(a1’a2)}

r] _

Como g L s30 continuas parai = 1,2 ¢ por

0, assim lim w = 0. Logo, f é diferenciavel. [ |
lwli=o o]

Como vimos na Proposi¢ao 3.9} toda funcao diferenciavel é continua, e no Teorema

| ” < 1,parai = 1,2, segue que lim

[[v]l—=0

Tl

toda funcao de classe C*! é diferenciavel, segue por transitividade que toda funcao

de classe C' é continua.

Teorema 3.12. Sejam U C R™ e V C R" abertos, g : V — R uma funcao diferencidavel
embeVef:U—V uma funcao cuja %(a) existem para todo j =1,...nei=1,....m.

Entao, se b= f(a), temos que h = go f possui gh (a) para todo i =1,...,m e além disso;

oh, X~ dg . Ofy
axz(a) - — ayj(b) axz< ) VZ—

Demonstragao: Seja v € R™ tal que (a +v) € U, assim;

h(a +v) = h(a) = g(f(a+v)) = g(f(a))

g
9(f(a) + fla+v) = f(a)) — g(f(a))

=g(b+w) — g(b). (3.4)
onde w = f(a+v) — f(a). Por g ser diferenciavel, existe p(w) tal que H11”1110,0( w)=0e
9(b+w) —g(b) = Za—y(b)wfrﬂ(w) lwll- (3.5)

j=1 "%
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Por (3.4) e (3.5), segue que

Rk

h(a+v) — h(a) = > 3y

(b) - (fila+v) = fi(a)) + p(w) - [[f(a +v) = fla)]|

|

Dai, sendo v = te; e fazendo t — 0 concluimos

oh . [Z % 4 (fj<a+tez-> — an)) + plw) Hf<a+tez-> ~ f(a)

t

Definicao 3.13. O gradiente de uma funcao diferenciavel f : U — R no ponto a € U
aberto, ¢ o vetor V f(a) =grad f(a) = (ﬁ(a), ﬁ(a)).

o1 ) Oz

Definicao 3.14. Seja v um vetor de R", a derivada direcional de f no ponto a, na diregao
t —

de v é ?(a) = lim fla+tv) — flo)

v t—0 t

, caso este limite exista.

Estas definigdes permitem enunciar os corolarios a seguir da Regra da Cadeia. O
primeiro deles mostra que, quando f é diferenciavel no ponto a, a derivada direcional %(a)
existe em relacao a qualquer vetor v, além disso, é possivel obter uma expressao para essa
derivada em termos das derivadas parciais de f e das coordenadas de v e, finalmente,
mostra que, na definicao de %(a), em vez do caminho retilineo ¢ — a + tv, pode-se usar

qualquer caminho A : (—d,0) — U desde que se tenha A\(0) = a e N'(0) = v.

Corolario 3.15. Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R™, com a € U. Dado o
vetor v = (vy,...,v,), se X : (=08,0) — U € qualquer caminho diferencidvel tal que A\(0) = a
e N (0) = v, tem-se;

(Fo N0 = (Vf(@)0) = L@y =5 Loy,

B % i1 8@

Demonstragao: Perceba que para A(t) = (A1(t), ..., \n(t)), temos v; = A;(0). Além disso,
%(a) = (foA)(0) com A\(t) = a+ tv, ja que N'(0) = v. Portanto, segue que,

o0 =3 2@ - S 0)
N~
= 8xi(a) - U,
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Teorema 3.16. (Teorema do Valor Médio) Dada f : U — R diferencidvel no aberto
U C R", se o segmento de reta [a,a + v] estiver contido em U, entao existe § € (0,1) tal

que,
0
fla+v) = Fla) = 92 (a+ v)

= (Vf(a+6v),v)

= Z 883]; (a+ 0v) v, comv=(vq,...,0,).
i=1

Demonstragao: Com efeito, considerando o caminho retilineo A : [0,1] — U, dado
por A(t) = a+ tv, vemos que f(a +v) — f(a) = (f o A)(1) — (f o A)(0). Assim, pelo
Teorema do Valor Médio para fungdes de uma variavel real, existe § € (0,1) tal que
(foA)(1) = (foX)(0)=(foN)(f). Pela Regra da Cadeia,

(TN @) =Y 5%

1=

(a+0v) - -v; = %(aJr Ov) = (Vf(a+0v),v).

Corolario 3.17. (Desigualdade do Valor Médio) Seja f: U — R diferencidvel no aberto
U C R". Se o segmento de reta [a,a + v| estiver contido em U e existir M > 0 tal que
|V f(a+tv)|| <M para todo t € [0,1], entdo || f(a+v)— f(a)|| < M - ||v].

Demonstragao: Pela desigualdade de Schwarz;

[f(a+v) = fla)ll = [(VF(a+ 6v),v)]
< [IVf(a+6v)] - vl
< M -lof].

Observagao 3.18. Em particular, se U ¢ convexo, f ¢ diferenciavel e ||V f(x)|| < M para

todo x € U, entdo || f(y) — f(z)|| < M||z — y|| quaisquer que sejam x,y € U.

Corolario 3.19. Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R™. Se U é conezo e
Vf(z) =0 para todo x € U, entdo f é constante.

Demonstragao: Sejam y, z € U, queremos mostrar que f(y) = f(z). Perceba que existe
A :[0,1] — U diferenciavel, tal que A(0o) =y e A(1) = z. Pelo Teorema do Valor Médio,

existe 0 € (0,1), tal que, considerando v = y — z temos

) =F(z) = fz+y —2) = f(2) = (V[(z + 0v),v) = (0,0) = 0.

Assim, f(y) = f(2). |
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Definigao 3.20. Seja f : U — R de classe C', o conjunto f~(c) = {z € U; f(x) = ¢}
¢, para todo ¢ € R, chamado o conjunto de nivel ¢ da funcao f. Quando U C R? o
conjunto é chamado de curva ou linha de nivel ¢ de f, que é definida por f(z,y) = c.
Semelhantemente, quando U C R?, o conjunto f~1(c), definido pela equagao f(z,y,2) = ¢,

costuma ser chamado de superficie de nivel ¢ da funcao f.

E importante notar que para certas funces escolhidas de forma especial, tais

conjuntos podem auxiliar na descrigao de comportamento do gradiente V f.

Teorema 3.21. Seja f: U — R diferencidvel.
i) Se Vf(a) #0, entiao f é crescente na diregio de V f(a).

it) Dentre todas as dire¢oes em que f € crescente, a dire¢cao do gradiente € a que f

“cresce” mais rapido.
iii) Se c = f(a), entdo V f(a) € ortogonal a v, para todo v € f~1(c).
Demonstragao:
i) Se w = Vf(a), entio g&(a) = (Vf(a),w) = [V f(a)|[* > 0.
i1) Seja qualquer v € R™, de modo que |[v]| = ||V f(a)||, entao;

0

() = (v (). 0)

< [(Vf(a),v)]

< [IVF@@)ll - vl

= V£ (@)

= g—i(a), com w = V f(a).

iii) Seja A : (—e,¢) = f7!(c) um caminho diferenciével e considere h := f o A, entdo

h(t) = F(A@)) = ¢,

Sy 8% L (X(t)) - N(t) = 0. Em particular, considere \ : (—e,e) — f~!(c) tal que
A0) =ae N(0) =v, entao ., 81‘ L (a) - v; o que implica em (V f(a),v) = 0.

para todo t € (g,¢), o que implica em (f o A)’ = 0. Portanto

|
Exemplo 3.22. Sejam f, g, h : R? — R definidas por f(z,y) = ax + by com a* + b? # 0,
g9(z,y) =2 +y? e h(z,y) = 2% — y*.

a) A linha de nivel ¢ de f é a reta definida por azx + by = ¢, o vetor Vf(x,y) = (a,b)
é constante em qualquer ponto (z,y) € R% Logo, as linhas de nivel de f sao retas

paralelas entre si e todas perpendiculares ao vetor v = (a, b).
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b) O conjunto de nivel ¢ da fungao g(z,y) = z* + y* é vazio se ¢ < 0 e quando ¢ = 0,
reduz-se ao ponto 0 € R%. Para ¢ > 0, a linha de nivel ¢ ¢ a circunferécia de equacao
2?2 4+ y? = ¢, cujo centro é a origem e raio y/c. Note que o Vg(z,y) = (2z,2y), um

vetor colinear com o raio.

c¢) A linha de nivel 0 da fungao h(z,y) = 2% — y* é o par de retas perpendiculares
definidas pela equacao 2 — y? = 0, o que equivale a “r +y =0ouxz —y = 0". Se
¢ > 0, 22 — y?> = ¢ define uma hipérbole cujo eixo ¢ o das abscissas. Se ¢ < 0, a
hipérbole tem como eixo, o eixo das ordenadas. Perceba que Vh(z,y) = (2, —2y).
Ao atribuirmos valores a x e y, vemos que este vetor é perpendicular a curva de

nivel que passa em (z,y) e aponta na direcao de crescimento de h.

Defini¢ao 3.23. Sejam f : U — R diferenciavel e a € U, quando V f(a) = 0, dizemos

que a é um ponto critico de f.

Definigao 3.24. A imagem f(a) € R™ de um ponto critico é chamado um valor critico

de f.

Com isso, notamos que no exemplo anterior f nao possui ponto critico, enquanto

que as fungoes g e h tém a origem como tinico ponto critico.

Observagao 3.25. Quando ha ponto critico, ocorre uma quebra de regularidade na dis-

posicao das curvas de nivel quando se atinge um nivel em que esté o ponto critico.

3.3 O Teorema de Schwarz

Definicao 3.26. Seja f : U — R uma funcao que possui as derivadas parciais ﬁ(m), -

Oz
;Ti(x) em todo ponto x do aberto U C R™. A j-ésima derivada parcial da fungao g—mfi :

U — R no ponto x € U ¢ indicada por

Of 0 ((;lfz) (x);i,j =1,...,n.

8@-89@ (x) - 837j

Quando essas derivadas parciais de segunda ordem existirem em cada ponto x € U,

%f .
Ox;0x; *

teremos n? funcoes U — R. Quando forem continuas, diremos que f é de classe

C?, ou seja, f € C%

Observacgao 3.27. Em geral, apenas a existéncia das derivadas parciais de segunda ordem
2f  _  &f
8$]'81‘i - 81‘1817] :

em todos os pontos em que f esta definida, nao assegura que
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Figura 3.1: Figura do exemplo a).

A

(a,b)

5

ar +by =c

Fonte: LIMA, 2016, p. 64

Figura 3.2: Figura do exemplo b).

A

e
NS/

Fonte: LIMA, 2016, p. 64

Figura 3.3: Figura do exemplo c).

N1

\/ i
S
(22, ~2y) ¢s

Fonte: LIMA, 2016, p. 64
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2

Exemplo 3.28. Seja f : R? — R definida por f(z,y) = zy(z” ) quando 22 + 42 £ 0 e

1.2+ 2
f(0,0) = 0. Note que se y # 0, f(0,y) =0e

%(an) - tg% t
t—0 t
o b [ =)
ot t2 452
t2 y3
T 50 12 + 12
— ?
Com isto, observamos que
o2 f of 9L(0,n) — 9L(0,0) —h
7 i —lim = 1 |
8y8x(0’0> Ay (8:6) (0.0) tg)% h 50 h (3:6)
Pois, 21(0,0) = lim f(t,0) ; 10.0) _ 11r%g = 0. Por outro lado, se x # 0, f(z,0) =0e
of S ) = f@0) 1 [xh(e? =] 2 - .
g, (2,0) = llllir(l) ; }lllgf(l) h o | T Com isso, temos;
0 f o (0f - 3L(t,0) - L(0,0)
0x8y(0’0) ox (8 > (0,0) = fim t =t (8.7)

Das 1gualdades e ., concluimos que - 6y(0 0) # ayax( 0).

Definicao 3.29. Seja f : U — R, se existem as derivadas parciais de segunda ordem

em todo ponto x € U, os nameros h;;(z) = 83‘?26’;,(@ formam uma matriz h(z) = [hy],
105

chamada a matriz hessiana da funcao f.

O Teorema de Schwarz que veremos mais adiante, afirma que se f é de classe C?,
entao a matriz hessiana de f é simétrica.
A demonstragao do Teorema de Schwarz se baseia em um resultado, atribuido a Leibniz,
segundo o qual é permitido derivar sob o sinal de integral, desde que o resultado da
derivagao seja uma funcao continua. Por sua vez, a demonstragao do Teorema de Leibniz

utiliza o seguinte Lema:

Lema 3.30. Sejam X C R™ wum conjunto arbitrdrio e K C R"™ compacto. Fixemos
x9 € X. Se f: X x K — RP ¢ continua, entao para todo € > 0 dado, pode-se obter § > 0
tal que x € X e ||z — xo|| <6 implicam em || f(x,t) — f(xo,t)|| < €, seja qual fort € K.
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Demonstracao: Supondo por contradi¢ao, deve existir ¢ > 0 e sequéncias de pontos
x, € X ety € K tais que |z, — 2ol < 1 e || f(@p, tr) — f(xo,t)|| > €. Passando a uma
subsequéncia, se necessario, podemos admitir que lim¢;, = to € K. Como klim T = Xo, a
— 00
continuidade de f nos garante
e < lim [[f (@, tr) — f(@o, &)
k—o00

= [|f(zo, to) — f (o, to)

=0.
O que é um absurdo. [ |

Teorema 3.31. (Dem'vag:&o sob o sinal de integral) Sejam U C R™ aberto e f : U x|[a,b] —

R uma func¢ao tal que : U X [a,b] — R existem e sao continuas para todo i = 1,....n
e [ € continua. Dai, defina a fun¢ao ¢ : U — R, dada por p(z / f(z,t)dt. Entao,
0 0
8:1? : U — R eziste e vale que ;0 (x) = 8f (x,t)dt.
74 I’z

Demonstragao: Sejam zy € U fixado arbltrarlamente e s € R\{0} tal que [zg, xo+se;] C

U. Dali, note que

p(zo + sei) — p(xo) /b of

S . 0x;

b b
EU f(x0+sei,t)—f(x0,t)dt} —/a g—i(:co,t)dt

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, s) tal que

b b b
ftotoc) el [ =2 [ [ S two+ 0ey| = [ 2o

(270, t)dt =

S ox; s ox; ox;
"Tof of
= /a {3% (QZO + 961', t) — 81‘1 (.CC(), t):| dt. (38)
Pelo Lema dado £ > 0 é possivel exibir § > 0 tal que se ||fe;|| < 9, entdo;
of of £
‘axl (ZCQ + 967;,{;) — a—xl(ﬂfo,t) < b—a

Retornando a igualdade (3.8]) com |s| < 4, temos que

(o + se;) — (o) _/ O ‘ / ‘— (0 + Oeist) — 2L (2,0 dt

s ox; ox;
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D " of
Entao, 52 (zo) = /a . (xo, t)dt. [
Teorema 3.32. (Teorema de Schwarz) Se f: U — R € de classe C? no aberto U C R",
entao para quaisquer i,j =1,....,n ex € U, tem-se afjng (x) = B:Z-ngi ().

Demonstracgao: Suponha, sem perda de generalidade, que U = I x J seja um retangulo

em R?. Fixando b € J, o Teorema Fundamental do Célculo garante que para todo (z,y) €

Y0 2
U, tem-se f(z,y) = f(z,b) —|—/ a—f(x,t)dt. Como ;w—afy é continua, pelo Teorema |3.31},
b OY

Yy 2
podemos derivar sob o sinal de integral. Assim, %(m,y} = %(as,b) + / (%afy(x,t)dt.
b

Derivando em relacao a y, temos;

92 f o (of of v og2f
awﬂw:@Cﬁmﬂzwbwﬁ Am@uwﬂ

= lgi (z, b)] aay l b a({fgy(x t)dt} (3.9)

Agora, tome g(y) = %(L b), entao;

) = - (3f (x. b)) Y tte) —gly) . _0-0_

oxr t—0 t t—0 t

Além disso, seja H tal que H'(t) = 8(15;/ (x,t), entdo;

/,,y aaxafy (2, t)dt = /by H'(t)dt = H(y) — H(b).

Assim,
77 (z,y)
Oxdy "’ 9

o ([ o . o
@(bawwmw)—ﬂ@—oﬁﬂw—

Portanto, retornando a equacao (3.9)), temos ;ygz (x,y) =0+ ai:gy( x,y), ou seja,

TS gy = L ()
OyOx By = Oxdy v Y

Observacgao 3.33. De maneira geral, para cada inteiro k& > 1, podemos considerar as
derivadas parciais de ordem k de uma funcao f : U — R, definida no aberto U C R". Por
.. O3 f a2
exemplo, para 1 <i,j,k <n, m( a) significa -2 B <W> (a).
Como toda permutagao dos indices i1, ..., iy pode ser obtida por meio de repetidas

inversoes de indices adjacentes, segue do Teorema de Schwarz que a derivada de
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ok f
) 8xi18mi2...8xik
que existam todas as derivadas de ordem k de f e sejam continuas.

ordem k (a) ndo depende da ordem em que sdo feitas as derivagoes, desde

Definigao 3.34. Seja f : U — R uma fungao que possui em cada ponto de U, todas as
derivadas parciais de ordem k, as quais sao fungoes continuas em U. Dizemos que f é

uma funcao de classe C*, ou seja, f € C*.

Observacao 3.35. Quando f € C* para todo k = 1,2, ..., dizemos que f é uma funcao

de classe C°.

Veremos uma aplicagao bastante interessante do Teorema de Schwarz envolvendo
a funcao harmoénica. Para demonstrar esta aplicagao, precisaremos definir o que é uma

funcao harmonica, e usaremos o Teste da Segunda derivada como resultado auxiliar.

Definigao 3.36. Sejam B[0;1] C R? e u : B[0;1] — R uma fungdo continua tal que
u| o) € de classe C?. Dizemos que u ¢ harmonica se,

0%u 0%u
@(ﬂ%y) + 8—y2(f€>y) =0,

para todo (x,y) € B(0;1).

A seguir vamos enunciar um resultado que sera usado para demonstrar uma pro-
priedade a respeito das funcoes harmoénicas, tal resultado nada mais é do que o teste da
segunda derivada, vamos omitir sua demonstracao aqui, contudo o leitor interessado pode

encontra-la na referéncia [4], Calculo, Vol.2, James Stewart.

Lema 3.37 (Teste da Segunda Derivada). Seja (a,b) € int.X um ponto critico de f :
2 2 2 2
X—)R,fEC'QeD:D(a,b):gTJ;(a,b) 8f(a,b)—[af(a,b)} . Se D <0, entao

" oy? dxdy
f(a,b) nao é minimo local nem mdzimo local.

Teorema 3.38. Se u € harmonica e (xo,y0) € B(0;1) € tal que u(xo,yo) > u(z,y) para

todo (x,y) € B[0;1], entdo as derivadas de sequnda ordem de u aplicadas em (xo,yo), sGo

todas nulas.

Demonstragao: Seja (xg,y0) € B(0;1) tal que (zg,yo) € um ponto de méximo para u.
Desta forma,