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Resumo

Geodésicas sao curvas em uma superficie regular que possuem a propriedade de
localmente minimizarem o comprimento, isto é, se dois pontos estao proximos, a curva que
possui o menor comprimento ligando estes dois pontos é uma geodésica. Elas sao a grosso
modo as "retas" da superficie, pois possuem a norma do vetor velocidade constante, e sao
curvas de aceleragao nula. Podemos chegar a estas curvas através da solugao de um pro-
blema variacional, ou trilhando o "caminho da Geometria" no qual definimos geodésicas
como uma curva cujo campo de vetores tangentes é paralelo. O estudo destas curvas em
uma superficie nos leva ao conhecimento de varias propriedades geométricas importantes,
além do desenvolvimento de novos maquinarios, como sistemas de coordenadas especiais,
por exemplo, que facilitam o estudo das superficies e auxiliam no célculo de estruturas
geométricas importantes desta.

Neste trabalho faremos um breve estudo sobre transporte paralelo, geodésicas, a
aplicagao exponencial e suas propriedades. Estudaremos a nogao de derivada covariante,
e como transportamos paralelamente vetores ao longo de curvas. Com essa ideia de pa-
ralelismo, definiremos geodésicas como uma curva que possui campo de vetores tangentes
paralelo. Faremos um estudo sobre algumas propriedades destas curvas e da curvatura
geodésica de curvas em superficies. Por fim, estudaremos a aplicacao exponencial, o sis-
tema de coordenadas normais e o sistema de coordenadas polares geodésicas e utilizaremos
este, para entre outras coisas mostrar que geodésicas possuem a propriedade de localmente
minimizarem o comprimento.

Palavras-Chave: Geometria diferencial; transporte paralelo; aplicacao exponencial.



Abstract

Geodesics are curves on a regular surface that have the property of locally minimi-
zing length, that is, if two points are close together, the curve that has the shortest length
connecting these two points is a geodesic. They are roughly the "straight lines"of the
surface, as they have a constant velocity vector norm, and are zero acceleration curves.
We can arrive at these curves through the solution of a variational problem, or following
the "path of Geometry"in which we define geodesics as a curve whose field of tangent
vectors is parallel. The study of these curves on a surface leads us to the knowledge of
several important geometric properties, in addition to the development of new machinery,
such as special coordinate systems, for example, which facilitate the study of surfaces and
help in the calculation of their important geometric structures.

In this work we will make a brief study about parallel transport, Geodesics and the
exponential map and its properties. We will study the notion of a covariant derivative,
and how we parallel transport vectors along curves. With this idea of parallelism, we
will define geodesics as a curve that has a field of parallel tangent vectors, we will study
some properties of these curves and the geodesic curvature of curves on surfaces. Finally,
we will study the exponential map, the normal coordinate system and the geodesic polar
coordinate system and we will use this one to, among other things, show that geodesics
have the property of locally minimizing the length
KeyWords: Differential Geometry; parallel transport; exponencial map.
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Introducao

Sabemos que na geometria euclidiana plana, isto ¢, (R?,4;;) munido do produto
interno candnico, a menor distancia entre dois pontos é dada por uma reta. Em outras
palavras, uma reta é a curva de menor comprimento que liga dois pontos quaisquer nesta
geometria. Surge entao a seguinte questao: Se agora considerarmos dois pontos quaisquer
em uma superficie regular, qual curva ligando estes dois pontos tem o menor comprimento
na superficie? Colocando o problema de outra forma, se nosso mundo é bidimensional
porém nao é necessariamente plano, qual a curva que liga estes dois pontos, tera o menor
comprimento neste mundo? Quais tipos de curvas realizam essa condi¢ao? As curvas que
respondem a estas questoes sao as chamadas geodésicas que sao curvas que possuem seu
campo de vetores tangentes paralelo, isto é, possui derivada covariante nula, conceitos
estes que tornaremos claro em breve. Neste trabalho faremos um breve estudo de tais
curvas e de parte da teoria relacionada a elas com foco no transporte paralelo, geodésicas,
curvatura geodésica e na aplicacao exponencial.

Alguns conceitos importantes que iremos estudar, estao diretamente relacionados
com a existéncia e unicidade de solugoes de sistemas de equagoes diferenciais lineares
e por esse motivo, no capitulo 1 demonstraremos alguns resultados importantes como o
teorema de Picard e o Teorema de Peano que sob certas condigoes, garantem a existéncia e
unicidade de solugoes destes tipos de equagoes (Teorema de Picard) ou apenas a existéncia
(Teorema de Peano).

O capitulo 2 é dedicado a desenvolver parte da teoria da Geometria diferencial
de superficies em R?, necesséria a compreensao dos capitulos 3,4 e 5 que é o foco de
nosso trabalho. No capitulo 3 estudaremos o conceito de isometria entre duas superficies
regulares, e mostraremos que duas superficies sao localmente isométricas se elas possuem
a mesma primeira forma fundamental. Neste dedicamos uma atencao especial ao Teorema
Egregium de Gauss, um dos teoremas mais importantes da Geometria diferencial, que nos
diz que a curvatura Gaussiana é invariante por isometrias locais.

No capitulo 4 introduziremos o conceito de campo de vetores em uma superficie e
de campo de vetores ao longo de uma curva nesta superficie. Desenvolveremos a nocao de
derivada covariante de um campo de vetores ao longo de uma curva e mostraremos que este
é um conceito intrinseco. Dai passaremos a nogao de campo paralelo (derivada covariante

nula), e de transporte paralelo de campos ao longo de curvas. Definiremos geodésicas como



Introdugao 13

curvas que possuem seu campo de vetores velocidade paralelo. Exibiremos as equacoes
das geodésicas, e estudaremos a curvatura geodésica de curvas na superficie que equivale
a noc¢ao de curvatura de curvas planas.

No capitulo 5 faremos um estudo da aplicagao exponencial e de dois sistemas de
coordenadas a ela relacionada que sao as coordenadas normais e as coordenadas polares
geodésicas. Faremos algumas aplicacoes interessantes destes sistemas de coordenadas
como novas expressoes em termos das coordenadas polares geodésicas para o calculo
da curvatura Gaussiana , demostraremos o teorema de Minding, que diz que quaisquer
duas superficies que possuem a mesma curvatura Gaussiana constante, sao localmente
isométricas, observaremos como geodésicas se comportam em superficies que preservam
o sinal da curvatura Gaussiana, daremos uma outra interpretagao geométrica desta e por
fim, mostraremos que a menor distancia entre dois pontos em uma superficie é realizada

por uma geodésica minimizante.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Definicoes e Resultados de Topologia de Espacgos

Meétricos

Estudaremos inicialmente alguns contetdos preliminares de Analise e Topologia
de Espacos Métricos necessarios para demonstracao do Teorema de Picard que garante,

sob certas condigoes, a existéncia e unicidade da solucao de uma EDO.

Definicao 1.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um ntamero real d(x,y), chamado de
distancia de z a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer

x,y,z € M:
1. d(z,z) = 0;
2. Se x # y entédo d(z,y) > 0;
3. d(z,y) = d(y,z);
4. d(z,z) < d(z,y)+ d(y, z) (desigualdade triangular).

Definigao 1.2. Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma

métrica em M.

Exemplo 1.3. O espago euclidiano R™. Os pontos de R" saos listas z = (z1,...,z,) €
v = (y1,...,yn) onde z;,y; € R para i = 1,....,n. As fungoes dy,ds,ds : R" x R" — R
dadas por

L. dl(xvy) = \/(1}1 — y1)2 + ...+ (xn - yn)2 = \/Z?:1(xz - yi>27

2. dg(l‘,y) = |$1 - Z/1| + .+ |:Bn - yn| = Z?:l |$7, - yz|7

3. dg(I,y) = max{|x1 - y1|7 ceey |xn - yn|}7
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sao métricas pois satisfazem as condigoes da definigao A métrica d; é chamada

métrica euclidiana, a dy métrica da soma e a ds é chamada métrica do méaximo.

Exemplo 1.4. Seja X um conjunto arbitrario. Uma funcao f : X — R é uma fungao
limitada se | f(x)| < K para todo x € X. Indicaremos por (X ;R) o conjunto das fungdes
limitadas f : X — R. Podemos definir uma métrica em 5(X;R) da seguinte forma: se
f,g € B(X;R) sao fungdes arbitrarias, definimos

d(f,9) = sup |f(z) —g(x)|.

reX

Esta é chamada métrica de convergéncia uniforme, ou métrica do sup. Observe que a
distancia d(f, g) ¢ o comprimento do maior segmento vertical que se pode tragar ligando
o grafico de f ao grafico de g. Por exemplo, no espago métrico 5([0, 1]; R), a distancia da
funcao f(z) =z a funcdo g(z) =22 ¢ d(f,g) = 1 (Figura .

Figura 1.1: Distancia entre f(z) = x e g(r) = z? em S(X;R).

Y
1

f d(f,9)

0 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definig¢ao 1.5. Uma sequéncia (x,,) de pontos de um espago métrico (X, d) é convergente
se existe x € X tal que
lim d(z,,z)=0.

n — oo
Em outras palavras, dizemos que (z,) converge para x e denotamos (z,,) — =, quando

dado € > 0 existe ng € N tal que se
n>nyg = d(z,,z) <e.

Nestas condigoes, x ¢ dito o limite da sequéncia (x,,).

Defini¢ao 1.6. Uma sequéncia (z,,) num espago métrico M chama-se sequéncia de Cau-
chy quando, para todo € > 0 dado, existe ny € N tal que, se m,n > ng entao d(z,, r,) < €.

Em outras palavras, a fim que uma sequéncia (z,,) seja de Cauchy, é necessério e suficiente
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que, para cada € > 0 dado, exista ng € N tal que n > ny = d(x,,, x,4,) < € qualquer que
seja p € N. Observe que os termos de uma sequéncia de Cauchy com indices suficiente-
mente grandes estdo arbitrariamente proximos. E natural intuirmos que toda sequéncia

convergente é de Cauchy, o que serd comprovado pelo teorema a seguir.
Teorema 1.7. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia convergente no espago métrico M, isto é (z,,) —

x. Entao dado € > 0, existe ng € N tal que

n>ng = d(z,, ) <

DN ™

Pela desigualdade triangular, tomando m,n > ng, temos
€ €
A, 0) < A7) +d(w,20) < 5+ 5 =c.

Logo, (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. ]

A reciproca do teorema acima nao é verdadeira em geral. Existem sequéncias
de Cauchy que nao sao convergentes. Para darmos um contraexemplo, precisamos da

seguinte proposigao.

Proposicao 1.8 (Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais). Dados a,b € R com

a >0, existe n € N tal que na > b.

Exemplo 1.9. Sejam X = (0,1] e (X,d) um espag¢o métrico. Tome a sequéncia (x,) =

(%) em (X,d). (z,) é de Cauchy, pois dado % > 0, tomamos ng € N tal que

€ 1 €
n0§>1:>—<—
No

)

\)

o que é possivel pela propriedade Arquimediana dos nimeros reais. Dados m,n > ny,

temos 1 1 1 1
m n m n
Note que
1 1 1 1
mn>ny=— —<— e —<—.
m. o n o no
Segue que

d( )<1+1<1+1<6+6
Ty Tp) < —+—< —4+ —< -+ =-=c¢
m n nyg ng 2 2

Portanto, (z,) uma sequéncia de Cauchy mas (z,) nao converge em X pois 0 ¢ X.

Definicao 1.10. Um espago métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M converge para um elemento de M.
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O lema a seguir é de extrema importancia para a teoria dos espacos métricos e sera
utilizado para demonstrar o teorema de existéncia e unicidade de solucoes para EDO’s de

primeira ordem.

Lema 1.11 (Lema de Contragao). Sejam (X, d) um espago métrico completo e F' : X —
X wma contragao, isto é, d(F(x),F(y)) < Kd(x,y), 0 < K < 1 para todo x,y € X.
Entao existe um unico ponto fixo p por F, isto €, F(p) = p. Mais ainda, p € um atrator

de F, isto é, F"(x) — p quando n — oo para todo x € X, onde F"(x) = F(F"1(x)).

Demonstracao. Inicialmente, provaremos a unicidade de p. Sejam p,p; € X dois pontos

fixos. Por F' ser uma contragao, temos

d(p,pr) = d(F(p), F(p1)) < Kd(p,pr).

O que implica que d(p,p1) = 0. Logo, p = p1.
Para mostrar a existéncia de p, sejam x € X e x,, = F™(z). Nosso objetivo é provar que

(x,) € uma sequéncia de Cauchy. Sendo r € N, temos
A(Toir, w0) = d(F" (2), F(2)) < Kd(F™7H(2), FH (@)
ou ainda,
A(F™" (z), F*(x)) < Kd(F"™" " (z), F" ! (2)) < K2d(F" 2 (2), F"(2)) < ... < K"d(2,, z).
Assim, d(z, 1, ) < K™d(x,, ). Pela desigualdade tridngular, temos
d(x,z,) < d(x, F(z)) +d(F(z), F*(z)) + ... + d(F"(z), F"(2)).

Logo,
d(z,x,) < d(z,F(z)) + Kd(z, F(z)) + ... + K" 'd(z, F(x)).

Agora observe que a igualdade a seguir segue da soma dos termos de uma progressao

geométrica

1—-K"
1-K

dz,z,) < (1+K+..+ K Yd(z, F(z)) = < ) d(x, F(x)),

ecomo 0 < K <1,entao 1 — K" < 1, logo, vale a desigualdade

Ursr0) < K a) < K0 (3200 ) o o) < (120 ) o G0,

ou ainda,

ATy, ) < (f K) d(z, F(z)).



Capitulo 1. Resultados Preliminares 18

Tomando n suficientemente grande, podemos tornar a expressao acima menor que qual-
quer € > 0 dado. Portanto, a sequéncia (x,) é de Cauchy. Por hipotese, X é completo,

entao (x,) converge, digamos, para p. Para provar que p é ponto fixo,

Fp)=F (lim o,) = lim F@,) = lim .0 =p.
n — oo

n — oo n — oo

[]

Corolario 1.12. Seja X um espago métrico completo. Se F : X — X € continua e,
para algum m, F™ € contragao, entao existe um unico ponto p fixo por F. Mais ainda, p

€ atrator de F'.

Demonstracao. Seja p um ponto fixo atrator de F™ dado pelo Lema de Contragao e
n=mk+1com0 <1< m Dadoxr € X entao F'(z) € X. Como p é atrator de
F™(z), temos [F™]* (F!(z)) — p quando k — oo. Como F™ = [F™)" (F!(z)) e quando
n — oo tém-se k — 00, segue que F" — p quando n — oo, ou seja, p é atrator de
F. O

Definicao 1.13. Uma familia F de fungoes f : X — R, é dita equicontinua se V € > 0
existe d > 0 tal que se d(x,y) < d entao |f(z) — f(y)| <e¢, V f € F.

Definicao 1.14. Uma familia F de fungoes f : X — R, é dita uniformemente limitada,
se existe M > 0 tal que |f| < M,V f e F.

Na proxima secao demonstraremos alguns resultados sobre existéncia e unicidade
de solugoes de uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem que definiremos em
breve. Para isto precisaremos de um importante resultado chamado Teorema de Arzela-

Ascoli, cuja demonstragdo pode ser encontrada em LIMA (2014), p. 256.

Teorema 1.15 (Teorema de Arzela-Ascoli). Seja (X,d) um espago métrico compacto.
Seja F uma familia de fungoes f : X — R, equicontinua e uniformemente limitada.
Entao toda sequéncia f, de elementos de F tem uma sequéncia f,, uniformemente con-

vergente em X.

1.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Partiremos agora para algumas defini¢oes e resultados importantes sobre Equagoes
Diferenciais Ordinarias (EDO’s).

Seja 2 um subconjunto do espaco R x E na qual R é a reta real e E = R" o0 espaco
euclidiano n-dimensional. Um ponto pertencente a R x E sera denotado por (z,y) com
re€Rey=(y1,y2,--,Yn) € E. Seja f: Q — E uma aplicagdo continua e seja I C R

um intervalo nao degenerado da reta.
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Defini¢ao 1.16. Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) de ordem n, ¢ uma equagao

da forma

fla,y(@), ¥ (2),y" (@), ... y"(z)) = 0. (1.1)

Definicao 1.17. A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada de maior

ordem que aparece na equagao.

Definicao 1.18. Uma equacgao diferencial ordinaria é de primeira ordem quando tem
forma

dy :

d_:f(x7y> ou f(xvyay) =0. (12)

x
Definicao 1.19. Se a funcao f em (1.2)) depender linearmente de y, entdo a EDO em
(1.2) é chamada de equagao diferencial linear de primeira ordem e pode ser escrita na
forma
dy

- @)y = g(@), (1.3)

onde p e g sao fungoes dadas na variavel independente.

Definicao 1.20. Uma fungao diferenciavel ¢ : I — E chama-se solucao da equagao

(1.2)) no intervalo I se:

1. O grafico de ¢, Grafp = {(z,¢(x));x € I}, esta contido em €;

de

- o (x) = f(z,¢(x)) para todo = € I.

Definicao 1.21. Uma funcao ¢ : I — E serd chamada de solugao do problema com

dados inicias (xg, yo) € € ou solu¢ao do Problema de Cauchy para equagao (|1.2)) quando

1. (z,¢(x)) € Q, para todo = € [;

2. fl—gp(x) = f(z,p(x)) para todo x € I;
x
3. (xo) = Yo-

Definicao 1.22. Uma aplicagao f : 2 € R x R® — R" chama-se Lipschitziana em )

relativamente a segunda variavel ou Lipschitziana, se existe uma constante K tal que

para todos (x,y), (x,t) € Q. K chama-se constante de Lipschitz de f.

O teorema a seguir garante, sob certas condig¢oes a existéncia e a unicidade da

solu¢ao de uma EDO de primeira ordem.
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Teorema 1.23 (Teorema de Picard). Seja f uma funcio continua e Lipschitziana em
O = I, x By, onde I, = {w;]z — 2o < a} ¢ By = {5y — ol <b}. Se |f] < M em Q,

existe uma unica solucao de
y/ = f(.il?, y)> y(l'o) = Yo

b
I, onde a = min{ a, — 5.
em onae mm{a M}

Demonstragao. Seja X = C(l,, By) o espago métrico completo das fungoes continuas

¢ : I, — By, com a métrica uniforme, isto é, sejam ¢q, o € X temos

d(¢1, p2) = sup |¢1(z) — da(z)|.

ZBGIQ

Para ¢ € X, definimos F(¢) : [, — E por

F(6)(x) = 1o + / " F(s, 6(s))ds.

zo

Observe que:

1. F(X)C X.

Com efeito, para todo x € I, temos

))ds

/ (s, 6(s)Ids,

e como por hipdtese f é continua em €2, entao f é integravel. Além disso, f é

| F(9)(@) —wo |=

limitada. Portanto
/ |f(s, \d3<M/ ds < M|x — zy].
Como x € I, obtemos
|F(¢)(x) — yo| < M|z — x| < Ma <b.

Ou seja, a imagem de F' esta contida numa bola de raio b e centro yg.

2. F™ é uma contragao, para n suficientemente grande.

Com efeito sejam ¢1,¢0 € X, n>0e x € I, temos

K"|x — x0|”

|7 (01)(x) = F™ (o) ()] < (1, ¢2),
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onde K ¢é a contante de Lipschitz. Vamos provar a desigualdade acima por inducao
em n. Para n = 0, é valida pela métrica uniforme. Supondo que a desigualdade

acima é valida para n = t, temos

K2 — x|

[F'(¢1)(x) — F(¢2) ()] < 01, 02).

Vamos verificar se a desigualdade ¢ valida para n =t + 1. Como
[FH (01)(x) = F7H(d2) ()| = [F(F') (1) () — F(F)(¢2) ()],
pela definicao de F', temos

[F(F")(¢1)(2) = F(F")(¢2) ()] <

Y

/ C1F (s, F(60)(5)) — Fls, F'()(5))[ds

e por f ser continua e Lipschitziana, obtemos

<

/ U 1F (s, F(61)(5)) — Fls, F'()(5))]ds

/ " KIF () () — F'(60)(2)|ds

Pela hipotese de indugao, temos

T Kt|3 _ x0|t
ST
Kt+1|;1: i x0|t+1

<k d(¢1, P2)ds

/ " KIF () (@) — F*(d0)(@)lds

Portanto,

n

K™a"

d(F"(¢1), F"(¢2)) <

e para algum n suficientemente grande, temos

d(¢1, ¢2),

n!

K™a"
n!

Logo, F™ é uma contragao em X. Pelo colorario do Lema da Contracao, existe uma

tnica ¢ tal que F(¢) = ¢, provando o Teorema de Picard.

O

Teorema 1.24 (Teorema de Peano). Seja f continua em Q2 = I, x By, como no Teorema
[1.25 Se|f| < M em Q, y = f(x,y) tem pelo menos uma solu¢ao em I,, onde o =

min ai
7M'

Demonstragao. Pelo teorema de Aproximacao de Weierstrass, existe uma sequéncia f,, de

fungoes, cujas componentes sao polinémios, que converge para f, uniformemente em (2.
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Para n grande, f, satisfaz as hipoteses do Teorema|1.23 Seja ¢, solucao de 3y = f,.(x,y),
y(xo) = yo em I,, cuja existéncia e unicidade decorrem do Teorema [1.23] A familia {p,}
é equicontinua e uniformemente limitada, pois

(@) = ula)| = <M / ds < Mz —

/m " fosspals))ds

e |pn(x) — yo| < b, para todo n suficientemente grande. Pelo Teorema (Arzela-
Ascoli) existe uma subsequéncia, que denotaremos também por ¢, tal que ¢,, converge
uniformemente em [, para uma funcao .

Afirmagao: f,(s,p,(s)) converge uniformemente em I, para f(s,p(s)).

De fato,

|fa(8,0n(8)) = f(s,0(8))| < |fuls, 0n(8)) = (s, 0n(8))] + [f(5,0n(5)) — f(s,0(5))]

< €+ €= 2e.

Portanto, fazendo n — oo em ambos os membros de f;} fn(s,©n(s))ds, temos, para todo

t€ Lo, que [ f(s,p(s))ds.
[

Partiremos agora para algumas definicoes importantes sobre sistemas de equagoes
diferenciais. Sejam FEi, F», ..., E,, espacos euclidianos e seja €2 um subconjunto de R x F

onde £ = F| X Fy X ... x E,,. Sejam f; : Q) — FE;, 1 = 1,...,m, fungdes continuas.

Defini¢ao 1.25. Uma familia {¢1, ..., o}, onde cada ¢; : [ — E;, ¢ = 1,...,m é uma
funcao diferenciavel de um intervalo I em FE;, chama-se soluc¢ao do sistema de equacoes

diferenciais ordinarias:

[ dy .
dx - fl(xaylay%'“aym)
dys
dz - fQ(xaylay%'“vym) (14)
dymm
\ C?[E = fm(x7y17y27”'7ym)

no intervalo I, se:
1. Para todo z € I, (z,¢(x)) = (z,01(x),...,om(x)) € Q;

2. Para todo7=1,...,m,

dp;
dz

(‘I) = fi<x>901(x)> LR Som(x))a

para todo = € I.
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O sistema ((1.4)), sera denotado por

yngi(x7yluy27"'7ym)7i:]'7"'7m (15)

é equivalente a equacao diferencial ordinéria

y = f(z,y) (1.6)

onde f = (f1, fo, .., fm) : Q — E = Ey X Ey X ... X Ey,. Isto ¢, uma familia {¢1, ..., om }
de funcoes é solucao de em [ se, e somente se, ¢ = (1, ..., o) : I —> F é solugao
de em [.

Em particular, a equagao ¢y = f(z,y) é equivalente a um sistema de equagoes do
tipo , em que f; é a i-ésima coordenada de f em F = F; X Ey X ... X E,,.

O problema de Cauchy para o sistema de equacoes da forma formula-se do
seguinte modo: dados xg, Y10, - -, Ymo tais que (o, Y10, - - -, Ymo) € 2. devemos encontrar
uma solugao {®1, ..., pm  de um intervalo I que contém x, tal que ¢;(zo) = y; 0 para

todo i. Abreviadamente, escrevemos

y; = fi('rayhy% 7ym)7y<x0) =Y (17)

Para a equagao , onde yo = (y1, Y2, ..., Ym), tendo em conta que a fungao f em
é respectivamente continua, lipschitziana com constante Lipschitz K, diferenciavel
em relacao a segunda varidvel, terceira variavel, etc, se, e somente se, cada uma das f;
também é do mesmo tipo. Temos que todos os teoremas de existéncia e unicidade sao
validos para solugdes de ((1.4)).

Seja agora ) um aberto de E' x E™, onde F é um espago euclidianoe f: Q) — F
uma fun¢ao continua. Uma fungao ¢ : I — F, de classe C™, definida num intervalo,
chama-se solucao da equagao diferencial ordinaria de ordem m

am

Y !’ m—1
=2 = 1.8
T = Sy Yy ) (1.8)

em I, se
1. Para todo z € I, (z,p(x), ¢ (x),...,0"  (x)) €
2. Para todo z € I,

f;—::(:ﬁ) = f(z,p(x), ¢'(2), ¢"(),. .., " (x)).
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A equagao (|1.8) também é denotada por

y" = fly ey (1.9)
e ¢ equivalente ao sistema
' = y,r=1,2,...,m—1
R (1.10)
Yy — f(a:ayl?y%"'?ym)'

Isto &, se uma fungao ¢ ¢ uma solugao de ([1.9), entao {¢, ¢’ ¢”,..., ™ 1} ¢ uma
solugdo de (L.10). E se (¢1, ¢a, - - -, ) uma solugdo de (1.10]) entdao ¢ = ¢ é uma solugao
de , isto é, ¢ & de classe C™ e satisfaz as condigoes 1 e 2.

O Problema de Cauchy para a equacao é formulado da maneira a seguir.
Dado um ponto (2o, %3, vg, - - -, y5"" ") € © encontrar uma solugdo ¢ de definida num

intervalo I que contém o ponto x( e satisfaz

p(zo) =yg,  ¥'(x0) =g, - " (wo) =y
Abreviadamente, escrevemos
v = fy oy, v (o) =g, i=0,1,. m =1 (1.11)

Este problema é equivalente ao seguinte problema de Cauchy para sistemas de
equacoes
{ v = Y Yilzo) =yp L, i=1...m (1.12)
vy = flz,y1,. oy Ym), T=12,....m—1.
Dessa forma, questoes relativas a existéncia e unicidade de solucao de sao
reduzidos a questoes similares para sistemas e, portanto, equagoes . Em par-
ticular, todos os resultados relativos a existéncia e unicidade de solugao sao vélidos para

equacgoes de ordem m qualquer.



25

Capitulo 2

Um Pouco de Geometria Diferencial de

Superficies

2.1 Alguns Resultados Sobre Analise no R"

Aqui enunciaremos algumas defini¢oes e resultados que serao tteis no desenvolvi-

mento da teoria.

Definicao 2.1. Seja F' : U C R" — R™ uma aplicacao diferenciavel. Associamos a
cada p € U uma aplicagao linear dFj,, : R® — R™ que é chamada a diferencial de F'
em p, e é definida da seguinte maneira: sejam w € R" e o : (—¢,¢) — U uma curva
diferenciavel tal que a(0) = p e /(0) = w (Figura [2.1)). Pela regra da cadeia, a curva
f=Foa:(—¢e€) — R™ também ¢ diferenciavel. Entao definimos a diferencial de F' em

p aplicada a w por
dF,w = ('(0).

Figura 2.1: Representacao da diferencial de uma aplicagao diferenciavel.
dFp(w)

F(p)

N

Fea=p

Fonte: CARMO (2014, p. 151).



Capitulo 2. Um Pouco de Geometria Diferencial de Superficies 26

Proposicao 2.2. A defini¢ao dada acima para dF, nao depende da escolha da curva que

passa por p com vetor tangente w e dF), €, de fato, uma aplicagao linear.

Demonstragdao. Trabalharemos com o caso F' : U C R? — R3. Sejam (u,v) as coordenadas
em R? e (z,y, z) as coordenadas em R3. Sejam e; = (1,0), e5 = (0,1) a base candnica de
R%e f; = (1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1) a base canénica de R3. Entdo, podemos
escrever a(t) = (u(t),v(t)), t € (—e,e),

a'(0) =w =u'(0)e; + v'(0)es.
Seja F(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), e
Bt) = Foalt) = (z(u(t), v(t), y(u(t), v(t)), 2(u(t), v(t)).

Entao, usando a regra da cadeia e considerando derivadas em ¢t = 0, obtemos

iy — (O Ou  Oxdv Oy du  0Oyov 0z0u  0z0v
B(O)_<8u8t+6U8t>fl+<8u8t+8v8t)f2+(8u8t+8v8t>f3
ou ainda,
Oz Ox
ou Ov @
v | Oy Oy o | _
B'(0) = 9u 9o @ = de(“’)'
0z 0z ot
ou Ov

Isso mostra que dF), ¢ representada nas bases canonicas de R? e R?, por uma matriz
que depende apenas das derivadas parciais em p das fungoes coordenadas x, y e z de F' e

do vetor w. Logo, dF}, ¢ uma aplicagao linear e nao depende da escolha da curva o. [

Teorema 2.3 (Teorema da Fungao Inversa). Seja F' : U C R*™ — R™ wuma aplicagio
diferencidvel e suponha que em p € U a diferencial dF, : R™ — R" seja um isomorfismo.
Entao existe uma vizinhanga V' de p em U e uma vizinhanga W de F(p) em R" tal que
F:V — W tem inversa diferencidvel F=1: W — V.

Definicao 2.4. Uma aplicagao diferenciavel F' : V C R* — W C R" de V sobre W,
onde V e W sao conjuntos abertos, ¢ chamada um difeomorfismo de V' sobre W se F' tem

inversa diferenciavel.

O teorema da funcao inversa afirma que se em um ponto p € U a diferencial dF},

¢ um isomorfismo, entao F' é um difeomorfismo em uma vizinhanca de p.

Proposicao 2.5 (Regra da Cadeia para Aplicagoes). Sejam F : U C R* — R™ ¢

G :V C R" = RF aplicacoes diferencidveis, onde U e V sdo conjuntos abertos tais
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que F(U) C V. Entio Go F : U — RF é uma aplicagao diferencidvel, e

d(G o F)p = dGF(p) o de, pE U.

2.2 Superficies Regulares

Definicao 2.6. Um subconjunto S C R3 ¢ um superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacdo x : U — V N S de um aberto U de
R? sobre VN S C R? tal que (Figura 2.2)

1. x é diferenciavel. Isto significa que se escrevemos
x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U,

as fungoes z(u, v), y(u, v), z(u, v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens

em U.
2. x é um homeomorfismo. Como x é continua pela condicao 1, x tem inversa x ! :

VNS — U que é continua.

3. (Condigao de Regularidade) Para todo ¢ € U, a diferencial dx, : R* — R? ¢

injetiva.

Figura 2.2: Uma parametrizacao de uma Superficie Regular.

Fonte: CARMO (2014, p. 62).

A aplicagdo x é chamada de uma parametrizagao local ou um sistema de co-
ordenadas locais em uma vizinhanca V N S de p, sendo esta vizinhanca chamada vi-
zinhanca coordenada. Com o intuito de expressar a condi¢ao 3 de forma mais clara,

iremos calcular a matriz da aplicagao linear dz,, nas bases canonicas de R? e R* dadas por
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{e1,e2} e {f1, f2, f3}, respectivamente. Seja g = (ug,vy) € R? e e; vetor tangente a curva

a(t) = (ug +t,vg), com «(0) = (ug,vg) e &' (t) = (1,0) = e;. A imagem de « por z é

B(t) = xoa(t) = (z(a(t), y(a(t)), 2(alt)))
B(t) = x(ug +t,v9) = (x(up + t,v0), y(ug + t,v0), 2(ug + t,vg)).
Derivando 3(t) com relacgao a t, obtemos

5’@)- %d_u_i_@_x@ @d_u+@@ %@4_%@
S \OQudt Ovdt'Oudt Ovdt’ dudt Ovdt

_ (Ox Oy Oz
S \ououou )
A curva [ acima é chamada curva coordenada v = vy, seu trago estd em S e tem em x(q)

o vetor tangente (Figura

s (Ox Oy 0z  Ox
5(0)—<%7%,%)—%

onde as derivadas sdo calculadas em (ug,vg) € o vetor 5'(0) ¢ indicado pelas suas compo-
nentes na base { f1, f2, f3}.

Figura 2.3: Curvas coordenadas em S.

Curvas
coordenadas

Fonte: CARMO (2014, p. 63).

Assim, pela definicao de diferencial, temos,

oy (P 0 02 i
NV 0w 0w ou) T ou’

De forma anéloga, para curva coordenada u = ug, temos
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(e (0.0 92) _0x
T\ ov v ov) T o
Por fim, a matriz da aplicacao linear dx,, também chamada de matriz Jacobiana,

com relagao a essas bases sera

[ Ox Ox |
ou v
dx, = @ @ ,
ou Ov
0z 0z
L ou Ov

. ox X
e por comodidade, denotaremos — por x, € — por X,.
U

v
A condicao 3 da Definicao [2.6| exige que a diferencial dx, seja injetiva, entao os dois

vetores coluna desta matriz devem ser linearmente independentes ou de forma equivalente,

que o produto vetorial

ox 0x

De outro modo, para saber se a diferencial é injetiva basta verificar se a matriz

Jacobiana tem posto 2, ou seja, um dos determinantes

Or Oz oxr Ox Oy Oy
O@,y) | du v O,2) | du v Ny,2) _| ou ow
I(u,v) dy 09y |" 9I(u,v) 0z 0z | O(u,v) dz 0z |’

ou v ou v ou v

seja diferente de zero em ¢ = (u,v),Vq € U. Na defini¢ao podemos observar que:

e A injetividade na condi¢ao 2 tem como objetivo excluir a possibilidade de auto-

intersec¢oes em superficies regulares.

e A condicao 3 garante a existéncia de um plano tangente em todos os pontos de S.

Exemplo 2.7. A esfera unitaria S? = {(z,y, z) € R3;2% + 4* + 22 = 1} é uma superficie

regular.

De fato, seja x; : U C R? — R? dada por

X| = (xy V1= (22 +y2)> , (v,y) €U,

onde R? = {(z,y,2) € R} 2 =0} e U = {(z,y) € R*};2? + y* < 1}. Iremos mostrar que

x; ¢ uma parametrizacao de S* que cobre o hemisfério norte da esfera unitaria (menos o
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equador). Temos que,

ox ox

9T S

Ox oy ’

dy dy

Z9_ -2 -1

Ox 0 oy ’

0z —x 0z —y

o T—@+p) W I-@ )
Como que 2% + y? < 1, entao a fungao /1 — (22 + y2) tem derivadas parciais
continuas de todas as ordens. Logo, x; é diferenciavel e assim a condigao 1 é satisfeita.

Além disso, note que a matriz da aplicacao linear dx(, ) é dada por

1 0
_ 0 1
AX(zy) = . y
V1= (22492 J1— (22 +¢?)
O(z,y)

Observe que = 1 e com isso concluimos que a matriz dx(,,) tem posto

A(z,y)
2, satisfazendo também a condicao 3. Por fim, para verificar a condi¢ao 2, perceba que

x; : U — x1(U) é bijetiva, pois um ponto (z,y) € U, tem como imagem um ponto em
R3, acima do plano xy de mesma abscissa e ordenada, a uma altura z = \/W )
Assim, concluimos que x; ! é a restri¢ao da projecio 7(z,y, 2) = (r,y) ao conjunto x; (U).
Logo, x; ' é continua em x;(U).

Agora, cobriremos a esfera utilizando parametrizagoes similares que juntamente
com x; cobrem inteiramente S? (Figura . Observe que precisaremos de 6 parametri-
zacoes desse tipo para cobrir toda a esfera. Inicialmente, definimos x, : U C R? — R3

dada por

xo(z.y) = (0,9 —VI= @ +9) ). (@y) €U={(ay) e R%a+4* <1},



Capitulo 2. Um Pouco de Geometria Diferencial de Superficies 31

Figura 2.4: Parametrizagoes locais da esfera.

Fonte: CARMO (2014, p. 66).

Note que x;(U) U x3(U) cobre a esfera menos o equador, isto &, {(z,y,z) €
R3; 2% +y* = 1,2 = 0}. De forma anéloga e utilizando os planos xz e zy, cobriremos toda

a esfera usando as seguintes parametrizagoes

x3(x,2) = <x, V1= (22 + 2?) ,Z) . (z,2) €U = {(z,2) e R, 2 + 22 < 1},

x4(x,2) = (ZL‘,—\/I — (22 + 22) ,z) o (2,2) €U = {(z,2) e R, 2% + 22 < 1},
X5(y72) = ( 1- <y2 + 22) ,y,Z) ’ (y72> € U2 - {<y7 Z) S R2;y2 + Z2 < 1}7

xo(y:2) = (—VI= WP+ 0.2), (02) € Us = {(y,2) € REy2 + 22 < 1},

mostramos assim que S? é uma superficie regular.
O exemplo anterior nos mostra que decidir se um dado conjunto é uma superficie
regular a partir da defini¢ao, pode ser um trabalho drduo. No que segue, enunciaremos

duas proposicoes que garantem que algumas classes de conjuntos sao superficies regulares.

Proposicao 2.8. Se f : U — R ¢ uma fungao diferencidvel em um conjunto aberto
U de R?, entdo o grifico de f, isto €, o subconjunto de R® dado por (z,y, f(x,y)) com

(x,y) € U, € uma superficie reqular.

Demonstracao. Basta mostrar que a aplicacao x : U — R? dada por
x(u,v) = (u,v, f(u,v)), com (u,v) € U,

¢ uma parametrizagao do grafico de f. Observe que a condigao 1 é facilmente aten-

dida, dado que as derivadas parciais das fungdes componentes de x sdo continuas (f ¢
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diferenciavel e, consequentemente, é continua). Além disso, note que

ox oz

gu " o

dy dy

ou 0 o L,

0z 0z

% _fU<u7U>7 a_y_fv<u>v)v

com isso a matriz da aplicacao linear dx(,,) ¢ dada por

1 0
dX(a:,y) = 0 1 )
fulu,v) - fo(u,v)

9(z,y)
O(u,v)

do gréfico é a imagem por x de um tnico ponto (u,v) € U. Assim, x é bijetiva, e como

sendo a condic¢ao 3 satisfeita, pois = 1. Por fim, observe que cada ponto (z,y, z)

x~1 ¢ a restrigao ao gréfico de f da projegao m(z,y,2) = (u,v) de R3 sobre o plano zy e
assim x~! é continua. Logo, x ¢ uma parametrizacao do grafico de f e com isso podemos
concluir que todo gréafico de uma fungao diferenciavel f : U — R, sendo U conjunto aberto

do R?, é uma superficie regular.

]

Definicao 2.9. Dada uma aplicagao diferenciavel F' : U C R" — R™ definida em um
conjunto aberto U de R", dizemos que p € U é um ponto critico de F' se a diferencial
dF, : R* — R™ nao ¢ uma aplicacdo sobrejetiva. A imagem F(p) € R™ de um ponto

critico é chamado um valor critico de F'.

Definicao 2.10. Diremos que a é valor regular de uma fungao diferenciavel f : U C
R™ — R se a diferencial df, é sobrejetiva V p € f~(a), a imagem inversa de a por f, isto

¢ o conjunto

[ a)={peUflp)=a}.

Sendo f : U C R" — R, a diferencial df, : R* — R é um funcional linear que
é sobrejetivo ou nulo (o que pode ser verificado utilizando o Teorema do Nucleo e da

Imagem). Com efeito, sua matriz é dada por

~[of(p) df (p)

= ,
8x1 8xn 1xn

dfy

e como a dimensao da imagem é no maximo 1, entao df, ou é sobrejetiva ou é nula.
No caso de df, nao ser sobrejetiva, concluimos que f, = f, = f. = 0 em p. Portanto,

a € f(U) é um valor regular de f : U C R* — R se, e somente se, f,, f, e f. nao se
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anulam simultaneamente em qualquer ponto da imagem inversa

fHa) ={(z,y,2) € U C R’ f(z,y,2) = a}.
Proposigao 2.11. Se f : U C R® — R € uma fungdo diferencidvel e a € f(U) é um valor

reqular de f, entao f~'(a) é uma superficie reqular em R3.

A proposicao acima nao serd demonstrada neste trabalho, mas o leitor podera
encontrar a demonstracdo em CARMO (2014), p. 69.

Exemplo 2.12. Vamos mostrar que o elipsoide
22 2
Yy z
E= {(xy7>ER3—2+b—+—2:1}

¢ uma superficie regular.

Seja f : R?* — R, dada por
2 2 o2

f('rvyVZ):l‘_—i_y_—i___l

Note que f é uma funcgao diferenciavel, uma vez que as derivadas parciais

2x 2y 2z
fx:¥7 fy:b_27 fZ:C_Qa

existem e sao continuas. Além disso, observe que

1.2 y2 22
f(x7y7 )_O<:>_+ﬁ+_:17

ou seja, f~1(0) = E. A matriz da diferencial df,, ) num ponto (z,y, z) é dada por:

g = [L L] [ 22

or Oy 0z a? b
Com isso,
2x 2y 2z
df(zy,) =0 & == 0, 5 =0e 2= 0.
Portanto,

df(zy) =0 v =y=2=0.

Se (x,y,2) # (0,0,0), entao df(y,,.) é sobrejetiva. Assim, sobre os pontos de E, df(,y. -
é sobrejetiva e consequentemente 0 é o valor regular de f. Pela proposi¢ao anterior, £ é

uma superficie regular.
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2.3 Mudanca de Parametros e Funcoes Diferenciaveis

sobre Superficies

Estamos interessados em definir o que significa uma funcao f : S — R ser diferen-
ciavel em um ponto p de uma superficie regular S. Uma maneira natural de dar sentido
a este conceito seria escolher uma vizinhanca coordenada de p, digamos com coordenadas
u, v, e dizer que f é diferenciavel em p se a sua expressao com coordenadas u, v possuir
derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Contudo, como no Exemplo um ponto p de S pode pertencer a vérias vizinhan-
cas coordenadas. Além disso, outros sistemas de coordenadas poderiam ser escolhidos em
uma vizinhanca de p. Entao, para que essa definicdo acima tenha sentido, é necessa-
rio que ela nao dependa do sistema de coordenadas escolhido. para mostrar este fato,

precisaremos da seguinte proposicao.

Proposigao 2.13 (Mudanga de parametros). Seja p um ponto da superficie regular S,
esejamx : U C R? - S ey :V C R? = S duas parametrizacoes de S, tais que
p e x(U)Ny(V) =W. Entdo a mudanga de coordenadas h = x toy : y 1 (W) — x~1(W)

¢ um difeomorfismo, isto €, h ¢ diferencidvel e tem uma inversa diferencidvel h™' (Figura

23

Figura 2.5: Diagrama da Mudanca de Parametros.

x (W)

Fonte: CARMO (2014, p. 83).

Demonstracao. A aplicacdo h = x~! oy, sendo a composicao de homeomorfismos, ¢ um

homeomorfismo. Nao é possivel concluir, com argumento anélogo, que h é diferenciavel,

1

ja que x~' esta definida em um subconjunto aberto de S, e nao sabemos ainda o que

vem a ser uma func¢ao diferenciavel definida em S. Iremos proceder da seguinte maneira.



Capitulo 2. Um Pouco de Geometria Diferencial de Superficies 35

Seja r € y Y(W) e defina ¢ = h(r). Como x(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)) ¢ uma

parametrizacao, podemos supor que

Estendemos x a uma aplicacao F : U x R — R? definida por

F(u,v,t) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v) + t)
= (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) + (0,0,t), (u,v) €U, teR.

Geometricamente, F' aplica um cilindro vertical C' sobre U em um "cilindro vertical"
sobre x(U), levando cada se¢ao de C' com altura ¢ na superficie x(u, v) + teg, onde ez é o
vetor unitario do eixo Oz. Observe que F ¢ diferencidvel e que a restrigao F|yx oy = X.

Calculando o determinante da diferencial dF;, obtemos

or 0s
ou Ov

dy Oy _ Ozdy  Oydxr _ O(z,y)

ou Ov 0 ~ Oudv 6u81;_0(u,v)(q)7é0'
0: 0: |

ou Ov

Podemos entao aplicar o teorema da funcao inversa, que garante a existéncia de
uma vizinhanga M de x(q) em R? tal que F~! existe e é diferenciavel em M. Pela
continuidade de y, existe uma vizinhanga N de r em V tal que y(IN) C M. Observe
que, restrita a N, h|N = F~1oy|N é composicao de fungoes diferenciaveis. Assim sendo,
podemos aplicar a regra da cadeia para aplicagoes e concluir que h é diferenciédvel em r. Por
r ser arbitrario, h ¢ diferenciavel em y~!(7/). Aplicando exatamente o mesmo argumento,

pode-se mostrar que a aplicacao h~! é diferenciavel, e portanto h é um difeomorfismo. [

Em outras palavras, se x e y sao dadas por
x(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €U,

Y(was) = (x(was)vy(w7s>72(was))v (w78) € V7

entao a mudanca de coordenadas h dada por
u=u(w,s), v=v(w,s), (w,s)e€y (W),

é tal que as fungoes u e v tém derivadas parciais continuas de todas as ordens. Além



Capitulo 2. Um Pouco de Geometria Diferencial de Superficies 36

disso, a aplicagao h pode ser invertida, fornecendo
w=wu,v), s=su,v), (uv)ex (W),

onde as func¢oes w e s também possuem derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Como

I(u,v) I(w,s)
d(w,s) O(u,v)

=1,

isto implica que os determinantes Jacobianos, tanto de h como de h™!, sao diferentes de

zero em todos os pontos.

Definicao 2.14. Seja f : W C S — R uma fungao, definida em um aberto W de
uma superficie regular S. Diremos que f ¢é diferenciavel em p € W se, para alguma
parametrizagao x : U C R? — S, com p € x(U) C W, a composigao fox: U C R? —
R ¢é diferenciavel em ¢ = x~!(p) (Figura 2.6). A fungdo f ¢é diferenciavel em W se &

diferenciavel em todos os pontos de W.

Figura 2.6: Diagrama de uma funcao diferencidvel em um ponto da superficie.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Proposicao 2.15. A definicao de uma funcao diferencidvel independe da escolha da pa-

rametrizacao.

Demonstracao. De fato, sejam x; : U; C R? — S outra parametrizacao de S, onde
x1(q1) = p, com q; € Uy e x,(U;) C W. Denote x;* (V) C Uy e x (V) C U, com
V = x(U) Nx;(Uy), perceba que h = x ' ox; : x; H(V) — x~1(V) ¢ diferenciavel, logo
Lox; = foxoh édiferencidavel em ¢, = x;'(p). Dai, a independéncia

afirmada. O]

fox;=foxox™
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Agora definiremos o que sao aplicacoes diferenciaveis entre superficies.

Definicao 2.16. Uma aplicacao continua ¢ : Vi C S; — S5 , de um conjunto aberto V;
de uma superficie regular S; em uma superficie regular Sy, é diferenciavel em p € V; se

dadas parametrizagoes
x1: Ui CR? = Sy, x9:Uy CR? = S,
com p € x1(U7) e ¢p(x1(Uy)) C x2(Us), a aplicagao
Xglogboxl Uy — Us,

é diferenciavel em ¢; = z7*(p). A aplicacio X, o ¢ o x; é chamada a expressdo local de
¢ nas parametrizagoes xi,xy (Figura [2.7). ¢(p)

Figura 2.7: Aplicagao diferenciavel entre superficies regulares.

< z
S 52
1
o o)
o P >
» T > T
1 )
J o X1 W\ ‘ ,‘\Xz
Y (%]
h
U,
.(h X, ogo X1 -
—_—
2
e
>t » U9

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em outras palavras, ¢ ¢ diferencidvel se, quando expressa em coordenadas locais
como ¢(u,v) = (¢1(u,v), p2(u,v)), as fungdes ¢;(u,v) e Pa(u,v) tém derivadas parciais
continuas de todas as ordens. Convém demonstrarmos que esta definicao nao depende da

escolha de uma parametrizagao.

Proposicao 2.17. A definicio de uma aplicacao diferencidvel entre superficies independe

da escolha da parametrizacao.

Demonstrag¢ao. Sejam S; e Sy superficies regulares e ¢ : S; — S, uma aplicacao diferen-

cidvel em um ponto p de S; e X1, X, parametrizagoes de S e S, respectivamente. Suponha



Capitulo 2. Um Pouco de Geometria Diferencial de Superficies 38

agora que yi, yo sejam também parametrizagoes de S; e S, respectivamente. Observe

que
~1 -1 ~1 ~1 — 1 -1 Bl
Yo 0QOY1=Y; 0X20Xy 090X 10X, 0y; =hyoXy 0pox;0hy,

onde hy = y,' oxy e hj' = x;' oy, sdo mudancas de parametros. Como hi', hy

Llogo ao dif icao também é. Portant Tlogo é

e X, ¢ o x; sao diferenciaveis, sua composi¢ao também é. Portanto, y, poy; &

diferenciavel em y;* logo ¢ é diferencidvel em p com relacao as parametrizacoes y; e
1 )

yo. O

Definicao 2.18. Duas superficies regulares S e S, sao difeomorfas se existe uma aplica-
cao diferenciavel ¢ : S; — S5 com uma inversa diferenciavel =1 : S, — S;. Uma tal ¢ ¢

chamada de difeomorfismo de S; em 5.

2.4 Plano Tangente e Diferencial de uma Aplicacao

Mostraremos nesta secao que a condicao 3 na definicao de uma superficie regular
S garante que para p € S o conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas de
S, passando por p, constituem um plano. Chamaremos tal plano de plano tangente a S

em p e denotaremos por 71),S.

Defini¢ao 2.19. Um vetor tangente a S em um ponto p € S é o vetor tangente o/(0) de

uma curva parametrizada diferenciavel a : (—¢,e) — S com «a(0) = p.

Proposicao 2.20. Seja x : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie reqular
S em p, tal que x(q) = p. Entdo o conjunto de vetores tangentes a S em p é um subespago
vetorial T,S = dx,(R?*) C R? de dimensdo 2.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos demonstrar que 7,S C dx,(R?). Seja w € T,5 o
vetor tangente em x(q) = p, isto ¢, seja w = /(0), onde a : (—e,¢) — x(U) C S é
diferenciavel e a(0) = p. Observe que a curva f =x'oa: (—¢¢) — U, onde B(0) =g e
B'(0) = v (Figura 2.8)). Pela defini¢do de diferencial de uma aplicagao, temos
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Figura 2.8: Diagrama da construgao de .

Fonte: Fonte: CARMO (2014, p. 99).

dx,B/(0) = (x 0 BY(0) = (xox" 0.)'(0) = '(0) = w.

Portanto, w € dx,(R?). Por outro lado, seja w = dx,(v), onde v € R? & o vetor

velocidade da curva 7 : (—¢,€) — U dada por
V() =tv+q, comt€ (—¢€e€),7(0) =geq(0)=v.

Considere a = x o v e pela definicao de diferencial, temos

a/(0) = (x07)(0) = dxy(0)(7(0)) = dx4(v) = w,
assim, w é vetor tangente e dx,(R?) C T},S. O

Observe que pela proposigao anterior, o plano dx,(R?), que passa por x(q) = p,
independe da parametrizacao x. Contudo, a escolha de uma parametrizacao x determina
uma base {x,(q),x,(q)} de T,,S, chamada base associada a x. Portanto, podemos escrever
as coordenadas de w € T,,S na base associada a uma parametrizacao x da seguinte forma:

w = a/(0) é o vetor velocidade de uma curva @ = x o0+, onde 7 : (—e¢,¢) — U é dada por
v(t) = (u(t),v(t)), com 4(0) = ¢ = x(p). Entao
w=0a'(0) = (x07)(0)

d
= - (x(u(t), v(t))li=o

Oxdu  oxdo
 \udt ovadt)|,_,

= Xu(q)u'(0) + %, (q)v'(0).
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Assim, na base {x,(q),%,(q)}, o vetor w tem coordenadas (u'(0),v’(0)).
Através da nogao de plano tangente, podemos falar na diferencial de aplicagoes

diferenciaveis entre superficies.

Definicao 2.21. Sejam S; e Sy superficies regulares, ¢ : V' C S; — Sy uma aplicagao
diferenciavel em V e a : (—¢,e) — V C S uma curva diferenciavel, com «(0) = p,
a/(0) = w e considere a curva 3(t) = ¢ o . Para cada ponto p € V' definimos a aplicagao

dop : T,51 — Ty(p)S2 que atua em um vetor w € 1,5, da seguinte forma

A6y (w) = (60)(0) = F(0)

Portanto, 3'(0) € um vetor de Ty, Sy (Figura[2.9).

Figura 2.9: Representacao de w e d¢,(w) nas superficies regulares S; e Ss, respectiva-
mente.

cfgﬂp(l-f)

VAN 4

@

Fonte: CARMO (2014, p. 100).

Proposicao 2.22. A diferencial do, : T,S, — Typ)S2 € uma aplicagio linear e nao

depende da escolha de a.

Demonstrag¢ao. A demonstracao é andloga a demonstracao dada para espacgos euclidianos
(Proposigao . Sejam x(u,v) e X(%,v) com x : U — S; e X : U — S, parametrizacoes

de Sy e S, respectivamente. Suponha que ¢ seja expressa nestas coordenadas por:

)_(_1 © ¢ 0X = (¢1(u7 U)a ¢2(u7 U))> co1n (U, U) eUe (¢1(u7 U)a ¢2(u7 U)) eU.
Exprimindo « na parametrizagao x, obtemos
x 'oa(t) = (u(t),v(t)), comt€ (—¢c¢).

A expressao local de f = ¢oa é dada por x Togoxoxtoa(t) =xlogoa=%x'of =
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(D1(u(t),v(t)), p2(u(t),v(t))), assim a expressao de 5'(0) na base {Z,, T, } de Ty)Ss ¢

50) (a¢1d_u 06, dv a¢2d_u+a¢2d_v)

u dt ' duv dt’ dudt ' Ov dt )|,

(091, oo 0Py 0ps
= (%u (0) + %v (0), %u (0) + %v (0)) )

Em forma matricial, temos

) 0
/ _ _ ou ov ulo
e (v’(O))'
ou  Ov

Logo, d¢,(w) é representada por uma matriz que depende apenas da aplicacao ¢ e das
coordenadas (u'(0),v'(0)) de w na base {x,,%,}. Dessa forma, d¢,(w) é linear e nao

depende da escolha de «. O

2.5 Primeira Forma Fundamental

Nesta secao, apresentaremos a primeira fundamental de S que nos permite estudar
estruturas geométricas associadas a superficie, tais como o calculo do comprimento de
curvas, angulos entre vetores tangentes e areas de regioes na superficie.

O produto interno natural do R* O S induz em cada plano tangente 7,5 de uma
superficie regular S um produto interno, que indicaremos por ( , ),. Se wy,wy € T,S C

R?, entao (w,ws), é igual ao produto interno de w; e wsy, como vetores em R3.

Definicao 2.23. Seja S uma superficie regular e 7,5 o plano tangente a S no ponto p.

A forma quadratica I, definida por:

I,: 7, — R
w = (w) = (w,w), = |w[* >0,

¢ chamada a primeira forma fundamental da superficie regular S C R® em p € S.

Observe que a primeira forma fundamental é meramente a expressao de como a
superficie S herda o produto interno natural do R3.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {x,,x,} associada
a uma parametrizacdo x(u,v) em p. Como o vetor tangente w € T,S & o vetor tan-
gente a uma curva parametrizada «(t) = x(u(t),v(t)), t € (—¢,€), com a(0) = p =

x(u(0),v(0)) = x(ug,vo) e &'(0) = w, calculando a primeira forma fundamental em w,
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isto é, para t = 0, obtemos

N
S
:\
—
=)
+
N
<
<
e
X
S
Q\
—
N
+
N
<
G\
S
».;/

(
( )
= (x,u/(0), x,u'(0)), + 2(x,1(0), x,0'(0)), + (x,0'(0), x,0'(0)),
( 2 (%Xu Xu)p + 20/ (0)0'(0) (X, X0 )p + (0'(0))* (X0, X0 )
( 2E + 24/ (0)0'(0)F + (v/(0))*G, (2.1)

onde,
E(u(0),0(0)) = (%u Xu)p,
F(u(0),0(0)) = (%uXu)p,
G(u(0),v(0)) = {(xv,Xu)p,
sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,} de 7,,S. Fazendo

p variar na vizinhanga coordenada correspondente a x(u,v), obtemos fungdes E(u,v),

F(u,v), G(u,v), que sdo diferenciaveis nessa vizinhanga. Podemos escrever a equagao

(2.1) na forma matricial,
u'(0)
v'(0) |

Assim, a matriz da primeira forma fundamental na base {x,,x,} é dada por

£ F

W@ 0) =[O O] -,

E F
F G

p=

Exemplo 2.24. Um sistema de coordenadas para um plano P C R3 passando por py =
(0, Yo, 20) € contendo os vetores ortonormais w; = (ay, as, ag), wy = (by, by, bs) é dado por
x(u,v) = po + uw; +vwy, (u,v) € R

Vamos determinar os coeficientes da primeira forma fundamental de P.

Para calcular a primeira forma fundamental em um ponto arbitrario de P, observe

que x, = wi, X, = wy. Como w; e wy sao ortonormais, temos que

E = (x4,%xy) = (wy,wy) = |lw]]* =1,
F = <Xu7Xv> = <w17w2> = Oa
G = (X Xy) = (wy,w) = [[wa]® = 1.

Portanto, a matriz da primeira forma fundamental é dada por
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10
I, = .

Exemplo 2.25. Vamos determinar a primeira forma fundamental em um ponto arbitrario

do cilindro reto sobre o circulo 22 +4% = 1 que admite a parametrizaciao x : U — R? dada
por
x(0,z) = (cosb, senb,z),
U = {(0,2) eR? 0<60<2m, —00<2z<o0}.

Para calcular a primeira forma fundamental, observe que
xg = (—sen#,cosh,0), x,=(0,0,1).
Logo, as fungoes F, I, G sao constantes pois

E = (xg,%x9) = ((—senb,cosb,0),(—senb,cosb,0)) = sen?d + cos?§ = 1,
F <X97Xz> = <(_ sen@,cos 970)7 (0707 ]-)> =0,
G = (x,,x,)=1{0,0,1),(0,0,1)) = ||(0,0,1)]]* = 1.

Consequentemente a matriz da primeira forma fundamental é dada por

10
I, = .

Note que embora o cilindro e o plano sejam superficies distintas, os resultados obtidos

nos dois casos sa0 0S mesmos.

Exemplo 2.26. Considere a hélice de passo 2wa sobre o cilindro x? + y? = 1 dada por
a(f) = (cos@, senf, af). Por cada ponto da hélice, tragamos uma reta paralela ao plano
xy e que intersecta o eixo Oz. A superficie gerada por essas retas é chamada um helicoide
(Figura . Uma parametrizacao do helicéide é dada por

x(u,v) = (veosu,vsenu,au), 0<u<2m, —00<v< 0.

Observe que,
xy(u,v) = (—vsenwu,vcosu,a),

X, (u,v) = (cosu, senu,0).
Portanto,
E = (x4,%x,) = {(—vsenu,vcosu,a),(—vsenu,vcosu,a)) =v*+ a?,

F = (x4,%x,) = ((—vsenu,vcosu,a),(cosu, senu,0)) =0,

G = (x4,%,) = ((cosu, senwu,0), (cosu, senu,0)) = 1.
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Com isso, a matriz da primeira forma fundamental é dada por

[ =
0 1

v? + a? 0]

Figura 2.10: Helicoide.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 2.27. Vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental de uma

superficie de revolugao.

Seja S C R? o conjunto obtido ao girarmos uma curva regular plana e conexa C
em torno de um eixo no plano que nao encontra a curva. Vamos considerar o plano xz

como o plano da curva e o eixo Oz como eixo de rotagao. Seja
r=f(), z=g(v), a<v<b f)>0,

uma parametrizacao para C' e denotamos por u o angulo de rotagao em torno do eixo Oz
(Figura [2.11)). A curva C é chamada curva geratriz de S, o eixo Oz ¢é o eixo de rotagao
de S, os circulos descritos pelos pontos de C' sao chamados de paralelos de S e as varias

posigoes de C sobre S sao chamados meridianos de S. Com isso, obtemos a aplicagao

x(u,v) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v))

do conjunto aberto U = {(u,v) € R*0 < u < 2m,a<v <b} em S.
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Figura 2.11: Uma superficie de revolugao.

Eixo de rotacao

Meridiano

Paralelo

Fonte: CARMO (2014, p. 90).

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, obtemos

E = (xux)= {(—f(v)senu, f(v)cosu,0), (~f(v) senu, f(v) cosu,0)) = (f(v))?,
—F(v)senu, f(v) cosu, 0), (f(v) cosu, f'(v) senu, '(v))) =
J'(v) cosu, f'(v) senu, ¢ (v)), (f'(v) cos u, f'(v) sen u, ¢'(v)))

)

f'()* + (g'(v))*.

B!

(

= (Xu,Xo) = (
G = (X,Xy) = (
(

Com isso, a matriz da primeira forma fundamental é dada por

, [ (F(0))? 0 ] |
0 (f@)* + (9(v))?

Como mencionado anteriormente, a importancia da primeira forma fundamental
I vem do fato que, conhecendo I, podemos tratar questoes métricas sobre uma superficie
regular, sem fazer referéncia ao espaco ambiente R®. Assim, o comprimento de arco s de

uma curva parametrizada o« : V. C R — § é dado por

_ /Ot o/ (8)|dt = /Ot JI @@t

Em particular, se a(t) = x(u(t), v(t)) esta contida em uma vizinhanga coordenada

correspondente & parametrizagido x : U — x(U) C S, temos

:/0 V(W ()2 E(u(t), vt)) + 2u' ()0 (£) F (ult), v(t)) + (' (1))*G(ult), v(t))dt.
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O angulo 0 de duas curvas parametrizadas regulares o : [ — S, 5 : 1 — S que se

intersectam em t = t; é dado por

cosf =

(! (to), B'(to))
o/ (to)] 18 (to)|

Em particular, o angulo ¢ das curvas coordenadas de uma parametrizagao x : U —

x(U)c Seé

(Xy, Xy) F
xu||x0|  VEG

Com isso, as curvas coordenadas de uma parametriza¢ao sao ortogonais se, e so-

mente se, F(u,v) = (X,,%,) = 0, para todo (u,v) € U. Uma tal parametrizagao é
chamada uma parametrizacao ortogonal.

Uma outra questao métrica que pode ser tratada através da primeira forma fun-
damental é o célculo da area de uma regiao limitada por uma superficie regular. Neste

trabalho nos limitaremos apenas a apresentar a expressao para tal calculo. S.

Definigao 2.28. Um dominio (regular) de S é um subconjunto aberto e conexo de S, cuja
fronteira é a imagem de um circulo por um homeomorfismo diferencidvel que é regular

(isto &, sua diferencial ndo se anula) exceto em um namero finito de pontos.
Definigao 2.29. Uma regiao de S ¢ a uniao de um dominio com a sua fronteira.

Definigao 2.30. Uma regido de S C R?® ¢ limitada se estd contida em alguma bola de
S CR®.

Vamos considerar () uma regiao compacta contida em U e x : U C R? — S uma

parametrizacao de S. Entao x(Q)) = R é uma regiao limitada em S.

Definigao 2.31. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie regular, contida em

uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacao x : U C R? — S. O ntimero positivo
// %, A X,||dudv = A(R), onde Q=x'(R),
Q

é chamado area de R.

A integral dupla da Defini¢ao independe da parametrizacao x. A demonstra-
¢ao deste fato pode ser encontrado em CARMO (2014), p. 115.

Convém observarmos que
2
?
|

e A o[ + (3, 30)* = 3¢ 1?36 [1* sen 6 + [|xc, |||, | cos™ 0 = ||, |||

o que mostra que o integrando de A(R) pode ser escrito como
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%y A Xy = \/HXuHZHXvHQ — (Xu, Xp)?2 = VEG — F?.

Sendo assim, obtemos

//\XuAXvIdudv://mdudv:A(R), Q = x(R).
@ Q

2.6 Orientacao de Superficies

Neste topico, apresentaremos o conceito de orientacao de superficies. Para isso,
traremos inicialmente a nogao de orientagao de um espacgo vetorial.

Duas bases ordenadas e = {¢;} e f = {fi}, i = 1,...,n, de um espago vetorial
V', n-dimensional, tém a mesma orientacao se a matriz de mudanca de base possui um
determinante positivo. Denotamos esta relacao por e ~ f. Segue das propriedades sobre
determinantes que esta relacao define uma relacao de equivaléncia.

Portanto, podemos organizar o conjunto das bases ordenadas de V' em classes de
equivaléncia, na qual os elementos de uma dada classe estao relacionados por ~. Como o
determinante de mudanga de base ou é positivo ou é negativo, existem apenas duas classes
e cada classe determinada por esta relagao é chamada uma orientagao de V. Assim, V' tem
duas orientacoes e se fixarmos uma das duas de maneira arbitraria, a outra é chamada de
orientacao oposta.

Intuitivamente, como cada ponto p de uma superficie regular S tem um plano tan-
gente 1,5, a escolha de uma orientagao de 7,5 induz uma orientagao em uma vizinhanca
de p, isto é, a nocao de movimento positivo ao longo de curvas fechadas suficientemente

pequenas em torno de cada ponto da vizinhanca (Figura [2.12)).

Figura 2.12: Orientacao de 7},S.

T8)

AN

Fonte: CARMO (2014, p. 123).
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Caso seja possivel fazer essa escolha para cada p € S de forma que na intersecao de
quaisquer duas vizinhancas as orientacoes coincidam, entao dizemos que S é orientavel.
Caso contrario, dizemos que S é nao-orientavel.

De forma mais precisa, sejam S uma superficie regular e uma parametrizagao
x(u,v) de uma vizinhan¢a de um ponto p € S, determinamos uma orientagao do plano
tangente 7,5, a saber, a orientagao associada a base {x,,x,}. Se p pertence a uma vizi-
nhanca coordenada de uma outra parametrizacao X(u, ), a nova base {Xz, X5} € expressa

em termos da primeira por

Xz (u,v) x@+x@
U ) Uaa Uaa7
X5 (U, V) =X @er dv
U ) Ual_} an-}?

onde u = u(,v) e v = v(u, V) sao expressoes da mudanca de coordenadas h = x! o x.

Observe que a matriz de mudanca de base é

ou Ov
ou v
ou v |’
ou v

sendo a matriz Jacobiana de h. Logo, as bases {x,,x,} e {Xz, X5} determinam a mesma

orientacao de 7,5 se, e somente se, o determinante Jacobiano

Definicao 2.32. Uma superficie regular S é orientavel se for possivel cobrir a mesma com
uma familia de vizinhancas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence
a duas vizinhancas dessa familia, entao a mudanca de coordenadas tem determinante
Jacobiano positivo em p. A escolha de uma tal familia é chamada uma orientacao de S,
e S, neste caso, diz-se orientada. Se uma tal escolha nao é possivel, a superficie é nao-
orientavel. Se S é orientada, uma parametrizagao (local) x é compativel com a orientagao
de S, se juntando x a familia de parametrizacoes dada pela orientagao, obtém-se ainda

uma (logo, a mesma) orientacao de S.

Exemplo 2.33. Uma superficie que é o grafico de uma funcao diferenciavel ¢ uma super-
ficie orientavel. De fato, pela Proposigao 2.8 tal superficie que é grafico de uma fungao
diferenciavel é coberta por uma tnica vizinhanga coordenada. Logo, é orientavel.
Exemplo 2.34. A esfera S* = {(z,y,2) € R*|2? + y* + 22 = 1} ¢é uma superficie
orientavel.

De fato, a esfera pode ser coberta por duas vizinhancas coordenadas, utilizando

por exemplo a projecao estereografica, de tal modo que a interse¢ao W dessas vizinhancas
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seja um conjunto conexo, isto ¢, sejam x : U — x(U) e X : U — %(U) tais que S? =
x(U)ux(U), W = x(U)Nx(U) conexo e h = x ! o X a mudanca de coordenadas.
Fixe um ponto p € W. Se o Jacobiano da mudanca de coordenadas em p for negativo,
intercambiamos v e v no primeiro sistema, e assim teremos Jacobiano positivo. Se o
Jacobiano da mudanca de coordenadas em p for positivo, e como o Jacobiano é diferente
de zero em W por ser conexo, segue pela conexidade de W que o Jacobiano é positivo
em todos os pontos de W. Sendo assim, existe uma familia de vizinhancas coordenadas
satisfazendo a Definicao , o que mostra que S? ¢ orientédvel. O exemplo anterior é

suficiente para concluirmos a préxima proposicao.

Proposicao 2.35. Se uma superficie reqular pode ser coberta por duas vizinhangas coor-

denadas, cuja interse¢ao € conexa, entdo a superficie € orientdvel.

Daremos agora uma interpretacao geométrica da ideia de orientabilidade de uma
superficie regular em R3. Uma vez fixada uma parametrizacao , x : U C R? — S em
p € S, podemos definir a escolha de um vetor normal unitario em cada ponto p € x(U),
com p =x(q) e g € U, por
X, N\ Xy

N(p) (9).

X A X
Observe que se escolhermos um outro sistema de coordenadas locais X(@,v) em p, N se
conserva ou muda o sinal. De fato, seja X : U C R? — S uma outra parametrizacao de S
eh=x1ox:x (W) = xYW), onde W =x(U)NxX(U) e p==%(7), uma mudanca de

parametros, temos

L O(u,v) 0(u,v)

No) — XaNXg (X“/\X”)(h(u’v))a(a,@) Xy A Xy d(u,v)
(#)= ’ia/\iﬁ‘(q) a _ Ou,v)| \xu/\xv|(q) A(u,v)|’

SR ) b

Assim, N se conserva ou muda de sinal, conforme o jacobiano da mudanca de parametros

h seja positivo ou negativo.

Definicao 2.36. Um campo diferenciavel de vetores normais em um aberto V' C S é uma
aplicacao N : V C S — R3 que associa a cada ¢ € V um vetor normal unitério N(q) € R3

a S em q.

Proposicao 2.37. Uma superficie reqular S C R3 ¢ orientdvel se, e somente se, existe

um campo diferencidvel N : S — R? de vetores normais em S.

Demonstracao. Supondo que S é orientavel, entao é possivel cobrir S com uma familia
de vizinhangas coordenadas de tal modo que, na interseccao de duas quaisquer delas,

a mudanca de coordenadas tem Jacobiano positivo. Nos pontos p = x(u,v) de cada
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vizinhanga coordenada, definimos

Xy N Xy

N(p) (u, v).

B Xy A Xy
N(p) estd bem definido e a aplicacio N : S — R3 ¢é diferenciavel. De fato, seja X :
U C R? — S uma outra parametrizagao de S e h = x 'ox : X Y(W) — x (W), onde

W =x(U)Nx(U) e p=%x(u,v), uma mudanca de parametros. Como o jacobiano da

mudanca de parametros h é positivo, obtemos

O(u,v)
XA X AXy o(u,v) Xy AX,
Vo) = A=l 7 = e ad “ Tow, )] ~ enwl
d(u, )

Além disso, I 7' o Nox : U C R? — R3 é uma funcao diferenciavel, pois é formado por
funcoes diferenciaveis. Logo, a aplicacao N : S — R3 é diferenciavel.

Reciprocamente, seja N : S — R3 um campo de vetores normais em S e considere
uma familia de vizinhangas coordenadas conexas cobrindo S. Para os pontos p = x(u, v)
de cada vizinhanga coordenada x(U), U C R?, ¢ possivel pela continuidade de N e, se

necessario, intercambiando u e v, fazer com que

Xy N\ Xy

N(p) (u, ).

B |xy A Xy
Com efeito, seja p € S e x : U — x(U) uma parametrizagao de S em p tal que x(U) é

conexo. Considere o produto interno definido pela funcao continua f : U — R dada por

) = (Nl ).

"%y A Xy

Como x(U) é conexo, o sinal de f é constante. Se f(p) = —1, intercambiamos u e v na
parametrizacao, obtendo o afirmado. Procedendo deste modo com todas as vizinhancgas
coordenadas, teremos que na intersegao de duas quaisquer delas, digamos, x(u, v) e X(u, ),

o jacobiano da mudanca de coordenadas é positivo; caso contrario, teriamos

Xz N\ X5 X, N\ X,

N(p) (w,0) = (u,v) = =N(p),

T %a A K| " xe A X

o que é uma contradicao. Concluimos entao que dada a dada familia de vizinhancas
coordenadas, com eventuais intercambios de u e v, satisfaz as condi¢oes da Defini¢ao 37,

mostrando que S é orientavel. O]

No Exemplo [2.33] mostramos que uma superficie que é um grafico de uma fungao

diferenciavel é uma superficie orientavel. A préxima proposicao, demonstra que uma
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superficie que é imagem inversa de um valor regular de uma funcao diferenciavel também

é orientavel.

Proposigao 2.38. Se uma superficie reqular é dada por S = {(z,y,2) € R?; f(z,y,2) =

a}, onde f : U C R® — R é diferencidvel e a é um valor regular de f, entao S € orientdvel.

Demonstra¢ao. Dado um ponto (zg, 40, 20) = p € S, considere a curva parametrizada
a: (—€€e) — S dadapor a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) tal que a(ty) = p e o/(ty) = w. Considere

a composigao foa: (—¢€) — R, isto é,

flz(t),y(t),2(t)) =a, Vte (—¢e).
Derivando ambos os membros desta expressao acima em relagao a t, temos que em t = t

L+ Lo+ Lo
£ o) (1) + Fy 0 h0) + F-(9) (0
(0. Fu0), S-0), (10, ' (1), 2 (1)

R
|

Isto mostra que o vetor tangente a curva em ¢t = {4 é perpendicular ao vetor gradiente de

f em p. Como a curva e o ponto sio arbitrarios, concluimos que N : S — R? dado por

Vi,y,z)

IV f(z,y,2)]
(fo, fy, [2)

VIZH I+ 12

N(z,y,z2)

_ /s fy 2
N R R A PR R PSS T

é um campo diferenciavel de vetores unitarios em S. Pela proposicao 14, isto implica que

S é orientavel. O

2.7 Aplicacao Normal de Gauss

Sabemos que a taxa de variacao da reta tangente a uma curva C' nos da informacoes
sobre a curvatura de C. Neste topico, estenderemos essa ideia para superficies regulares,
isto é, tentaremos medir o quao rapidamente uma superficie S se afasta do plano tangente
T,S, em uma vizinhanga de p € S. Isto ¢ equivalente a medir a taxa de varia¢ao em p de
um campo diferenciavel de vetores normais unitarios /N em uma vizinhanca de p. Veremos
em breve que essa taxa de variacao é dada por uma aplicagao linear em 7,5, que é auto-

adjunta. Ao longo deste topico, S denotara uma superficie regular orientével e diremos
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simplesmente que S é uma superficie com uma orientagao N.

Definigao 2.39. Seja S C R3 uma superficie com uma orientacdao N. A aplicacio N :

S — R? toma seus valores na esfera unitéria
S* = {(v,y,2) € R* 2” +¢* + 2> = 1}.

A aplicacao N : S — S? assim definida, ¢ chamada a aplicacdo normal de Gauss de S

(Figura [2.13)).

Figura 2.13: Aplicacao Normal de Gauss.

y

Fonte: CARMO (2014, p. 161).

Como S é uma superficie orientavel, a aplicacao normal de Gauss é diferenciavel.
Portanto, para todo p € S a diferencial dNV,, ¢ uma aplicacao linear de 7,5 em TN(p)SQ.
Como os vetores normais de S e S? sdo paralelos, entao via identificagao 7,5 = TN(p)SZ,
dN, pode ser vista como um operador linear em 7,5, isto é, dN, : T,,S — T,S.

O operador dN,, opera da seguinte maneira: para cada curva parametrizada a(t)
em S, com a(0) = p, consideramos a curva parametrizada N o a(t) = N(t) na esfera S?,

que é equivalente a restringir o vetor normal N & curva «a(t). Segue que, o vetor tangente
a N(t) em N(p) dado por

d

N'(0) = o

—(N 0 a)(0) = dN,(c/(0)),
¢ um vetor de 7,S. Ele mede a taxa de variagao do vetor normal N restrito a curva «a(t),

em t = 0. Assim, dN, mede quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhanga de p (Figura
2.14)).
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Figura 2.14: Variacao do vetor normal em uma vizinhanca de p.

Fonte: CARMO (2014, p. 162).

Exemplo 2.40. Seja P um plano dado por ax + by + cz+d = 0 temos como vetor normal
ao plano P o vetor (a, b, ¢). Logo, o campo diferenciavel de vetores normais unitarios para

todo p € P é dado por
(a,b,c)

N(p) =
W= Ve e

que é constante. Portanto, dN, = 0.

Definigao 2.41. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno ( , ). Diremos

que a aplicagdo linear A : V' — V é auto-adjunta se (Av, w) = (v, Aw) para todo v, w € V.

Proposicao 2.42. A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicacao normal de Gauss é um

operador linear auto-adjunto.

Demonstracao. Basta mostrar que
<de<w1)7 ’LU2> = <’LU1, de<w2)>v

para uma base {wy,ws} de T,S. Seja x(u,v) uma parametrizacao de S em p e {x,,X,}
a base associada de T,S. Se a(t) = x(u(t),v(t)) é uma curva parametrizada em S, com

a(0) = p, temos
, oxdu Oxdv
dN,(a/(0)) = dN, (%E + %%)

= dN,(x,u/'(0) +x,0'(0))

t=0

d
TV @(t),v(t))

ONdu | ON dv
Oou dt ov dt
= N,/'(0) + N,'(0),

t=0

e em particular , dN,(x,) = N, e dNy(x,) = N,. Portanto, para provar que dN, é
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autoadjunto, é suficiente mostrar que
<Nuaxv> - <Xu7 Nv>

Observe que N ¢ normal a 7,,S. Em particular, N é ortogonal aos vetores da base
{xu, %, }, isto &

(N,x,) =0, (N,x,)=0.
Derivando as equagoes acima com relagao a v e u, respectivamente, obtemos

0

%((J\C Xu)) = (Ny, Xu) + (N, Xu) =0,
g((NX»—(N Xy) + (N, Xpu) = 0
au )y XU - uy X y xvu/ T Y-
Assim,
<Nv7xu> = _<N7 Xuv>7
<Nu7XU> = _<N7 Xvu)-
Portanto, (N,,x,) = (N, X,) e dN,, é auto-adjunto. O

O fato de dN,, ser um operador linear auto-adjunto nos permite definir uma forma
bilinear simétrica
B:T,SxT,S — R
(va) — <de(U)7w>
Por outro lado, a cada forma bilinear e simétrica em 7,5, podemos corresponder uma

forma quadratica () dada por

Q:T7T,S — R
v — Q(v) = B(v,v) = (dN,(v),v).

Para obtermos uma interpretacao geométrica desta forma quadratica, precisaremos

de algumas defini¢oes. Por convengao usaremos a forma quadrética —(@).

2.8 Segunda Forma Fundamental

Definicao 2.43. Uma forma quadratica 11, definida em 7,5 por 11,(v) = —(dN,(v),v),

é chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Definicao 2.44. Seja C' uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura de
C em p, e cosd = (n, N), onde n é o vetor normal a C' e N é o vetor normal a S em p. O

namero k, = kcosf é chamado a curvatura normal de C' C S em p. (Figura [2.15))
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Figura 2.15: Curvatura Normal.

AN

Fonte: CARMO (2014, p. 167).

Observe que k, é o comprimento da proje¢ao do vetor kn sobre o vetor normal &
superficie em p, com um sinal dado pela orientagao N de S em p. Além disso, a curvatura
normal de C' em p nao depende da orientacao de C, pois k e n nao se alteram quando
mudamos a orientagao de C', mas troca de sinal com uma mudanga de orientacao da
superficie.

Para dar uma interpretacao da segunda forma fundamental I1,, considere uma
curva regular C' C S parametrizada por «(s), onde s é o comprimento de arco de C' com

a(0) = p. Se indicarmos N(s) a restri¢do do vetor normal N a curva a(s), teremos
(N(s),0/(s)) = 0.
Derivando em ambos os lados, obtemos
(N'(5),0'(5)) + (N(5),a"(s)) = 0 = (N'(s), 0'(s)) = =(N(s), 0" (s)).

Portanto,
p((0)) = —(dN,(</(0)),a'(0))

Com isso, o valor da segunda forma fundamental /[, em um vetor unitario v € 7,5,
é igual a curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v. Isso
é suficiente para demonstrar a proposicao a seguir que nos permite falar em curvatura

normal ao longo de uma dada dire¢ao em p.
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Proposicao 2.45 (Meusnier). Todas as curvas de uma superficie S que tém, em um

ponto p € S, a mesma reta tangente tém, neste ponto, a mesma curvatura normal.

Dado um vetor unitario v € 7,5 a intersegdo de S com o plano contendo v e N(p)
é chamada se¢do normal de S em p segundo v (Figura . Em uma vizinhanca de p,
uma secao normal de S em p é a curva regular plana em S, cujo vetor normal n em p é
+N(p) ou zero. Assim, a curvatura da se¢ao normal é igual a |k,| segundo v em p. Com
isso o valor absoluto da curvatura normal em p de uma curva «(s) é igual a curvatura da

segao normal de S em p, segundo ’(0).

Figura 2.16: Curvatura da se¢ao normal, Meusnier.

segdo normal em p ao
longo de v

Fonte: CARMO (2014, p. 168).

O teorema abaixo nao sera demonstrado neste trabalho, mas o leitor podera en-
contrar a demonstragdo em CARMO (2014), p. 258.

Teorema 2.46. Seja A : V. — V wuma aplicacao linear auto-adjunta. FEntdo existe
uma base ortonormal {e1,es} de V tais que A(er) = Mer, Ales) = daeq (isto €, e e
ey sao autovetores, e A1, Ay sao autovalores de A). Na base {ey,es}, a matriz de A é
diagonal e os elementos i e Xy, com \y > Ao, da diagonal sao o mdzimo e o minimo,

respectivamente, da forma quadrdtica Q(v) = (A(v),v) sobre o circulo unitdrio de V.

Como dN,, ¢ um operador autoadjunto, podemos utilizar o teorema acima para
concluir que existe uma base ortonormal de autovetores associados aos autovalores de

dN, tal que os autovalores A\; e Ay de dN,, sao o maximo e minimo da forma quadratica

Q(v) = (dN,(v),v) sobre o circulo unitario de 7,,S. Com isso, escrevendo k; = —X\; e
ko = — A9, observamos que k; e ks sao o minimo e o maximo, respectivamente, da segunda
forma fundamental 11, = —(@) restrita ao circulo unitario de 7,,5.

Definicao 2.47. O minimo da curvatura normal k; e o méximo da curvatura normal
ks sao chamados curvaturas principais em p; as direcoes correspondentes, dadas pelos

autovetores de dV,, sao chamadas diregoes principais em p.
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Neste momento, estamos prontos para definir a curvatura Gaussiana e a curvatura

Média de uma superficie regular.

Definicao 2.48. Sejap € S e seja dN, : T, — 1,5 a diferencial da aplicagao de Gauss.
O determinante de dN,, é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da
metade do trago de dNV,, ¢ chamado a curvatura média de S em p. Os ntmeros, k; = —\;,
sao chamados curvaturas principais de S em p, onde \;, com i = 1,2, sao os autovalores

de dN,. Em termos de k; e ks, podemos escrever

1
K - kle, H = §<k1 + kg)

2.9 A Aplicacao de Gauss em Coordenadas Locais

Nesta segao, obteremos as expressoes da segunda forma fundamental e da diferen-
cial da aplicacao de Gauss, em um sistema de coordenadas locais. Seja S uma superficie
regular orientavel tal que todas as parametrizacoes x : U C R?> — S sdao compativeis

com a orientagdo N de S, isto é, em x(U)

B X, N\ X,
X0 A Xy

Seja x(u,v) uma parametrizagdo em um ponto p € S de uma superficie, e seja a(t) =
x(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com «(0) = p. Para simplificar a notagcao,
convencionaremos que todas as fungoes que aparecem abaixo indicam seus valores no

ponto p. O vetor tangente a «(t) em p é o = x,u’ + x,0" e

dNy(a') = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + N’ (2.2)
Como (N, N) = 1, derivando com relac¢ao a u, obtemos

(Ny,N)+ (N,N,) =0= 2(N,,N) =0.

Logo, N, € T,5S. De forma analoga, concluimos que N, € 7,S. Com isso, podemos
escrever

Ny = anxy + anxy, Ny = a12X, + a22X,. (2.3)

Portanto, substituindo as equagoes de (2.2)) em (2.3, obtemos

dN,(a') = (anxy + anx,)u’ + (a19Xy + a20x,)0’

= (auu’ + CL12U/)Xu + (aglu’ + CLQQ’U/)XU.
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Ul ai; Q12 u’
v G21 QA22 v

Isto mostra que na base {x,,x,}, dN é dada pela matriz (a;;), com 4,5 = 1,2. Note

Em forma matricial,

que a matriz acima nao é necessariamente simétrica, a menos que {x,,X,} seja uma base

ortonormal. Escrevendo a expressao da segunda forma fundamental na base {x,,x,}

obtemos
II,(o) = —(dN(a'),a')
—(Nyu' + N/ x,u’ + x,0")
— (N, x,u') — (N, x,0") — (Nyo', x,u') — (N,v', x,0")
= —(u)*(Ny,x,) — 20V (N, x,) — (v')*(N,, x,)
= e(u)*+2fuv + g(v')?,
onde,
= —(Nu, Xu),
f = _<NU7XU>7
g = _<NU7XU>'
Como (N, x,) = (N,x,) =0, temos que
e = —(Ny,Xy) = (N, Xuu)
f = —(Nyxy) = (N, Xyup) = (N, Xpu) = —(Ny, Xy)
g = _<Nvaxv> = <Naxvv>'

Vamos agora obter os valores de a,; em temos dos coeficientes e, f, g. A partir das equacoes

(2.3) temos

—e = (Ny,xy) (anXy + 421Xy, Xy) = a11(Xu, Xy) + 021(Xy, Xy) = anF +an F,
—f = (Ny,xu) (@12%y + a22Xy, Xu) = @12(Xu; Xu) + @22(Xp, Xy) = a12F + anF,
—f = (NuXy) = (0nXy + 021X, X,y) = a11(Xy, Xp) + 021(X0, X)) = anF +anG,
—g = (NyyXy) = (a12Xy + 020Xy, Xy) = a12(Xy; Xp) + 022(Xp, X)) = a12F + anG,

onde E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,}. As

relagoes acima podem ser expressas em forma matricial por,

_ (& f . a1 a9 FE F
g - 21 A2 F G
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an ap | [ € f E F !
(21 Q22 f g F G ’
EFY G —F

F G EG-F*\ -F E |’

Assim, as expressoes para os coeficientes (a;;) da matriz de dN na base {x,,x,} sdo dados

ou ainda,

onde

por
fF —eG
a = —
gF — fG
a = —
12 EG_F27
¢F — fE (2.4)
S EGo
JF —gFE

2 = pG_Fr
Convém mencionar que as equagoes sao conhecidas como as equagoes de Weingarten.
A partir delas, obtemos novas expressoes para a curvatura Gaussiana e a curvatura média,
dadas pelo determinante de (a;j) e pelo negativo da metade do tragos, respectivamente.
Portanto

eg — f? _leG-2fF+gE

b= det(ay) = po—p 9 EG_ F?

Exemplo 2.49. Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos do toro, coberto pela

parametrizagao
x(u,v) = ((a+rcosu)cosv, (a 4+ rcosu)senv,rsenu), 0<u<2m, 0<wv<2T.

Para o célculo dos coeficientes e, f, g, sera necessario primeiramente o calculo de

N, além de X, Xy € Xy Com efeito, obtemos

X, = (—rsenucosv,—rsenusenuv,rcosu),

x, = (—(a+rcosu)senwv,(a+ rcosu)cosuv,0),
Xy = (—Tcosucosv,—rcosusenv, —rsenu),

Xy = (rsenusenv,—rsenucosuv,0),

Xy = (—(a+rcosu)cosv,—(a+ rcosu)senv,0).

Com isso, temos
2

&y
|

(Xy,Xy) =T
(Xy, Xy) =0

G = (x,,%x,) = (a+rcosu)?

T
Il
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Além disso, temos que

e = (Noxw) = <& >: .

|Xu A Xv‘ y Xuu

o= (Nxw) = <M >: 0

|Xu A Xv| y Xuw

A
g = (N,xp) = <%,Xw> = cosu(a+ rcosu).
u v

Concluimos que a curvatura Gaussiana é dada por

PP cosu_
r(a+ 7 cosu)

Da expressao acima, concluimos que K = 0 quando cosu = 0, ou seja, quando

3 3
u = g ouu = ; Na regiao do toro dada por g <u< ;, K é negativa. Por fim, na

o T 37 ) -
regiao dada por 0 < u < 5 ou - < u < 2w, a curvatura é positiva.
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Capitulo 3

Isometrias e o Teorema Egregium de

(Gauss

3.1 Isometrias

Veremos neste topico que muitas propriedades locais importantes de uma superficie
podem ser expressas apenas em termos da primeira forma fundamental. O estudo de tais

propriedades é chamado de geometria intrinseca da superficie.

Definicao 3.1. A aplicacio ¢ : S — S ¢ uma isometria se ¢ é um difeomorfismo e para

todo p € S e todos os pares wy,ws € T),5, temos

(w1, wa)p, = (dpp(wr), ddy(w2)) p(p)-

Quando existe uma isometria ¢ : S — 5, dizemos entao que as superficies S e S sao

1sométricas.

Observe que um difeomorfismo ¢ é uma isometria se a diferencial d¢ preserva o

produto interno. Se ¢ é uma isometria, segue que

I, (w) = (w,w), = <d¢p<w)ad¢p(w)>¢(p) = I¢(p)(d¢p(w))v

para todo w € 7,95, isto é, ¢ preserva a primeira forma fundamental. Reciprocamente,
se um difeomorfismo ¢ preserva a primeira forma fundamental, entao para todos os pares

wy,wy € 1,5, temos

I (wy 4 we) = (w1 + wa, w1 + wa)y
= (w1, w1)p + (W1, w2)p + (W2, w1)p + (W2, wa)y

= I,(wy) + 2(wy, wa), + I,(ws).
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Logo,

2(wy, wa)p = (w1 + wa) — I (wy) — I(ws)
= Loy (dop(wr + w2)) — Lo() (ddp(w1)) — L) (dedp(w2))
= (ddp(w1 + wa), dop(w1 + w2))(p)
— (depp(w1), dop(w1))s(p) — (ddp(w2), dp(w2)) ()
= 2{(d¢p(w1), dgp(w2))o(p)-

Portanto, ¢ é uma isometria.

Definicao 3.2. Uma aplicacdo ¢ : V — S de uma vizinhanca V de p € S é uma
isometria local em p se existe uma vizinhanca V de ¢(p) € S tal que ¢ : V. — V ¢
uma isometria. Se existir uma isometria local em S para todo ponto p € S, diz-se que a
superficie S ¢ localmente isométrica a S. Além disso, dizemos que S e S sdo localmente

isométricas se S ¢é localmente isométrica a S e S é localmente isométrica a S.

Se ¢ : S — S ¢ um difeomorfismo e uma isometria local para todo p € S, entdo
¢ é uma isometria (globalmente). Por outro lado, pode acontecer que duas superficies
sejam localmente isométricas mas nao sejam globalmente isométricas, como no exemplo

a seguir.

Exemplo 3.3. Considere o cilindro reto com parametrizacao X : U — R3 dada por

X(0,z) = (cosf, senb,z),
U = {(0,2) eR*} 0<6<2mr, —oo<z<o0},

e o plano P C R3 passando por py = (Zo,¥o,20) € contendo os vetores ortonormais

wy = (ay, as, asz), wy = (b, be, bg) com parametrizagdo dada por
x(u,v) = pp + uw; + vwa, (u,v) € R

Seja p = xox ! : %X(U) — x(U). Vamos mostrar que ¢ é uma isometria local.

Com efeito, seja w um vetor tangente ao cilindro reto em um ponto p € X(U) e uma
curva a(t) = (u(t),v(t)) em U C R% Observe que w € T,(X(U)), logo w é vetor tangente
a curva X(u(t),v(t)). Portanto, podemos escrever w como uma combinagao linear da base

associada a parametriza¢do X(u,v), ou seja,
= !/ = !/
W = X, U + X,V

Como dy,(w) é o vetor tangente a curva p(X(u(t),v(t))) = x(u(t),v(t)), entdo podemos
escrever dy,(w) como

dop(w) = xu’ + x,0".
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Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental da parametrizagao dada para

o cilindro temos

= (Xg,%Xg) = ((—senb,cos6,0),(—senb,cosf,0)) = sen?d + cos? 0 = 1,
(Xg,%X.) = ((—sen#b,cosb,0),(0,0,1)) =0,
= <iz7>_(2> <(O7 0, 1)7 (0’ 0, 1)> = ”(07 0, 1)”2 =1

QN I
I

Seguimos entao para o célculo dos coeficientes da primeira forma fundamental da para-

metrizagao dada para o plano, obtendo

E = <Xu:Xu> = <w17w1> = Hw1H2 = 17
F = (x4,%,) = (wy,wg) =0,
G = (X, Xy) = (W, wy) = [Jwp® = 1.

Como E = E,F =F,G =G, temos que
p(w) = E(u)? + 2Fu'v + G(')* = E(W)? + 2Fu'v' + G(V')? = Ly (dey(w)).

Portanto, o cilindro é localmente isométrico ao plano (Figura [3.1)). A isometria

global nao ocorre devido ao fato de nao existir um homeomorfismo entre plano e cilindro.

Figura 3.1: Isometria local entre o cilindro e o plano.

Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vamos generalizar o argumento dado no exemplo anterior para obter um critério

de isometria local em termos de coordenadas locais.

Proposicao 3.4. Suponha a existéncia de parametrizacoes x : U — S e X : U — S tais
que E = E,F = F,G = G em U. Entdo a aplicagio ¢ : xox ' : x(U) = S € uma

isometria local.

Demonstracao. Seja p € x(U) e w € T,,S. Entao w é tangente a uma curva x(a(t)) em

t =0, onde «a(t) = (u(t),v(t)) € uma curva em U. Assim, w pode ser escrito, em ¢t = 0,
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como

w = X, u + x,0.

Por defini¢ao, o vetor dy,(w) é o vetor tangente a curva pox(a(t)) = Xox 'ox(a(t)) =
X(a(t)) em t = 0 (Figura|3.2)). Portanto,

do,(w) = 0" + X,

Figura 3.2: Diagrama da aplicacao .

Xol

(p=ioX’1

P

Fonte: CARMO (2014, p. 264).

Como
I,(w) = E)*+2Fuv + G(V')?,
Loy (dpp(w)) = E(W)* + 2Fu'v + G(V')?,

e por hipétese temos £ = E, F = F,G = G, concluimos que I,(w) = I, (dp,(w)) para
todo p € x(U) e todo w € T,S. Logo, ¢ é um isometria local. O

Exemplo 3.5. Neste exemplo, vamos mostrar que o catenoide é localmente isométrico

ao helicoide.

A superficie de revolucao obtida pela rotacao da catenaria que é dada por
r=acoshv, z=av, —oc0o<v <00,
¢ chamada de catenoide (Figura e tem a seguinte parametrizagao

x(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsenu,av), 0<u<2m, —00<uv<o00.
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Figura 3.3: O catenoide.

Z

Fonte: Elaborado pelo autor.
Os coeficientes da primeira forma fundamental do catenoide sao
FE =da%cosh®v, F =0, G=a*>+ senh?v = a®cosh’v.
Uma parametrizacao para o helicoide é dada por

(u,v) = (vcosu,vsentu,au), 0<u<2m, —00<7V<o00.

bl

Para mostrar que o catenoide é localmente isométrico ao helicoide, basta provar que os
coeficientes da primeira forma fundamental de alguma parametrizacao do helicoide e do

catenoide sao iguais. Portanto, considere a mudanga de parametros
u=wu, v=asenhv, 0<u<2m, —o00<wv<o00,
obtendo a nova parametrizagao do helicoide dada por
X(u,v) = (asenhvcosu,asenhvsenu,au), 0<u<22m, —o00<v< 00,

que é diferenciavel e um homeomorfismo. Além disso, o determinante jacobiano

ou Ou
d(u, ) ou v 1 0
= = = h
’a(% v) @ @ 0 acoshwv @ COSHE,
ou Ov

nunca se anula. Por fim, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental da

parametriza¢ao X(u,v) do helicoide obtemos

E =da%cosh®v, F =0, G =a%cosh’v.
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Logo, pela Proposicao o catenoide ¢é localmente isométrico ao helicoide.

3.2 Teorema de Gauss e Equacoes de Compatibilidade

Procedendo de forma analoga ao estudo de curvas, vamos associar a cada ponto
da superficie um triedro {x,,x,, N} e estudaremos as derivadas desses vetores. Iremos
denotar por S uma superficie regular orientavel e orientada. Seja x : U C R? — S uma
parametrizacao na orientacio de S. E possivel associar a cada ponto de x(U) um triedro
natural dado pelos vetores x,,x, e N. Expressando as derivadas dos vetores x,,x, ¢ N

na base {x,,x,, N}, obtemos

Ny = anXxy + ax,,
Nv = 12Xy + 22Xy,
Xuu = I'hx,+T%x,+ LN, (3.1)
Xy = DIlLx,+T2%x, + LyN, '
Xpu = D%y +T4x, + LyN,
Xpy = I[aoxy +3,%, + L3N,
onde os a;; com 7, j = 1,2 sao dados por
fF —eG gF — fG el — fE fF —gE
a1 = agy = (32)

EG_F2 "7 EBGg_F2 EG_F2 2T EBg_F2

e os outros coeficientes devem ser determinados. Os coeficientes Ffj, 1,7,k = 1,2, sao cha-
mados de simbolos de Christoffel de S na parametrizagao x. Como x,,, = X,,,, concluimos
que I'l, = T3, e 2, =T%,, isto &, os simbolos de Christoffel sao simétricos com relagao aos
indices inferiores. Tomando o produto interno das relagoes anteriores de X, Xuvs Xous Xoo

com N, obtemos

e=(N,Xu) = (N, T'1,x, + %%, + LiN) = T'},(N,x,) + I3, (N,x,) + Li(N,N) = Ly,
f= (N, xu) = (N, Fbxu + F12Xv + LyN) = Fb( u) < X,) + La(N, N) = Lo,
f=(N,xp) = (N, T3,x, + T3%, + LoN) =[5, (N,x,) + T5,(N,x,) + Lo(N, N) = Ly,
g = (N, Xy) = (N, T5,x, + T2%, + LyN) = '3 (N, x,) + ['55(N,x,) + Ls(N, N) = Ls,

onde e, f, g sao os coeficientes da segunda forma fundamental de S. Note que
E = (x4, Xy) = Fy = 2(Xyu, Xu)-
Com isso,

(X Xu) = <F%1Xu + F11Xv + LN, x,) = Fi1<xw Xy) + F%l (Xp, Xu) = FilE + F%lF-
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Logo,

E,
ME+T3F = 5

Procedendo de forma analoga para determinar os simbolos de Christoffel, tomando o

produto interno das expressoes de X, Xuw, Xou, Xoo €m (3.1)) com x,, e x,,, obtemos

)
'LE+T3F
\ rLrF+12G

I'L,E+T%,F

| TP +THhG

[3,E +T3,F

ILF +13,G
\

<qu7 Xu>

(o Xo)

<Xuv7 Xu>

<Xuva Xv>

<va7 Xu>

<va7 XU>

E,
2” (3.3)
Fu - @7
2
E,
2 ?
4
G, (3.4)
2 )
Fv - %7
G, (3.5)
5

Observe que as equagoes acima foram agrupadas em trés pares de equagoes e que

para cada par, o determinante do sistema é EG — F? # 0. Logo, ¢ possivel resolver o

sistema acima e calcular os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira

forma fundamental e de suas derivadas. Nao vamos obter expressoes explicitas para os

Fk

5

j& que é mais simples trabalharmos com o sistema acima em cada caso particular.

Um fato importante que segue da solucao do sistema acima, é que todos os conceitos e

propriedades geométricas expressas em termos dos simbolos de Christoffel sao invariantes

por isometrias.

Exemplo 3.6. Vamos calcular os simbolos de Christoffel para uma superficie de revolugao
(Exemplo parametrizada por

x(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)),

fv) >0,

do conjunto aberto U = {(u,v) € R0 < u < 2m,a <v < b} em S.

Como

temos que

E, =0,
E, = 2f(v).f'(v),
Fy 0,
F, 0,
0

S

QD
&4
|
[N}
—
=
—
(o4
N—
=
=
o4
SN—
+
Q\
—~
(4
SN—
Q\
=
(w4
N—
N—
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Substituindo os valores acima no primeiro par de equagoes em (3.3)), temos

/
1—\1 — 0’ 1’\2 — f(v)f ('U) ’
! Y (F)2 (g (v)?
fazendo o mesmo em (3.4)), obtemos
Fiz =

Iz, =0,

e por fim, em (3.5]), concluimos que

F@)1"(0) + ¢ (0)g"(v)

P =0 T = = ()2

Observe que as expressoes das derivadas de x,, %, e N na base {x,,x,, N} depen-
dem apenas do conhecimento dos coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais

de S. Uma maneira de obter relacoes entre estes coeficientes é considerar as expressoes

(qu>v - (Xuv)u = Oa
(va>u - (Xvu)v = 0, (36)
Nuv - Nvu =

Substituindo os valores de (3.1) nas equagbes acima, podemos reescrevé-las na

forma
Alxu + lev + OlN = 0,

AQXU + BQXU + CQN = 0,
AgXu + BgXU + CgN = 0,

onde A;, B;,C;,1 = 1,2, 3, sao fungoes de E, F, G, e, f, g e suas derivadas. Como os vetores
X, X, € N sao linearmente independentes, temos que A; = B; = C; =0,i =1,2,3, o0 que
nos da nove relagoes. Utilizando as expressoes de (3.1)), a relacdo (Xuu)y — (Xup)u = 0,

pode ser escrita como

(qu)v - (Xuv)u = 0
— (Ix, +T%,x, +eN), — (T1,x, + %%, + fN), = 0

Y

com isso, temos que

[}y + 51Xy + €Ny, + (Fh)vxu + (Fﬁl)vxv +e, N =

1 2 1 2 (3.7)
DoXuu + TpXpu + f Ny + (T2)uX + (T') X + fo V.

Utilizando as equagoes (3.1) novamente e igualando os coeficientes de x, na equa-
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gao (3.7), obtemos
FhF%Q + F§1F§2 + eaz + (Fil)v = F%zlﬂil + F?QP%Q + fag + (F%Q)u‘

Introduzindo os valores de as; e agy dados em (j5.1f), obtemos

(F%)u - (F%I)v + Fbri + F%QF%Q - I’h[’% - F%F%Q = eax — fan

B fF —gE el'— fE
(EG——F> ﬂ”(m)
B efF —efF —eglk + f*E
_< EG — F? >

_ (- IFE
B E(EG—F?)

= -FEK. (3.8)

Convém neste momento interromper nossos calculos para chamar a atengao para

o fato de que a equagao acima prova o seguinte teorema.

Teorema 3.7 (Teorema Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana K de uma super-

ficie € invariante por isometria locais.

Demonstracao. De fato, se x : U C R? — S ¢ uma parametrizacao de S em p e se
¢V CcS — S onde V C x(U) é uma vizinhanca de p, é isometria local em p,
entdo y = ¢ o x é uma parametrizacio de S em ¢(p). Como ¢ é uma isometria, os
coeficientes da primeira forma fundamental nas parametrizacoes x e y coincidem em
pontos correspondentes g e ¢(q),q € V e, consequentemente, os simbolos de Christoffel
correspondentes também coincidem. Observe que em expressamos K em um ponto
como fungao dos simbolos de Christoffel em uma parametrizagao dada no ponto. Segue-se
que K(q) = K(¢(q)), Vg e V. O

A expressao acima que produz o valor da curvatura K em termos dos coeficientes
da primeira forma fundamental e de suas derivadas, é conhecida como férmula de Gauss.
O teorema de Gauss é considerado um dos fatos mais importantes da geometria diferencial.

Como demonstrado no Exemplo [3.5] o catenoide é localmente isométrico ao heli-
coide. Segue do teorema de Gauss que as curvaturas Gaussianas sao iguais em pontos
correspondentes pela isometria. Em outras palavras, isso nos mostra que o conceito de
curvatura Gaussiana, cuja defini¢ao utiliza de maneira essencial a posicao da superficie
no espaco, nao depende desta posicao mas apenas da estrutura métrica da superficie, isto
é, da primeira forma fundamental.

Procurando por mais alguns resultados geométricos, utilizando as equagoes

em (3.7)) mais uma vez e igualando os coeficientes de x,,, vemos que a relagao A; = 0 pode
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ser escrita como

1T + T30, +earn + (T)e = Tl + 0505 + fan 4+ (D)
— (Tlp)u— Ti)e + Tl + T3, =TT, —THDS, = earn — fan
= (Fb)u - (Fh)v + F%zF%1 - F%1F%2 = eayp — fa.

Introduzindo os valores de aj; e a;3 dados em (j5.1]), obtemos

(Fb)u - (Fh)v + F%2F%1 - F%1F%2 = eajp — fan

B (gF—fG)_f(fF—eG)
- \EG_-F? EG — F?
- FK.

Por fim, repetindo o mesmo procedimento e, desta vez, igualando os coeficientes de N em

(13.7), obtemos C; = 0 e podemos escrever como

frh +9F%1 te, = €F%2+fF%2+fu

(3.9)
= ey — fu = eljp+ f(ﬁz —T}) - gr%l'

Aplicando o mesmo processo na segunda expressao de , obtemos que ambas as equa-
¢oes As = 0 e By = 0 nos dao novamente a féormula de Gauss. Além disto, Cy = 0 é dada
por

Jo—gu= 6F%2 + f(rgz - Fb) - QF%Q‘ (3.10)

Finalmente, este mesmo procedimento pode ser aplicado a ultima expressao de (3.6)),

obtemos entao para a equacao C3 = 0 uma identidade, isto &,

Nuv = Nvu

- (all)vxu + a11Xyy + (a'12)vxv + an1Xyy, = (a12)uxu + a12Xy + (a22)uxv + A22 Xy

e introduzindo os valores de X, Xy, Xuv, Xou D& €Xpressao acima, igualando os coeficientes

de N e introduzindo os valores (a;;), temos

fF —eG el — fE gF — fG fF—gFE
<EG—F2>f+ (EG—F2)9 - (EG—F2>6+ (EG—F2)f
— f°F —eGf+eFg— fEg = gFe— fGe+ f°F —gEf
— 0 = 0.
Além disso, A3 = 0 e Bs = 0 s@o novamente e , respectivamente. As equagoes
e sao chamadas equacoes de Mainardi-Codazzi. A férmula de Gauss e as
equacoes de Mainardi-Codazzi sao conhecidas como as equagoes de compatibilidade da

teoria das superficies.
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Neste ponto, uma pergunta natural a ser feita é se existem outras relagoes de
compatibilidade entre a primeira e a segunda formas fundamentais, além das ja obtidas.
O teorema a seguir, que nao sera demonstrado neste trabalho, mostra que a resposta é
nao. Em outras palavras, por derivagoes sucessivas ou qualquer outro processo nao se
obtém novas relacoes entre os coeficientes F, F, G, e, f, g e suas derivadas. Em verdade,
o teorema é mais explicito e afirma que o conhecimento da primeira e segunda formas

fundamentais determina a superficie localmente.

Teorema 3.8 (Bonnet). Sejam E,F,G,e, f,g funcoes diferencidveis definidas em um
conjunto aberto V.C R?, com E > 0, G > 0. Suponha que as funcoes satisfazem formal-
mente as equacoes de Gauss e Mainardi-Cadazzi e que EG — F? > 0. Entao, para todo
q € V existe uma vizinhanga U C 'V de q e um difeomorfismo x : U — x(U) C R3 tal
que a superficie reqular x(U) C R? tem e, f,g e E, F,G, como coeficientes da sequnda e

primeira formas fundamentais, respectivamente. Além disso, se U for conezo e se
%:U = x(U) C R?,

€ um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condigoes, entao existe uma translacao

T e uma transformagao ortogonal propria p em R3 tal que X =T o po X.
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Capitulo 4
Transporte Paralelo e Geodésicas

Neste topico, faremos uma exposicao sistemética da geometria intrinseca come-
¢ando com defini¢ao de derivada covariante de um campo de vetores. Um campo de
vetores tangentes em um conjunto aberto U C S de uma superficie regular S, é uma
correspondéncia w que associa a cada p € U um vetor w(p) € 7,S. O campo de vetores
¢ diferenciavel em p se, para alguma parametrizagdo x(u,v) em p, as componentes a e b
de w = ax, + bx, na base {x,,x,} s@o fungoes diferenciaveis em p. O campo de vetores

w ¢ diferencidvel em U se é diferenciével para todo p € U.

4.1 A Derivada Covariante

Definigao 4.1. Seja w um campo diferenciavel de vetores em um conjunto aberto U C S
ep e U. Sejay € T,5. Considere a curva parametrizada o : (—e,€) = U, com «o(0) = p

e d(0) =y, esejaw(t),t € (—¢,¢€), arestricao do campo de vetores w a curva a. O vetor
w
obtido pela projecao de o (0) sobre o plano 7},S é chamado a derivada covariante em

p do campo de vetores w em relacao ao vetor y. Esta derivada covariante ¢ denotada por

%(O) ou (Dyw)(p) (Figura .
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Figura 4.1: A Derivada Covariante.

Fonte: CARMO (2014, p. 286).

Note que a defini¢ao acima faz uso do vetor normal de S e de uma curva particular

«, tangente a y em p.
~ . . w .
Proposicao 4.2. A derivada covariante g nao depende da escolha da curva .

Demonstragao. Considere a(t) = x(u(t),v(t)) e seja

w(t)=woa(t) = a(u(t),v(t))x,+ blu(t),v(t))x,
= a(t)xy, + b(t)x,,

a expressao de w(t) na parametrizagao x(u,v). Com isso,

dw

= = a' ()%, + a(t) (Xt (t) + Xuv' (1)) + 0 (8) Xy + b(t) (Xt () + X0 ().

Dw dw . ~
Como g é a componente tangente de o utilizando as expressoes em (3.1)) para

Xy, Xuvs Xop € desprezando a componente normal, obtemos

D
DU et al(Th e+ Tau’ + (T, + T+
by + B[(T3y%, + T5,%, )1 4 (Topx, + [55%,)0]

= x,(a +T1au + Tyav’ + Ty by’ + Thbv' )+

X, (b + T3 au + Thav + T3 bu’ + To,b'). (4.1)

D
A expressao acima mostra que e depende apenas do vetor (u'(0),7'(0)) = y

dt
~ p . w ) . , .
e nao da curva «. Além disso, —— esté escrita em termos dos simbolos de Christof-
fel, isto é, através da primeira forma fundamental e suas derivadas, o que conclui nossa

demonstracao. O
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Exemplo 4.3. Se considerarmos a superficie S como um plano, ja mostramos no exemplo
que é possivel encontrar uma parametrizacao tal que £ = G = 1 e F' = 0. Com isso,
obtemos Ffj = 0,4,4,k = 1,2, e substituindo estes valores na equagao , observamos
que a derivada covariante coincide com a derivada usual de campos de vetores no plano,
isto é,
Dw
dt

Assim, a derivada covariante é uma generalizacao da derivada usual de vetores no plano.

= a'(t)x, + b'(t)x,.

Definicao 4.4. Uma curva parametrizada « : [0,1] — S ¢é a restri¢ao a [0,[] de uma
aplicacdo diferenciavel de (0 —¢,l+¢€), € > 0, em S. Se a(0) = p e o(l) = ¢, dizemos que
a liga p a g. A curva « é regular se o(t) # 0 para todo t € [0,1].

A partir de agora, utilizaremos a notagao [0,/] = I sempre que a especifica¢ao do

ponto final [ for desnecessaria.

Defini¢ao 4.5 (Campos ao longo de curvas). Seja a : I — S uma curva parametrizada
em S. Um campo de vetores w ao longo de a é uma correspondéncia que associa a cada
t € I um vetor w(t) € Ty S. Tal campo ¢é diferenciavel em t, € I se para alguma para-
metrizagao x(u,v) em a(ty) as fun¢des componentes a(t), b(t) de w(t) = a(t)x, + b(t)x,
sao fungoes diferencidveis de t em ty. O campo w ¢é diferenciavel em I se é diferenciavel

para todo t € I.

Um exemplo de campo de vetores diferenciavel ao longo de o é dado pelo campo
o (t) dos vetores tangentes de a (Figura [4.2).

Figura 4.2: Campo de vetores tangentes ao longo de uma curva.

o' (1)

a(r)

Fonte: CARMO (2014, p. 287).

Definigao 4.6. Seja w um campo diferenciavel de vetores ao longo de o« : I — S. A

dt

Dw
expressao obtida anteriormente para a derivada covariante (—) (t),t € I, esta bem

definida e é chamada derivada covariante de w em ¢.
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Do ponto de vista externo a superficie, para obtermos a derivada covariante de um
campo w ao longo de a : [ — S em t € I consideramos a derivada usual (dw/dt)(t) de
w em ¢ e projetamos este vetor ortogonalmente sobre o plano tangente 7,,)S. Portanto,
quando duas superficies sao tangentes ao longo de uma curva parametrizada « a derivada
covariante de um campo w ao longo de v ¢ a mesma para ambas as superficies.

Sendo «(t) uma curva em S podemos entender a mesma como a trajetoria de um
ponto que se move sobre a superficie. Com isso, o/(t) ¢ entdo a velocidade e o(t) a
aceleracao de a.. A derivada covariante Do/ /dt do campo «/(t) é a componente tangencial

da aceleragdo o (t). De forma mais intuitiva, Da’/dt é a aceleragdo do ponto «(t) visto
de S.

4.2 Transporte Paralelo

Definicao 4.7. Um campo de vetores w ao longo de uma curva parametrizada o : I — S
¢ chamado paralelo se (Dw/dt)(t) = 0 para todo t € I.

Em particular, sendo a superficie um plano, a nogao de campo paralelo ao longo
de uma curva parametrizada reduz-se a nogao de campo constante ao longo da curva, isto

é, o comprimento do vetor e o angulo que ele faz com uma direcao fixa sao constantes
(Figura 4.3]).

Figura 4.3: Campo constante ao longo de uma curva no plano.

Fonte: CARMO (2014, p. 288).

Proposicao 4.8. Sejam v e w campos de vetores paralelos ao longo de oo : I — S. Entao
(v(t),w(t)) € constante. Em particular, |w(t)| e |v(t)| sdo constantes, e o dngulo entre

v(t) e w(t) é constante.

Demonstragao. Note que se o campo w é paralelo ao longo de «, entdo dw/dt é normal a

Ta(t)S, isto é,
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De forma analoga, v'(t) também ¢é normal ao plano tangente em «(t). Assim,

Com isso, temos

Assim, o produto interno entre v(t) e w(t) é constante. Para mostrar que |v(t)| é constante,
basta considerar w(t) = v(t) e repetir o processo acima (analogamente para |w(t)]|), isto

é, se w(t) = v(t) obtemos

((v(1),v(®)))" = (V'(1),v(t)) + (v(), v"(1)) =0,  tel

Assim, (v(t),v(t)) = ¢ >0, ¢ € R. Como |v(t)|* = (v(t), v(t)), segue que |v(t)| & constante.
Portanto, como o produto interno (v(t),w(t)) é constante, a norma e o angulo entre os

dois campos também é. O

Exemplo 4.9. O campo de vetores tangente a um meridiano (parametrizado pelo com-

primento de arco) de uma esfera unitaria S* ¢ um campo paralelo em S? (Figura .

Figura 4.4: Uma campo paralelo sobre a esfera.

Fonte: CARMO (2014, p. 289).

De fato, seja a(t) um meridiano parametrizado pelo comprimento de arco. Entao,
(a/(t),d/(t)) = 1 e derivando ambos os lados desta equagdo com relagao a t, obtemos
2(a”"(t),d'(t)) = 0. Logo, a”(t) é ortogonal a o/(t) e com isso sua derivada covariante é

Zero.
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A proposicao a seguir nos mostra que existem campos paralelos ao longo de uma
curva parametrizada a(t) e que eles sdo completamente determinados por seus valores em

um ponto .

Proposicao 4.10. Seja o : I — S uwma curva parametrizada em S e seja wy € Ty4,)S,
com to € I. Entao existe um tinico campo de vetores paralelo w(t) ao longo de a(t), com

w(tg) = Wy.

A Proposicao nos permite definir transporte paralelo de um vetor ao longo de

uma curva parametrizada e serd demonstrada mais adiante nesta secao.

Definigao 4.11. Seja a : I — S uma curva parametrizada e wy € T,,)S, com g € I.
Seja w o campo de vetores paralelo ao longo de «, com w(ty) = wp. O vetor w(ty), t; € 1

é chamado transporte paralelo de wy ao longo de o no ponto t;.

Ou seja, o transporte paralelo de wy ao longo de a é o valor do campo paralelo w
no ponto t;. Em particular, se a : I — P é uma curva parametrizada, e P é um plano,
mostramos anteriormente que o campo paralelo ao longo de a reduz-se a nocao de campo
constante. Dali, o transporte paralelo reduz-se a calcularmos o valor do campo constante

nos pontos determinados (Figura [4.5)), neste caso tg e t;.

Figura 4.5: Transporte paralelo em um plano.

I
0 ——

to —— @

t, =

|+ P

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe quese v : [ — S, t € I, é regular, entao o transporte paralelo nao depende
da parametrizac¢ao de a([l). De fato, se 5:J — S, 0 € J é outra parametrizagao regular

para a(l) et:J — I é tal que dt/do # 0,V t € I, entao, pela regra da cadeia, temos

Dw  Dw dt

E_W%7 tEI,O'EJ
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Logo, w(t) é paralelo se, e somente se, w(o) é paralelo.

Observacgao 4.12. Neste ponto sao validas algumas observacgoes com relagao a Proposicao

£

e Fixados os pontos p,q € S e uma curva parametrizada o : I — 5, com «(0) = p,
a(l) = ¢q. Denote por P, : T,S — TS a aplicagdo que atribui a cada v € 1,5 seu
transporte paralelo ao longo de o em g. A Proposigao [4.8| afirma que esta aplicagao
¢ uma isometria linear. De fato, sejam vy, wy € 71,5 e v,w os campos paralelos
ao longo de a tais que v(0) = vy e w(0) = wy. Pela Proposigao 4.8 temos que

(v(t),w(t)) é constante em /. Em particular

(vo, wo) = (v(0), w(0)) = (v(l), w(l)) = (Pa(vo), Pa(wo))-
Observe que o produto interno é preservado, sendo portanto uma isometria linear.

e Se duas superficies S e S sdo tangentes ao longo de uma curva parametrizada « e wy
¢ um vetor de Ty 1,)S = Ta(to)g , entao w(t) é o transporte paralelo de wy relativo a
superficie S se, e somente se, w(t) é o transporte paralelo de wy relativo a superficie

S. De fato, a derivada covariante Dw/dt de w é a mesma para ambas as superficies.

Exemplo 4.13. Seja C' um paralelo de colatitude ¢ de uma esfera unitaria e seja wy
um vetor unitario, tangente a C' em um ponto p de C. Vamos determinar o transporte
paralelo de wy ao longo de C', parametrizado pelo comprimento de arco s, com s = 0 em

p. Considere o cone que é tangente a esfera ao longo de C' (Figura .

Figura 4.6: Cone tangente a esfera ao longo de C'.

Fonte: CARMO (2014, p. 291).
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O angulo 1 no vértice deste cone é dado por ) = (7/2) — . Pelo segundo ponto
da Observacao 1, o problema se reduz a determinagao do transporte paralelo de wg, ao
longo de C', em relagao ao cone tangente. Assim, como um cone menos uma geratriz é

isométrico a um conjunto aberto U C R? dado em coordenadas polares por
0<p<+4oo, 0<6<2mseny,

e no plano, o transporte paralelo coincide com a nogao usual, obtemos para um desloca-
mento s de p, correspondendo ao angulo central 6 (Figura , que o angulo orientado

formado pelo vetor tangente t(s) com o transporte paralelo w(s) é dado por 27 — 0.

Figura 4.7: Angulo central 6.

27 sin

w(s)
Fonte: CARMO (2014, p. 292).

Defini¢ao 4.14. Uma aplicacao « : [0,l] — S é uma curva parametrizada regular por

partes se o é continua e se existe uma partigao

O=ty <t <ty < - <t <tps1 =1,

no intervalo [0,1] tal que a restricao oy, ,,,¢ = 0,...,k € uma curva parametrizada

regular. Cada aly, ., ¢ chamada um arco regular de o.

A nocgao de transporte paralelo pode ser facilmente estendida a curvas parame-
trizadas regulares por partes. Suponha que o valor inicial wy esta no intervalo [t;,¢;11],
realizamos o transporte paralelo ao longo do arco regular «|[t;, t;11] de maneira usual. Se
tiv1 # 1, tomamos w(t; 1) como valor inicial para o transporte paralelo no préximo arco

al[tiz1, tiso] € assim por diante.
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4.3 Geodésicas

Definicao 4.15. Uma curva parametrizada, nao constante, v : I — S é chamada geodé-
sica em t € I se o seu campo de vetores tangentes 7/(t) é paralelo ao longo de 7 em ¢, isto
¢,
Dy'(t)
dt

~ é uma geodésica parametrizada se é geodésica para todo t € I.

=0.

Obtemos de imediato pela proposicao que |Y'(t)| = ¢ # 0. Portanto, podemos
introduzir o comprimento de arco s = ¢t como um parametro, e concluir que o parametro
t de uma geodésica parametrizada v é proporcional ao comprimento de arco de 7. Além
disso, uma geodésica parametrizada pode admitir auto intersecoes, contudo o seu vetor

tangente nunca se anula e consequentemente a parametrizagao é regular.

Definicao 4.16. Uma curva regular conexa C' em S é chamada geodésica se, para cada
p € C, a parametrizacdo a(s) de uma vizinhanga coordenada de p pelo comprimento de
arco s é uma geodésica parametrizada, isto ¢, @/(s) é um campo de vetores paralelo ao

longo de a(s).
Exemplo 4.17. Toda linha reta contida em uma superficie é o geodésica.

De fato, suponha que r seja uma reta contida em uma superficie S parametrizada

pelo comprimento de arco, isto é,
a(s) = (as + xo,bs + yo,cs + z), s € I CR,

onde (g, Yo, 20) ¢ um ponto pertencente a reta e a superficie, (a,b,c) é o vetor diretor
desta reta com a,b,c € R e a®?+b?+c? = 1. Como «/(s) é constante, temos que o”(s) = 0.

Portanto,
Dd/(s)
ds

De um ponto de vista exterior a superficie, a definicao 4.16| é equivalente a dizer

=0, Vs e I.

que o"(s) = k(s)n(s) é normal ao plano tangente, isto é, paralela a normal da superficie.
Em outras palavras, uma curva regular C' C S com k(p) # 0, V p € C, é uma geodésica
se e sO se sua normal principal em cada p € C é paralela & normal de S em p, isto é,
paralela a N(p). Esta propriedade pode ser utilizada para identificar geometricamente

algumas geodésicas, como serd mostrado nos exemplos a seguir.

Exemplo 4.18. Os grandes circulos sao as tnicas geodésicas da esfera de centro O e raio
R>0.

De fato, os grandes circulos C' da esfera sao obtidos através da interse¢ao da esfera

com um plano que passa pelo seu centro. Note que a normal n(p) a C' em p esté na diregdo
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da reta que liga o ponto p ao centro O, pois C' é circulo. Por outro lado, como estamos
falando de uma esfera, a normal N(p) a esfera em p esté nesta mesma dire¢ao. Provando,
portando, que C' é uma geodésica.

Neste ponto, é importante salientarmos que para cada ponto p € S? e cada v €
TpS2, existe um grande circulo que passa por p e é tangente a v neste ponto. Para

verificarmos tal fato, basta tomarmos o grande circulo C' = S? N 7, onde
= {X € R3|<X - O,U/\ (O_p)> = 0}7

isto é, 7 é o plano que passa por O, por p e é paralelo os vetores v e O — p (Figura .

Figura 4.8: Grande Circulo C' = S* N 7.

SZ

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, C' é um grande circulo que passa por p e é tangente a v em p. Para o
caso da esfera, por cada ponto e tangente a cada direcao passa um tnico grande circulo,
isto é, uma geodésica. Pela unicidade, que serd demonstrada mais adiante neste topico,

os grandes circulos sao as tnicas geodésicas de uma esfera.

Exemplo 4.19. Para um cilindro circular reto sobre o circulo 22 + y?> = 1, os circulos

obtidos pela interseccao do cilindro com planos normais ao eixo do cilindro sao geodésicas.

Com efeito, as geratrizes do cilindro (retas paralelas ao eixo z) sdo geodésicas,
pois toda reta contida numa superficie é uma geodésica. Por outro lado, seja a(s) =
(cos s, sen s, zg) uma parametrizagdo pelo comprimento de arco do paralelo C' N 7, onde
T .z = 29 € um plano paralelo ao plano zy. Considerando que « esta contida no cilindro,
a’(s) = (—coss,—sens,0) é paralelo ao vetor normal N(z,y,0) = (x,y,0) ao cilindro
em «(s). Portanto, a é uma geodésica.

Para verificarmos a existéncia de outras geodésicas C' sobre o cilindro, considera-
mos a parametrizagao

x(u,v) = (cosu, senu, v)
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do cilindro em um ponto p € C, com x(0,0) = p. Nesta parametrizagao, uma vizinhanga
de p em C é expressa por «a(s) = x(u(s),v(s)), onde s é o comprimento de arco de C.
Como vimos no Exemplo [3.3] x é uma isometria local que aplica uma vizinhanca U de
(0,0) do plano uv sobre o cilindro. Como a condigao de ser geodésica é local e invariante
por isometrias, a curva (u(s),v(s)) deve ser uma geodésica em U passando por (0,0). Mas

as geodésicas dos planos sao as retas. Logo, excluindo os casos ja considerados,
— — 2 2 _
u(s) =as, wv(s)=bs, a”"+b =1.

Segue-se que se uma curva regular C' (que nao é nem uma reta nem uma circunferéncia)

é uma geodésica do cilindro, entao ela tem localmente a forma
a(s) = (cosas, senbs, bs),

sendo, portanto, uma hélice (Figura [4.9).

Figura 4.9: Geodésicas em um cilindro.

......

X
—_—>

(0,0) Isometria
Local

-

Geodésicas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que dados dois pontos sobre uma cilindro, que nao estao sobre um circun-
feréncia paralela ao plano xy, é possivel conectéa-los por uma infinidade de hélices. Tal
fato significa que dois pontos de um cilindro podem em geral ser conectados por uma in-
finidade de geodésicas, em contraste com a situacao no plano. O mesmo acontece com o0s

polos de uma esfera. Tais pontos podem ser conectados por uma infinidade de geodésicas.

4.4 A curvatura geodésica

Definicao 4.20. Seja w um campo diferenciavel e unitario de vetores ao longo de uma
curva parametrizada « : I — S sobre uma superficie orientada S. Como w(t),t € I é um
campo de vetores unitéario, (dw/dt)(t) é normal a w(t), isto é, como |w(t)| = 1 para todo

t € I, temos que
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e portanto (w'(t), w(t)) = 0, para todo t € I. Assim,

Dw

—= = AV Aw(?).

O numero real A = A(t), denotado por [Dw/dt], é chamado valor algébrico da derivada

covariante de w em t.

Observe que o sinal de [Dw/dt] depende da orientagao de S. Além disso, tomando
o produto interno com N Aw em ambos os lados na equagao anterior e como |[N Aw| = 1,

obtemos

(W' (), N Aw(t)) = MN A w(t), N Aw(t)) = A = [%} - <‘2—f,NAw> .

A partir de agora, a orientagao de S terd um papel essencial nos conceitos que serao
introduzidos a seguir. Primeiramente, vamos definir, para uma curva em uma superficie,

um conceito que é analogo da curvatura de curvas planas.

Definigao 4.21. Seja C' uma curva regular orientada contida em uma superficie orientada
S, e seja as) uma parametriza¢ao de C' em uma vizinhanca de p € S, pelo comprimento
de arco s. O valor algébrico [Da/(s)/ds] = k, da derivada covariante de &/(s) é chamado

curvatura geodésica de C' em p.

Segue diretamente da definigao que se « é geodésica em S, entao a possui curvatura
geodésica nula. De um ponto de vista externo a superficie, o valor absoluto da curvatura
geodésica k, de C' em p é o valor absoluto da componente tangencial do vetor o (s) = kn,
onde k é a curvatura de C' em p e n é o vetor normal de C' em p. Além disso, o valor

absoluto da componente normal do vetor kn é o valor absoluto da curvatura normal k,

de C C S em p (Figura {4.10)).
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Figura 4.10: |ky| é o valor absoluto da componente tangencial o”(s)

Fonte: CARMO (2014, p. 298).

Dessa forma, temos que

Do’

o/'(s) - ds

(8) + kn(s)N(s) = ky(s)(N(s) Ad/(s)) + kn(s)N(s).
Tomando a norma ao quadrado em ambos os lados da igualdade acima, obtemos

" ()] = [kg(s)(N(s) Ac/(s)) + kn(s)N(s)[
g (s)(N(s) A (5))* + 2(kg(s) (N (5) A 0 (5)), k()N (5)) + [Kn(5) N (s)]*
kg (5)?|(N(s) Ao/ () + kn(s)?[N (s)]*
= kg(s)* + kn(s)*.

Portanto,

0" (s)* = k(s)" = k()" + kn(s)”.

Exemplo 4.22. Seja C' o paralelo de colatitude ¢, com 0 < ¢ < 7, na esfera unitaria S
centrada na origem. Vamos calcular a curvatura geodésica de C' em um ponto arbitrario
p. Inicialmente, temos como campo de vetores normais unitarios diferenciaveis na esfera
N(z,y,z) = (z,y,2) ou N(z,y, z) = (—x, —y, —z). Dessa forma, temos que as curvaturas

principais k; = ky = 1 para todo p € S? na orientagao N(z,v, 2), logo |k,| = 1. Além

disso, a curvatura de C' é dada por k = —— (Figura[4.11). Assim, temos que
sen ¢
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Figura 4.11: Curvatura de C.

Fonte: Elaborado pelo autor.

1 2
( ) =14k,
sen

2
. ( 1 ) - se2an0 _ cos2290 — cotg? .
sen sen 2p sen 2p

e consequentemente,

T
Portanto, os paralelos tém curvaturas geodésicas constantes. Em particular, se ¢ = > C

¢ um grande circulo com k4 = 0, sendo portanto uma geodésica.

Vamos agora obter uma expressao para o valor algébrico da derivada covariante.

Para isto, precisamos de alguns resultados preliminares.

Sejam v e w dois campos de vetores diferenciaveis ao longo de uma curva para-

metrizada « : [ — S, com |v(t)| = |w(t)| = 1, t € I. Queremos definir uma fungao

diferenciavel ¢ : I — R de tal modo que ¢(t), t € I, seja uma determinagao diferen-

ciavel do angulo de v(t) a w(t) na orientacdo de S. Para isto, consideramos o campo de

vetores diferenciavel v ao longo de « definido pela condigao de que {v(t),v(¢)} ¢ uma base

ortonormal positiva para cada t € I. Assim, w(t) pode ser expressa como

w(t) = a(t)v(t) + b(t)v(t),

onde a e b sao fungoes diferenciaveis em I e a? + b* = 1 (Figura [4.12)).
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Figura 4.12: A funcao ¢.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O lema a seguir mostra que fixando uma determinagao ¢y do angulo de v(ty) a
w(ty) é possivel estendé-lo diferenciavelmente em I, e isto fornece a func¢ao desejada. Ou
seja, fixada uma determinacao ¢, existe uma tunica funcao angulo ¢ : I — R tal que

©(to) = @o e a(t) = cosp(t),b(t) = senp(t) para todo t € I.
Lema 4.23. Sejam a e b funcoes diferencidveis em I com a®> + b*> = 1 e g tal que

a(ty) = cosp(ty) e b(ty) = seny(ty). Entao a fungao diferencidvel

¢
© = Qo+ / (ab — ba')dt

to
é tal que ¢(ty) = @o e a(t) = cosp(t),b(t) = senp(t) para todo t € I.

Demonstragao. Nosso objetivo é mostrar que a soma de quadrados (a — cos )? + (b —

sen p)? = 0, isto é, que a = cos p e b = sen . Observe que
(a —cosp)* + (b— senp)? = a* — 2acos ¢ + cos® p + b* — 2bsen ¢ + sen 2.
Por hipétese, temos que a?+b* = 1 e pela identidade trigonométrica fundamental, obtemos
(a—cosp)? + (b— seng)? =2 —2(acosy + bsen ).

Para provarmos o lema, basta mostrar que a expressao acima ¢é identicamente nula, ou
equivalentemente, mostrar que A = acosp + bseny = 1. Derivando A com relacao a t,
obtemos

A" = —a(sen )¢’ + b(cos )’ + a’ cosp + b sen . (4.2)
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Além disso, se derivarmos ambos os lados da equacao a?+b? = 1 com relacao a t, obtemos

(a*> +b?) = (1) = 2ad’ + 2b0' =0
= 2ad = —20V (4.3)
= aa' = —bV.

Utilizando as equagdes (4.2)), (4.3) e a definigdo de ¢, obtemos

A" = —a(sengp)(abl —ba') + b(cos ) (ab’ — ba') + a’ cos p + b’ sen ¢
(sen p)(ba’'a — a®t') + (cos ) (ab'b — b?a’) + a’ cos o + V' sen
= (senp)(—=b* — a®V') + (cos ¢)(—a?*a’ — b*a’) + a’ cos p + V' sen ¢
= —U(senp)(a®+b*) — da'(cos)(a® + b*) + a’ cosp + b sen
= 0.

Portanto, A(t) é constante e como A(ty) = 1, o lema esta demonstrado. O

Podemos agora relacionar a derivada covariante de dois campos de vetores unitérios

ao longo de uma curva com a taxa de variagao do angulo formado por eles.

Lema 4.24. Sejam v e w dois campos diferencidveis de vetores ao longo da curva « :
I — S, com |v(t)| = |w(t)| =1, t € I. Entao

Dw Dv| dy
dt dt | dt’
onde ¢ é uma das determinagoes diferencidveis do angulo de v a w, dadas no Lema[4.23.

Demonstragao. Primeiro provaremos o caso onde ¢ # 0. Sejam o(t) = N(t) A v(t),
w(t) = N(t) ANw(t), onde N(t) ¢ a restrigdo de N a a, e ¢ : I — R uma determinagao

diferenciavel do angulo de v(t) a w(t) na orientagao de S, isto ¢é,

w(t) = cos p(t)v(t) + sen(t)v(t).

Portanto,
w(t) = N(t) ANw(t)
cos p(t)N(t) ANv(t) + senp(t)N(t) Ao(t)
cos p(t)N(t) ANv(t) + senp(t)N(t) A (N(t) Av(t))
= cosp(t)N(t) ANv(t) — senp(t)v(t),
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temos
Dw ’ e / =/
ZE0] = (- sen (0 0(0) + cos o) O0(0) + cosip0) (1) + sen )0,
cos p(t)N(t) Av(t) — senp(t)v(t)).
(4.4)
Note que

para todo ¢t € I. Dessa forma, podemos escrever a equagao (4.4) como

0] = Csen (00 + (cos ) 0) + cosp (00, o00)

Se ¢ = 0 em um ponto p € «a(I), ou ¢ = 0 em uma vizinhan¢a V' de p, ou
existe uma sequéncia (p,) — p com ¢(p,) # 0. No primeiro caso, ¢’ =0 em V, v = w
e o resultado é provado imediatamente. No segundo caso, o resultado se verifica pela

continuidade, pois se

lim p, = p,

n— oo

como @ é diferenciavel consequentemente continua, tem-se
lim ¢(p,) = 90( lim pn) = p(p) = 0.
n — oo n — oo

]

Uma consequéncia imediata do Lema é a seguinte observacao. Seja C' uma
curva regular orientada em S, a(s) uma parametrizagao pelo comprimento de arco s de C'

em p, e v(s) um campo paralelo ao longo de a(s). Entao, tomando w(s) = o/(s), obtemos

o[22 8

Concluimos que a curvatura geodésica é a taxa de variacao do angulo que a tan-
gente a curva faz com uma direcao paralela ao longo da curva. No caso da observacao

anterior, essa direcao paralela é o campo de vetores v. Para o caso do plano, a direcao



Capitulo 4. Transporte Paralelo e Geodésicas 89

paralela ¢é fixa e a curvatura geodésica reduz-se a curvatura usual.

Com estes resultados, podemos agora obter a expressao para o valor algébrico
da derivada covariante. Sempre que falamos de uma parametrizacao de uma superficie
orientada, essa parametrizacao é assumida como compativel com orientagao. Além disso,
quando falarmos do angulo entre dois campos de vetores ao longo de uma curva, estaremos

nos referindo a uma das determinacoes diferenciaveis dadas pelo Lema [4.23]

Proposigao 4.25. Seja x(u,v) uma parametrizagao ortogonal (isto é, F'=0) de uma vi-
zinhanga de uma superficie orientada S, w(t) um campo de vetores unitdrio e diferencidvel

ao longo da curva x(u(t),v(t)). Entao,

Dw 1 dv du dy
= Rucly ;i i}
{ i } 2WEG {G a7 } T

onde (t) € o dngulo de x,, para w(t) na orienta¢do dada.

Demonstragcao. Sejam e; = e ey = vetores unitarios tangentes as curvas co-

X’LL XU
VE VG
ordenadas. Observe que e; e ey pertencem ao espago tangente, dessa forma o pro-

duto vetorial e; A es = N, onde N é a orientacao dada de S. Além disso, temos que

X X Xy N X .. -
— . N=" U} ¢ uma base ortonormal positiva em R®. Utilizando o Lema
vE vG VEG

podemos escrever,

Dw Dey | dyp Dw| [ De dy
[W} [W}_dtj[dt}_{dt]ert'

onde e (t) = ey (u(t),v(t)) é o campo e; restrito a curva x(u(t),v(t)). Utilizando a defini-

¢ao do valor algébrico, temos que

i

du dv

= <(61)U7€2>E+<(61)m62>%-

Por outro lado, como a parametrizacao é ortogonal, obtemos

uuy Bv :__Eva
() =
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dai, temos que

{(er)u,e2) = <<;%>u7 \}/{%>

B Xuu Xy X, F, X,
- Gre) -G %)
E,
2VEG

Analogamente, como

Uy Bv :_Gua
) = &

obtemos,

e = ((75), V%)

X Xy b I &
- (%) -G
Gy
WEG

Por fim, introduzindo as relagoes anteriores na expressao de [Dw/dt], chegamos a

2] - %]
dt dt dt

E, du G, dv dp
ToVEGd | oVEGd ' dt

_ 1 G d_U_ d_u _|_d_g0
 oVEG | “dt Y dt dt’
O

Através da Proposigao [£.25] podemos agora demonstrar a existéncia e unicidade
do transporte paralelo. Por uma questao de melhor conexao, enunciaremos abaixo nova-

mente a Proposicao [4.10]

Proposicao 4. Seja o : I — S uma curva parametrizada em S e seja wo € Typ4,)S,to € 1.

Entao existe um inico campo de vetores paralelo w(t) ao longo de a(t), com w(ty) = wy.

Demonstra¢ao. Vamos supor inicialmente que a curva parametrizada o : I — S esteja
contida em uma vizinhanga coordenada de uma parametrizagao ortogonal x(u,v). Utili-

zando a notacao da Proposi¢ao com a condi¢ao de paralelismo do campo w, temos

dy 1 dv du
- = — — E,— ; = B(t).
dt 2VEG {G“ dt Udt } ®)

Denotando por ¢y uma determinacao do angulo orientado de x, para wg, o campo w ¢é

que
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inteiramente determinado por

t
e=vo+ [ BOL
to
0 que comprova a existéncia e unicidade de w neste caso, pois para cada ponto t, deter-
minamos o angulo ¢ que é formado de x, para w.

Caso a(I) nao esteja contida em uma vizinhanga coordenada, utilizamos a com-
pacidade de I para dividir a(/) em um namero finito de partes, cada uma contida em
uma vizinhanca coordenada. Pela unicidade obtida da primeira parte da demonstracao,
a existéncia e unicidade também acontece nas interseccoes nao vazias de cada uma dessas

partes, e o resultado se estende para este caso. O

Uma outra aplicacao pertinente da Proposicao é uma expressao para a Cur-

vatura geodésica, conhecida como féormula de Liouville.

Proposigao 4.26 (Liouville). Seja a: I — S uma parametriza¢ao pelo comprimento de
arco de uma vizinhanca de um ponto p € S de uma curva reqular orientada C sobre uma
superficie orientada S. Seja x(u,v), com x : U — S, uma parametriza¢io ortogonal de

S em p e @(s) o dngulo que X, faz com o/(s) na orientag¢ao dada. Entao

dp

ky = (kg)1cos e+ (ky)2 senp + 75

onde (ky)1 e (kg)2 sdo as curvaturas geodésicas das curvas coordenadas v = const. e

u = const. respectivamente.

Demonstra¢ao. Tomando w = o/(s) como na Proposic¢ao temos que

1 dv du de
hy= ———=1G, " —E "+ 45
Y 9 JEG { ds ds } + ds (4.5)

onde a pode ser escrito como /(s) = cos go(s)ﬁ + sen go(s)ﬁ sendo

VE VG
b ¢ X Xy N X
2 L N =""_""""1 uma base ortonormal positiva em R>®. Podemos escrever a
{\/E VG VEG }

curva « através da parametriza¢do ortogonal x como a(s) = x(u(s),v(s)) = x(B(s))

onde  é uma curva em U. Além disso, sejam sy € I e 71(t) = x(uy(t),v(so)) uma

0)
parametriza¢ao pelo comprimento de arco da curva coordenada v = const. = v(sg) tal
que 1 (t1) = x(ui(t1),v(s0)) = x(u(so),v(sp)). Seja também ~o(r) = x(u(sp), vo(r)) uma
parametriza¢do pelo comprimento de arco da curva coordenada u = const. = u(sp) tal

que Y2(r2) = x(u(s0), v2(r2)) = x(u(s0), v(s0)) (Figura[d.13).
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Figura 4.13: As curvas v; e 7.

v = const. = v(sp)

)

>
u

u = const. = u(sg)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, como ambas as curvas sao parametrizadas pelo comprimento de arco,
temos que |]91(2)|] = |[u} (£)xu(us (), v(s0))l| = 1 e || (r)[] = [|[va(r)x,(ulso), va(r))[| = 1.
Como ||x,|| = VE e ||x,|| = VG, concluimos que

!/ / dU]_ 1
O bl = 1 (O VE =15 T =

¢ / . / . d’UQ o 1
[va(r)] ol = lop(r)| VG =1 = —=(r) = ek

Tomando w = v} (t) como na Proposi¢ao obtemos

Ev du1 ngl
k) = — il
W= =G e Tae

onde ¢, ¢ o angulo de x,/vVE a +/(t). Como que 7}(t) = x,/VE, temos que ¢; = 0 e,

portanto,
E, d E,
M e (4.6)

(/fg)lz—NE_G-E— SEVG

De forma analoga, tomando w = 74(r) como na Proposicao [4.25| temos

Gu dUQ d(pg
k — R _
(ky)2 WEG dr M

onde @y & o angulo de x,/VE a 44(r). Como que v4(r) = x,/v/G, temos que @, = 7/2

(a parametrizagao é ortogonal) e, portanto,

Gu dUg Gu

(Fg)2 = SVEG A 2GVE (4.7)
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Introduzindo as relagdes (4.6)) e (4.7) na equagao (4.5)), temos

du dv  dp
= E— —+ —. 4.
kg (kg)l dS + (k9)2 GdS + dS ( 8)

Agora, sabemos que o/(s) pode ser escrito como
A (s) = u'(s)x, + v'(8)xy,

dessa forma, temos

seng = <o/(s), ;5>

= v(s)VG.

Por fim, introduzindo as relagdes anteriores na equagao (4.8)), chegamos finalmente a

d
kg = (kg)1cosp+ (ky)asenp + d—f,

que ¢é a expressao desejada. O]

Neste ponto, introduziremos as equacoes de uma geodésica em uma vizinhanca
coordenada. Para isso, seja v : I — S uma curva parametrizada de S e seja x(u,v)
uma parametriza¢ao de S em uma vizinhanga V' de (o), %y € I. Seja J C I um intervalo
aberto contendo ¢, tal que v(J) C V. Sejax(u(t),v(t)), t € J, a expressao em coordenadas
de v : J — S na parametrizacdo x (Figura . Entao, o campo de vetores tangentes
¥(t) = w(t), t € J, é dado por
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Figura 4.14: v : J — S na parametrizagao x.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sendo w paralelo, fazendo a = v/, b = v’ e igualando a zero os coeficientes de x,, e

X, na equagao (|4.1]), obtemos

u’ + T (0)? + 2T pu'v' + Ty (v)? = 0,

4.9
" + T2 (u)? 4 2% + T, (V)2 = (4.9)

Em outras palavras, v : I — S & geodésica se, e somente se, o sistema
¢ satisfeito para todo intervalo J C I tal que (J) esteja contido em uma vizinhanga
coordenada. FEste sistema é conhecido como as equacgoes diferenciais das geodésicas de
S. Uma consequéncia importante do fato de que as geodésicas sao caracterizadas pelo

sistema (4.9)) é a proposicao a seguir.

Proposicao 4.27. Dado um pontop € S e um vetor w € TS, w # 0, existe € > 0 e uma
unica geodésica parametrizada vy : (—e, €) — S, tal que v(0) = p, 7' (0) = w.
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Capitulo 5
Aplicacao Exponencial

Neste topico, introduziremos alguns sistemas de coordenadas especiais com obje-
tivo de apresentarmos suas aplicagoes geométricas. Como visto na Proposigao dado
um ponto p de uma superficie regular S e um vetor nao-nulo v € 7,5, existe uma tunica
geodésica parametrizada v : (—e,€) — S, com v(0) = p e 7/ (0) = v. Iremos denotar a

geodésica «y por ¥(t, v), para indicar a dependéncia desta geodésica em rela¢ao ao vetor v.

Lema 5.1. Se a geodésica y(t,v) € definida para t € (—¢,€), entdo a geodésica y(t, \v),
com A € R e A >0, € definida para t € (—e/X, e/\) e(t, W) =vy(At,v).

Demonstragao. Seja « : (—€/\,e/\) — S a curva parametrizada definida por a(t) =
~v(At). Entao a(0) = v(0) e &/(0) = Ay/(0) = Av. Pela linearidade da derivada covariante

(4.1), temos que
Da/(t)o/(t) = /\2D7/(t)’yl(t) =0.

Portanto, a é geodésica com condigoes iniciais «(0) = p, o/(0) = Av e a geodésica y(t, \v)

também ¢ geodésica com (0) = p e 7/(0) = Av. Pela unicidade, temos

at) = ~(t, ) = y(At,v).
0

Em outras palavras, o Lema acima nos diz que como a velocidade (em modulo)
de uma geodésica é constante, podemos percorrer o seu traco em um tempo prescrito
ajustando a velocidade de maneira apropriada.

Adotaremos a partir de agora a seguinte notacao. Se v € T,,S, v # 0, é tal que

v(Jv|,v/|v]) = (1, v) esta definido, escrevemos

exp, () =7(Lv) e exp,(0) = p.

Geometricamente a constru¢ao acima corresponde a percorrer (se possivel) um
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comprimento igual a |v| ao longo da geodésica passando por p na dire¢ao de v. O ponto

assim obtido ¢ denotado por exp,(v).

Exemplo 5.2. Na esfera unitaria S?, exp,(v) esta definida para todo v € T,S* (Figura

51).

Figura 5.1: exp,(v) definida sofre a esfera unitéria S.

Fonte: CARMO (2014, p. 341).

De fato, sabemos que os grandes circulos sao as geodésicas na esfera, com isso
dado um ponto p € S* & possivel definir exp,(v) para todo v € T,S*. Observe que para os
pontos dos circulos em T,S* com v € T,8* e ||v|| = 7,37, 57,...,(2n + 1)7, exp,(v) € o
ponto antipoda (diametralmente oposto) de p. Para os pontos dos circulos em 7,S* com

ve TS e|lv]| = 0,27, 4r, ..., (2n)7, exp,(v) é o proprio p.

Exemplo 5.3. Em uma superficie regular C' formada pelo cone de uma folha menos o
vértice, expp(v) nao esté definida para um vetor v € 7,C na diregao de um meridiano que

conecta p ao vértice, quando |v| > d e d é a distancia de p ao vértice (Figura |5.2)).

Figura 5.2: exp,(v) definida sofre S onde S é formada pelo cone de uma folha menos o
vértice.

P

7(8)

Fonte: CARMO (2014, p. 341).
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A proxima proposicao garante que a aplicacao exponencial esta definida e é diferen-
cidvel em uma vizinhanca da orgiem de 7,,S. Para demonstrarmos esse fato, necessitamos

do seguinte resultado.

Teorema 5.4. Dado p € S existem niumeros €; > 0, e > 0 e uma aplicagao diferencidvel
v:i(—€2,6) xB, =S, onde B, ={vel,S/||v|| <e}

e tal que para v € B, v # 0, t € (—€g,€) a curva t — y(t,v) € uma geodésica de S com
~¥(0,v) = p, ¥ (0,v) =v e para v =0, y(t,0) = p.

Proposigao 5.5. Dado p € S existe um € > 0 tal que exp, € definida e diferencidvel

no interior de um disco de raio € de T,,S, com centro na origem, isto €, na bola aberta

B, = {v € T,5/||v|| < €}.

Demonstragao. Pelo Lema , para cada direcao de 7,5 é possivel tomar v suficiente-
mente pequeno para que o intervalo de definicao de 7(t,v) contenha exp,(v), e assim
7(1,v) = exp,(v) estd definida. Para mostrar que esta redugao pode ser feita de maneira
uniforme em todas as diregoes, precisamos do teorema da dependéncia de uma geodésica
em relagao as condigoes iniciais (Teorema [5.4). Como 7(¢,v) esta definida para [t| < e,
|v| < €1, obtemos, fazendo A = €3/2 no Lema que 7y (t, %v) estd definida para
lt] <2, |v| < €. Dessa forma, tomando um disco B, C 7,5, com centro na origem de raio
€< %, temos que (1, w) = exp,w,w € B, estd definida. Por fim, a diferenciabilidade

de exp, em B, segue-se da diferenciabilidade de +. O]

Proposigao 5.6. A aplicagao exp, : B. C T),S — S é um difeomorfismo em uma vizi-
nhanca U C B, da origem O de T,S.

Demonstracao. Vamos mostrar que a diferencial d(expp) ¢ nao-singular em O € T,S.
Para isto, identificamos o espago de vetores tangentes a 7,5 em O com o proprio T,S5.
Vamos considerar a curva a(t) = tv, v € 1,S. Entdao a(0) = 0 e a/(0) = v. A curva

(exp, 0 @)(t) = exp,(tv) = v(t,v) tem, em t = 0, o vetor tangente

Loy =00 =

d
—exp,(tv)| = —
: o At =0

dt

t=

Ou seja, d(exp,)o(v) = v, o que mostra que d(exp,) é nao-singular em O. Em outras
palavras, d(exp,)o : 1,8 — T, é um isomorfismo. Pelo Teorema da Funcio Inversa,
existe um aberto U C B,, com O € U, e um aberto V. C S com p € S, tais que

exp, : U — V ¢ um difeomorfismo. O

Como a aplicacao exponencial em p € S é um difeomorfismo em U, ela pode ser
usada para introduzir coordenadas em V. Entre os sistemas de coordenadas introduzidos

deste modo, os mais comuns sao:
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e As coordenadas normais que correspondem a um sistema de coordenada retangulares

no plano tangente 7,,5.

As coordenadas normais sao obtidas através da escolha no plano 7,5, p € S, de
dois vetores unitérios ortogonais e; e e3. Como exp, : U — V ¢ um difeomorfismo,
esta aplicacao satisfaz as condigbes para uma parametrizagao em p. Se ¢ € V, entao
q = exp,(w), onde w = ue; +vey € U, e dizemos que ¢ tem coordenadas (u,v), isto ¢, as
coordenadas sdo as componentes de w na base {ej,ea}. Assim, as coordenadas normais
assim obtidas dependem da escolha de e; e es.

Em outras palavras, temos que x : U — V' com x(u,v) = exp,(ue; + vey) é uma
parametrizacao de S em p, com x(0,0) = p e U ¢ um aberto em R?. Dessa forma, se
q = exp,(ue; + vey), entdo (u,v) sdo as coordenadas normais do ponto ¢ com respeito a
parametrizacao Xx.

Note que em p, temos x(u,0) = exp,(ue;) = y(u,e;1) e x(0,v) = exp,(ves) =

(v, e2), 0 que nos da
x,(0,0) =7 (0,e1) =e1 e x,(0,0) =~(0,e3) = es.

Assim, em p, os coeficientes da primeira forma fundamental neste sistema de coordenadas
sao dados por E=G =1¢ FF=0.

e As coordenadas polares geodésicas que correspondem a coordenadas polares no plano

tangente 7,S.

Escolha no plano 7,5, p € S, um sistema de coordenadas polares (p,#), onde p é
o raio polar e ¢, 0 < 6 < 2m, o angulo polar, cujo polo ¢ a origem O de T,S. Observe que
as coordenadas polares no plano nao sao definidas na semirreta fechada [ que corresponde
a 0 = 0. Dessa forma, tome exp,(I) = L. Como exp, : U — 1 — V — L ainda é um
difeomorfismo, podemos parametrizar os pontos de V' — L pelas coordenadas (p, f) que sdo
chamadas coordenadas geodésicas. Isto ¢, a aplicacao y(p, ) = exp,(p cos fle; + psen fey),

¢ uma parametrizagao de 5.

Definigao 5.7. As imagens por exp, : U — V de circulos de U centrados em O serao
chamados de circulos geodésicos de V, e as imagens por exp,, de retas passando por O
serao chamadas de geodésicas radiais de V. Observe que em V — L, estas sao as curvas

p = const. e § = const., respectivamente (Figura [5.3)).

Na préxima proposi¢ao, vamos obter informagoes sobre os coeficientes da primeira

forma fundamental em um sistema de coordenadas polares geodésicas.
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Figura 5.3: Coordenadas polares em 7},S.

c.\pﬂ(/)‘())

N

Circulo

geodésico

Geodésica
radial

Fonte: CARMO (2014, p. 344).
Proposicao 5.8. Sejay : U —1 — V — L um sistema de coordenadas polares geodésicas
(p,0). Entao os coeficientes E = E(p,0), F = F(p,0), e G = G(p,0) da primeira forma
fundamental satisfazem as condi¢oes

limG =0 e lim(VG),=1.

p—0 p—0

E=1 F=0,

Demonstracao. Observe que pela definicao da aplicagdo exponencial, p mede o compri-

mento de arco ao longo da curva 6 = const. = 6. Isto é,
P
)= [ vl 0u)ldp = p.
0
Dessa forma, como a curva = 6, é uma geodésica radial e a norma do vetor velocidade
¥, € constante, pela equacao acima temos
E = (Y0, ¥5) = ly,(p.00)] = 1.
Observe que y,, pode ser escrito como combinagao linear dos vetores y,, yy e IV, isto é,
existem aq, as, as € R tais que

Ypp = a1y, + a2yg + azN.
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Tomando o produto interno de y,, com yg, obtemos

(Vpp:¥o) = (a1y,+ asys+ asN,yg)

= (a1y, + a2y0,¥o)

D
= a_pyp7 Yo ) -

Por outro lado, como F' = (y,, yg), temos que
0 0 0
F, = a—p<}’p>}’9> = <8_,0 (¥p) a}’0> + <le7 op (}’9)>
D 0
- <a_p(yp)ay9> + <yp7a_p(y9)>7

pois — (y,) é escrita como combinagao linear de y,, yg e NV, e (yg, N) = 0, o que nos da

dp
0 D ) . .
a (¥,).¥0 ) = a (¥,),¥eo ). Como 6 = const. é uma geodésica parametrizada por

p, temos
D
= =0
8,0 (yP) )

e como (y,,y,) = 1, entdo derivando com respeito a 6, obtemos

0 19)
%m, Vo) = (Y00, ¥p) + (Y0, Yp0) = 2(¥p, Y p0) = 2 <yp7 o (Ye)>

Dessa forma,
0 10
Fp - <va a_p (Y9)> - 5%(3’/)7}%) = 0.

Assim, F' é constante em relagdo a p. Agora observe que a curva § — y(0,0) é a curva
constante e igual a p para todo 6. Assim, yy(0,6) = 0 e consequentemente F'(0,6) = 0,
para todo 0 e como F, = 0 segue que I’ ¢ identicamente nula. Para provar a tltima
afirmagao desta proposigao, escolhemos um sistema de coordenadas normais (u,v) em p

de tal forma que a mudanga de coordenadas é dada por
u=pcosl, v=psent, p#0, 0<60<2m,

cujos coeficientes da primeira forma fundamental designaremos por £, G e F. Lembrando

que

m:m:mg%,
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u,

d(p, )

onde é o determinante Jacobiano da mudanca de coordenadas. Assim,

\/a:p EG — F2.

Como em p, £ = G = 1 e F = 0 (as coordenadas normais sao definidas em p), concluimos

que
lim VG = 0,
p—0
’ (EG - F?)
: — i G — F2) — i e _ 2 P2 T e
lim(VG), = lim(pV/ EG F>ﬂ—£1i%< BG—1 zm) b
EG — F?
pois o )o — 0 quando p — 0. n

2VEG — F?
Neste ponto é importante salientar o significado geométrico de FF = 0. Em uma

vizinhan¢a normal, a familia de circulos geodésicos é ortogonal a familia de geodésicas

radiais. Tal fato é conhecido como Lema de Gauss.

5.1 Aplicacoes geométricas das coordenadas normais e

das coordenadas polares geodésicas

A seguir, apresentamos algumas aplicagoes geométricas das coordenadas normais

e das coordenadas polares geodésicas. Para isto, vamos precisar da seguinte proposicao.

Proposigao 5.9. Se x € uma parametrizacao ortogonal, isto €, F = 0, entdo a curvatura

Gaussiana € dada por

el () e

Demonstracao. Para demonstrar a proposicao acima, iremos utilizar a féormula de Gauss

(3-8)
—-KE = (F%2)U - (F%)v + F%QF% + F%2F%2 - P%IF% - F%lrgz

Como F' = 0, pelos sistemas de equagoes (3.3),(3.4) e (3.5]), temos

E, 9 E, 1 E,

L B Gy . Gy
ﬁa 1 — ﬁ? 12 — ﬁa

F%l = 2" 2~ Top

2 _
F12_
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Substituindo as equagcoes acima na féormula de Gauss, obtemos
KE - G\ ([ _E N E, _E, +GuGu_EuGu_ _E, G,
- \2G )/, 2G ), \2FE 2G)  2G2G 2E2G 2G ) \2G

(G, E, E2 & EG. EG,
__<§5)u+<§5)v_4EG_%MP__4EG_%4G2
1 (GGu— G2 GE, —EG, E. G EG, EG,
5( Gz T & 2EG 2G°  2EG 2G2>

1 9 GE* FEG* GEG, EEG,
= 5EE (EGGW - £G;, + EGE,, — FE,G, — 5 + 5 T 3 5
(5.2)
Assim,
1
Por outro lado, observe que
e (7we). < (7))
2V EG EG/, EG/,
E,(E,G+ G,E) G.(E.G + EG,)
vVEGE,, — VEGG,, —
1 2VEG + 2VEG
2V EG EG EG
1 VEGE,, E*G + E,G,E  VEGG,, ~ GuEG + EG?
2VEG | EG 2EG): EG 2EG)2
= — L L - (2EGE,, — E*G - E,G,E + 2EGG,, — E,G,G — EG?)
2VEG2(EG)?
_ 1 2 2 _
= —IEcE (2EG(Ey, + Gu,) — EG:, — EFE,G, — GE, — GE,G,) = K.
m

Como em um sistema de coordenadas polares geodésicas ' = 1 e F = 0, pela

)
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Proposigao [5.9, a curvatura Gaussiana K pode ser escrita como

K - et () (7))
1 /aq,
it}
- 75 (ffé)p

Ou seja,

Se K for constante, a expressao acima pode ser considerada uma equacao diferencial linear

de segunda ordem com coeficientes constantes, isto é,

(VG@),, + KVG = 0. (5.4)

Mais adiante iremos demonstrar o demonstrar o Teorema de Minding que diz
que quaisquer duas superficies com mesma curvatura Gaussiana constante sao localmente
isométricas. Para isto, vamos considerar a equagao e estudar separadamente os casos
K=0,K>0e K <0.

e Se K =0, temos

(\/a)pp =0.

Integrando em ambos os lados da equacao acima com respeito a p, obtemos

pois g(f) é constante com respeito a p. Pela proposicao ,

lim(VG), = 1,

p—0

e tomando o limite em ambos os lados da equagao (5.5) quando p — 0, obtemos

lim(VG), = lim(g(h)) = ¢(6) = 1.

p—0 p—0

Substituindo g(f) = 1 em ([5.5]) e integrado em ambos os lados da equagao (5.5 com
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relacao a p, obtemos

VG =p+ f(0), (5.6)

pois f(6) é constante com respeito a p. Novamente, pela Proposigao

lim G =0,

p—0

e tomando o limite em ambos os lados da equagao (5.6) quando p — 0, obtemos

mG = f(0) = f(6) =0.

li
p—0

lim VG = lim(p + f(0)) =
Substituindo f(€) = 0 na equagao (j5.6)), obtemos
VG = p = G = p*.

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental para o caso K = 0, sao dados
por

E = 17 F= 07 G(ﬁa 0) = p2'

Para os casos em que K > 0 ou K < 0, iremos utilizar métodos envolvendo

equacoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes.
e Se K > 0, a equacao caracteristica da equacao diferencial , é dada por
r?+ K =0,
e as raizes da equacao acima sao dadas por
r = \/Ez', ro = —VKi.
Assim, a solugao geral da equagao com K > 0 ¢é dada por
VG = A(9) cos (VK p) + B(#) sen (VK p), (5.7)

onde A(#) e B(6) sao fungoes de 6. Pela Proposicao (5.8)),

lim G =0,

p—0

consequentemente tomando o limite em ambos os lados da equagao (5.7)), quando

p — 0, obtemos

0 = lim(A(f) cos (VKp) + B(#)sen (VKp)) = A(f) = 0.

p—0
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Substituindo A(f) = 0 em (5.7)), temos
VG = B(#) sen (VKp). (5.8)
Recorrendo novamente a Proposi¢ao [5.8] temos

lim(VG), = 1,

p—0
logo, derivando com respeito a p e tomando o limite em ambos os lados da equagao

(5.8) quando p — 0, obtemos

lim(VG), = lim(BOWK cos (VEp)) — B(6) =

p—0

-

Com isso, a equagao ([5.8)), toma a forma

@:\/%sen(\/ﬁp)ﬁG:%m.

Desta forma, para o caso K > 0, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

dados por

sen?(V K
E=1 F=0, G0 = sen*(VEp)
K
e Se K < 0, a equagao caracteristica da equagao diferencial (5.4 é dada por
r?+ K =0,
e as raizes desta equacao sao dadas por

P=-K=nr=vV-K e rn=-V-K.

Dai, temos como solucao para equacao ([5.4))
VG = Cleﬁp + CQG’\/E”.

1
Tomando Cy] = Cy = 2 obtemos

1 1
VG = §eﬁp + Ee*‘/?p — cosh (VKp).
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1 1
Analogamente, tomamos C = 3 e Oy = —3 obtendo

1 1
VG = éeﬁp — 56"/?” — senh (VKp).
Observe que o wronskiano das soluc¢oes obtidas é dado por

cosh (v —Kp) senh (v/—Kp) o
V=K cosh (vV=Kp) v—Kcosh(vV=Kp) | VoKD,

pois, (cosh? (v/—Kp) — senh?(v/—Kp)) = 1. Com isso, concluimos que o conjunto
de solugoes {cosh ( -K p) , senh ( —-K p)} é linearmente independente. Observe
que as escolhas feitas para os coeficientes C e Cy teve como objetivo encontrar um

conjunto de solugoes linearmente independentes. Assim, a solugao geral da equagao

(5.4) é dada por
VG = A() cosh (V=K p) + B() senh (V=K p), (5.9)
e mais uma vez, pela Proposicao 5.8

lim G =0,

p—0

logo, tomando o limite em ambos os lados da equacao ([5.9) quando p — 0, obtemos

limv/G = ll)i_r{(l)(A(H) cosh (v/—Kp) + B(#) senh (v/—Kp))

— 0= A(0)cosh (0) + B(f) senh (0)
= A(f) =0.

Substituindo A(6) = 0 em (5.9), obtemos
VG = B(f) senh (V=K p). (5.10)
Derivando em ambos os lado da equacgao com respeito a p, obtemos
(VG), = V=KB(#) cosh (vV—Kp), (5.11)

e como pela Proposicao [5.8

lim(VG), =1,

p—0
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tomando o limite em ambos os lados da equagao (5.11]), obtemos

lim (VG), = lim(v=K B(0) cosh (v=Kp))

= 1=+/—KB(f)cosh (0)

= B(0) =

-

1

e substituindo B(f) = em ([5.10]), obtemos

]

1 ~ senh’(v—K)p)
\/a—\/jsenh(\/jp)ﬁG— % :

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental para o caso K < 0 sao dados

por
2 PR—
E=1, F=0, G(p,e):senth” Kp)

Podemos agora provar o Teorema de Minding.

Teorema 5.10 (Teorema de Minding). Quaisquer duas superficies com a mesma curva-
tura Gaussiana constante sao localmente isométricas. Mais precisamente, sejam Sy e So
duas superficies requlares com a mesma curvatura constante K. Escolha pontos p; € Sy,
P2 € Sa, € bases ortonormais {e1,es} C T, S1, {f1, fo} C T}, S2. Entao existem vizinhan-
cas Vi de py e Vy de py e uma isometria ¢ : Vi — Va tal que (p1) = po, dip(er) = f1 e
dy(e2) = fa.

Demonstracao. Sejam Vi e V5 vizinhancas normais de p; e ps, respectivamente. Seja ¢ a
isometria linear de 7,51 sobre T),,5; dada por ¢(e1) = fi e p(ez) = fo. Tome um sistema
de coordenadas polares (p, ) em T, .S, com eixo [ e faga Ly = exp,, (1), L2 = exp,, (©(1)).
Seja ¢ : Vi — V5 definida por

Y =exp,, 0po exp;ll.

Afirmacao: ¢ é isometria. De fato, a restricdo ¢ de v a Vi — Ly, aplica uma vizi-
nhanga em coordenadas polares geodésicas (p,#) centrada em p; sobre uma vizinhanga
em coordenadas polares geodésicas (p, 0) centrada em po. Pelo estudo feito anteriormente
da equacao , mostramos que em coordenadas polares geodésicas, os coeficientes da
primeira forma fundamental de superficies com curvatura gaussiana constante K, com
mesmo sinal ou nula, sao idénticos. Logo, os coeficientes das primeiras formas fundamen-
tais em pontos correspondentes sao iguais. Pela Proposicao , 1) é uma isometria. Por
continuidade, 1 ainda preserva os produtos internos nos pontos de L e assim v é uma
isometria. E imediato verificar que di(e;) = f1 e di)(ey) = fo. O
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5.2 Comportamento das geodésicas com relagao ao si-

nal da curvatura

Vamos analisar o caso em que K nao ¢ constante mas mantém seu sinal com base
na expressdo KvG = —(vG),,. Considere o comprimento de arco L(p) da curva p = py,

sendo py uma constante, entre duas geodésicas proximas 6 = 6y e § = 0,. Portanto,

01
L(p) = i VG(p,0)do.

e Se K < 0, como pela Proposigao [5.8] temos

Iim(VG),=1 ¢ (V@),,=—-KVG >0,

p—0

entdo a fungdo L(p) tem comportamento como na Figura[5.4l Isto ¢, L(p) aumenta
com o amento de p. Em outras palavras, as geodésicas 6 = 6y e = 6; afastam-se

cada vez mais.

Figura 5.4: Comportamento de L(p) se K < 0 e mantém seu sinal.

L L(p)

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Se K > 0, como pela Proposigao [5.§ temos

Iim(VG),=1 e (VG),,=-KVG <0,

p—0

L(p) tem comportamento como na Figura [5.5]
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Figura 5.5: Comportamento de L(p) se K > 0 e manter seu sinal.

L

L(p)
I

0

Fonte: Elaborado pelo autor.

As geodésicas 0 = 0y e 6 = 6, podem ou nao se aproximar apds certo valor de p, isto
ird depender da curvatura Gaussiana. Um bom exemplo desta situacao sao duas
geodésicas da esfera. Partindo de um polo, inicialmente as geodésicas se afastam e

comecam a se aproximar depois do equador (Figura .

Figura 5.6: Comportamento de duas geodésicas na esfera.

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.3 Uma interpretacao geométrica da curvatura Gaus-

siana

Uma outra aplicacao das coordenadas polares geodésicas consiste de uma interpre-

tagao geométrica da curvatura Gaussiana K. Primeiramente, observamos que a expressao



Capitulo 5. Aplicacao Exponencial 110

de K em coordenadas geodésicas polares (p, #), com centro em p € S, é dada por

K = —(\/_% = (VG),, = —KVG.

Dessa forma, derivando em ambos os lados da equacao acima com respeito a p, obtemos

= -K(VG), - K,(VG). (5.12)

Pela Proposicao [5.8), temos

lim(VG),=1 e limG =0,

p—0 p—0

logo, tomando o limite em ambos os lados da equagao ((5.12)), obtemos

lim 03(\/@)

p—0  Op?

= —K(p).

Por outro lado, definindo v/G e suas derivadas sucessivas com relagao a p em p

pelos seus valores limite, podemos escrever

2 3

VG(p.0) = VG(0,0) + p(V),(0,0) + 55 (VG),(0.0) + Gr(VG)1(0,0) + Rlp, ).

onde Rl

p—0 p3

=0,

uniformemente em 6. Substituindo na expressao acima os valores apresentados anterior-

mente da Proposicao [5.8 obtemos

3

¢@m@=p—%K®+R-

A partir deste valor de v/G, podemos calcular o comprimento de arco L de um circulo
geodésico de raio p = r da seguinte forma
2m—e T
L =1lim VG(r,0)do = 2mr — §T3K(p) + Ry,

e—0 Ote

onde
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Dessa forma, obtemos

r3 T r3

K(p) = -2 <M) 3 (M)

Por fim, tomando o limite em ambos os lados da equagao acima, obtemos

o — I omr — I
lir%K(p) zlim§ (L> + lim 3Ry — K(p) :lim§ (L)7
r—

r—=0 T r3 r—=0q 73 r—=0 T r3

o que nos mostra que K(p) estd em fun¢ao do raio r de um circulo geodésico S,.(p) em
torno de p e dos comprimentos de arco L e 271 de S,.(p) e exp, 1(S,(p)), respectivamente.
Observe que para K ser igual a zero, como L é o comprimento de um circulo geodésico p =
po entao 2mr = L. Logo o comprimento de um circulo geodésico é igual ao comprimento

de um circulo no plano, isto é, L(r) = 27r.

5.4 Geodésicas Minimizantes

Como uma tultima aplicagao das coordenadas polares geodésicas, vamos estudar
as propriedades minimizantes das geodésicas. Uma propriedade fundamental de uma
geodésica é que, localmente, ela minimiza o comprimento de arco. De forma mais precisa,

temos a seguinte proposicao.

Proposicao 5.11. Seja p um ponto em uma superficie S. Entao existe uma vizinhanga
W C S dep tal que se v : I — W € uma geodésica parametrizada com (0) = p,
v(t1) =q, t1 € I ea:[0,t;] — S € uma curva parametrizada reqular ligando p a q,
temos

<l

l'y a

onde ly, 1, denotam o comprimento da curva o e vy, respectivamente. Além disso, se

l, =, entao o trago de 7y coincide com o traco de o entre p e q.

Demonstracio. Seja V uma vizinhanca normal de p e seja W uma regido fechada limitada
por um circulo geodésico de raio r contido em V. Sejam (p,0) coordenadas polares

geodésicas em W — L centradas em p. Vamos considerar primeiro o caso em que «([0,#]) C

W (Figura [5.7).
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Figura 5.7: O caso em que «([0,#]) C W.

o

p

|44

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja 0 < [y < f1 < t;. Como a tem comprimento finito, podemos escolher L de
modo que «a([fy, 51]) intersecta L em apenas um numero finito de pontos, suponhamos
T < Ty <...<Tk1. Tomamos 5y = 7y e f1 = 7. Podemos escrever «a(t) = (p(t),0(t))

em cada intervalo (7, 7;41), 9 =0,1,...,k — 1. Note que

V()2 + G2 >/ (p)

Além disso, observe que para ocorrer a igualdade na desigualdade acima é necessario que

0’ =0, isto é, 0 = const. em (75, T;11).

Afirmagao: O comprimento de « entre 3y e 51 ¢ maior ou igual do que |p(f;) —
p(Bo)| e a igualdade se verifica se, e somente se, « é a geodésica radial com uma parame-
trizacao p(t), p'(t) > 0.

Com efeito, observe que o comprimento de o de By a (51, é dado por

k-1 Ti+1 k—1 Ti+1 k—1 Ti+1
vl =Y [ Verrerazy. [ Vira=Y [
i=0 /i i=0 Vi i=0 Vi

>

= = |p(B1) — p(Bo)l;

k-1 Ti+1
Z / pldt

i=0 v Ti

Z p(Tiv1) — p(7)

onde a integral entre 7; e 7,11 é obtida como limite, quando ¢ — 0, da integral entre 7; + €
e Tio1 — €, com € > 0. Além disso, a igualdade se verifica em ambas as desigualdades
acima se e s0 se p/(t) > 0 e 0(t) = const. em cada intervalo (7;, 7;41), isto é, a(t;) e a(t;11)
pertencem a uma geodésica radial. Com isto, provamos nossa afirmacao.

Desta forma, a demonstracdo da proposicao para o caso «([0,t]) C W segue
imediatamente da afirmacao acima, fazendo 5y — 0 e 51 — ;.

Vamos supor agora que «([0,#;]) ndo esteja inteiramente contida em W. Seja

to € [0,t1] o primeiro valor para o qual a(ty) = = pertence a fronteira de W. Seja 7 a
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geodésica radial pz e seja @ a restri¢ao da curva a ao intervalo [0, to] (Figura[5.8).

Figura 5.8: O caso em que «([0,¢;]) ndo esteja inteiramente contida em W.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Segue entao que l, > l5. Por este mesmo argumento, segue que lz > l5. Como ¢

& ponto interior em W, temos que 5 > [,. Por fim, concluimos que I, > [.,. O

Ressaltamos que as proposi¢oes anteriores nao sao validas globalmente. Basta
tomarmos o exemplo da esfera. Dois pontos que nao sao antipodas de uma esfera podem
ser conectados por dois meridianos de comprimentos diferentes. Ou seja, uma geodésica
suficientemente estendida, pode nao ser o menor caminho entre seus pontos extremos.
Contudo, a proposi¢ao a seguir mostra que quando uma curva regular € o menor caminho

entre quaisquer dois de seus pontos, esta curva é necessariamente uma geodésica.

Proposicao 5.12. Seja o : [ — S uma curva regular com um pardmetro proporcional
ao comprimento de arco. Suponha que o comprimento de o entre dois pontos quaisquer
t,7 € I € menor ou igual ao comprimento de qualquer curva parametrizada reqular ligando

a(t) a o(r). Entio o € uma geodésica.

Demonstragao. Seja ty € I um ponto arbitrario de I e seja W a vizinhanga de a(ty) dada
pela Proposicao . Seja g = a(t;) € W. Do caso da igualdade da Proposigao m,
segue que « é geodésica de (1o, t1). Caso contrario teriamos, entre g e t;, um comprimento
maior do que o da geodésica radial ligando «a(ty) a a(t1), o que contradiz a hipotese. Como
« ¢é regular pela continuidade da derivada covariante, temos que « é também geodésica

em tg. ]
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Consideracoes Finais

Neste trabalho fizemos um breve estudo sobre transporte paralelo, geodésicas e
a aplicacao exponencial. No capitulo 1 apresentamos as demonstracoes dos teoremas de
Peano e Picard e alguns corolarios e reflexoes a respeito das solugoes de equacgoes dife-
renciais lineares de ordem superior que podem ser convertidas em sistemas de equacoes
diferenciais de 1% ordem, resumindo assim as questoes de existéncia e unicidade a estes
casos. No capitulo 2, dedicado a geometria diferencial de superficies em R?, estudamos a
primeira forma fundamental e como esta permite calcular questoes métricas da superficie
sem fazer men¢ao ao espaco ambiente, a ideia de orientagao de superficies, a segunda
forma fundamental e a curvatura Gaussiana. No capitulo 3 fizemos um estudo sobre iso-
metria, demonstramos com detalhes o teorema Egregium de Gauss e como o conceito de
curvatura depende apenas da primeira forma fundamental e suas derivadas. No capitulo
4 fizemos um estudo sobre a derivada covariante, o transporte paralelo e geodésicas, além
da curvatura geodésica, que generaliza para superficies regulares a nocao de curvatura
de uma curva plana, e mostramos alguns resultados que nos auxiliam no calculo desta
curvatura. Por fim no capitulo 5, estudamos a aplicacao exponencial, vimos que ela é
um difeomorfismo na vizinhanca da origem de 7,5 e vimos que por meio deste resultado
obtemos dois sistemas de coordenadas especiais: As coordenadas normais e as coordena-
das polares geodésicas. Obtivemos informagoes sobre os coeficientes da primeira forma
fundamental destes sistemas de coordenadas e estudamos algumas aplicagoes do sistema
de coordenadas polares geodésicas entre elas o teorema de Minding, como as geodési-
cas se comportam com relagao ao sinal da curvatura e uma interpretacao geométrica da
curvatura Gaussiana em termos do raio, do comprimento do circulo geodésico e de sua
imagem inversa pela aplicacao exponencial. Por fim mostramos que geodésicas localmente
minimizam o comprimento.

Este trabalho é um "compilado resumido"dos estudos realizados por mim nas
duas iniciagoes cientificas realizadas no periodo de 2020 a 2022, onde pude estudar alguns
temas relacionados a existéncia e unicidade de solugoes de equagoes diferenciais ordinérias,
alguns métodos de solucao destas equacoes e a geometria diferencial de superficies em R?
onde procuramos sempre que possivel apresentar riqueza de detalhes na demonstracao
ou explicar com mais detalhes os conceitos apresentados além de apresentar figuras que

melhorem o entendimento dos conceitos. Considero que o estudo aqui apresentado me
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trouxe uma boa base para cursar uma futura pés-graduacao.
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