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RESUMO 

 

Neste trabalho é estudado o comportamento de membranas de concreto armado, utilizados os 

modelos Modified Compression Field Theory (MCFT) e Rotating-Angle Softened Truss 

Model (RA-STM), sendo esses baseados na solução de sistemas de equações não-lineares 

formulados com base em equações de equilíbrio, compatibilidade de deformações e os 

modelos constitutivos dos materiais. Primeiramente, as técnicas foram implementadas em 

linguagem Python e foi utilizado o modelo Mohr Compatibility Truss Model (MCTM) como 

estimativa inicial da solução. Posteriormente, o código computacional foi testado por meio de 

alguns exemplos e os resultados obtidos foram comparados com soluções numéricas e ensaios 

experimentais da bibliografia consultada, verificando assim a eficácia do método. Com isso, 

concluiu-se que ambos os modelos de análise apresentaram bons resultados, porém o MCFT 

se mostrou mais próximo da realidade, visto que em sua teoria é considerado o enrijecimento 

do concreto à tração, diferentemente do RA-STM. A implementação desenvolvida é uma 

abordagem simples, eficaz e de baixo custo computacional, para o auxílio na análise de 

painéis de concreto armado submetidos a esforços de membrana. Além disso, foi 

desenvolvida uma interface gráfica, podendo assim ser utilizada por profissionais e estudantes 

da área de Engenharia Civil independente da familiaridade do usuário com a linguagem 

computacional empregada. Assim, a ferramenta torna-se uma alternativa acessível em questão 

de projeto, uma vez que possibilita de forma fácil o teste de várias combinações de 

propriedades dos materiais para determinar a opção mais viável sem comprometer a 

produtividade.  
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ABSTRACT 

 

In this work, the behavior of reinforced concrete membranes is studied using the Modified 

Compression Field Theory (MCFT) and Rotating-Angle Softened Truss Model (RA-STM), 

both based on the solution of non-linear equation systems formulated based on equilibrium 

equations, strains compatibility, and material constitutive models. Initially, the models were 

implemented in Python programming language, and the Mohr Compatibility Truss Model 

(MCTM) was used as the initial estimate for the solution. Subsequently, the computational 
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code was tested through some examples, and the results obtained were compared with 

numerical solutions from the literature and experimental tests, thus verifying the effectiveness 

of the method. With this, it was concluded that both analysis models presented good results, 

but the MCFT technique was closer to reality since it considers the concrete tension 

stiffening, unlike RA-STM. The developed implementation is a simple, effective, and 

computationally low-cost approach for assisting in the analysis of reinforced concrete panels 

subjected to membrane forces. Additionally, a graphical user interface was developed, making 

it accessible to professionals and students in the field of Civil Engineering, regardless of their 

familiarity with the programming language used. Therefore, the tool becomes an affordable 

alternative in terms of design, as it easily allows testing various combinations of material 

properties to determine the most viable option without compromising productivity. 

 

Keywords: MCFT; RA-STM; reinforced concrete. membrane; python. 

 

INTRODUÇÃO 

Na engenharia civil, uma estrutura 

se refere a um conjunto de elementos 

conectados com a finalidade de suportar 

determinada carga. O projeto e a 

construção de estruturas devem ser 

pensados de forma a resistir às diversas 

solicitações impostas durante sua vida útil 

e atender a todas as necessidades para as 

quais foram construídas, satisfazendo 

condições de segurança, utilização, 

econômicas, estéticas, ambientais, 

construtivas e legais (MARTHA, 2010). 

Para isso, é fundamental que os 

engenheiros projetistas consigam prever 

corretamente a resposta das edificações a 

situações diversas. 

A análise estrutural é a etapa do 

projeto em que o comportamento da 

estrutura é idealizado, sendo expresso em 

termos de esforços internos, tensões, 

deformações e deslocamentos 

correspondentes.  

De maneira geral, é comum realizar 

a análise global do comportamento de 

edificações complexas e de larga escala, 

como plataformas offshore de petróleo, 

estruturas de pontes, vigas e paredes 

estruturais por exemplo, por meio de 

elementos menores e mais simples, como 

uma forma de facilitar a compreensão e 

avaliação do desempenho da estrutura 

como um todo. Exemplos desses elementos 

são as chapas, sendo essas componentes de 

superfície plana sujeitas principalmente a 

ações contidas em seu plano (NBR 

6118:2023).  

O Modelo de Campo de 

Compressão Modificado (Modified 

Compression Field Theory - MCFT) foi 

introduzido por Vecchio e Collins (1986) 

como uma técnica precisa e eficaz para 

calcular a resposta de membranas de 

concreto armado. Desde então o MCFT 

tem sido otimizado e simplificado, sendo 

muito utilizado na engenharia. Dessa 

forma, com a base teórica do modelo, é 

possível prever a capacidade de carga, 

deformação e falha dos elementos, a partir 

da consideração dos efeitos não-lineares e 

interações entre o concreto e a armadura de 

aço. 

Além do MCFT, outras técnicas 

foram desenvolvidas para analisar o 

comportamento de elementos de concreto 

armado, como o Modelo de Treliça com 

Amolecimento e Ângulo Variável 

(Rotating-Angle Softened Truss Model – 

RA-STM) que foi formulado por Hsu e Mo 

(1985) e o Modelo de Treliça Linear de 

Mohr-Coulomb (Mohr Compatibility Truss 

Model – MCTM) apresentado em Hsu e 

Mo (2010). 

O presente trabalho aborda o 

desenvolvimento de uma ferramenta 

computacional em Python, com interface 

gráfica. Para isso, inicialmente foi utilizado 

o ambiente de notebooks colaborativos 

Google Colab (Google, 2023) para a 

análise de membranas em concreto armado 

por meio da aplicação do MCFT e do RA-
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STM. Como estimativa inicial, foram 

utilizados os resultados da análise com 

comportamento linear obtidos pelo 

MCTM, tendo como base a estratégia de 

implementação apresentada por Silva e 

Horowitz (2015), e adotando técnicas de 

otimização para a solução do problema 

não-linear. Assim, a principal contribuição 

desse trabalho é a expansão e adaptação do 

procedimento apresentado por Silva e 

Horowitz (2015) para a análise de 

membranas de concreto originalmente via 

RA-STM, utilizando o MCFT.  

MODELO DO CAMPO DE 

COMPRESSÃO MODIFICADO - 

MCFT 

O MCFT é um modelo de análise 

estrutural desenvolvido para prever o 

comportamento de elementos de 

membrana de concreto armado. Ele foi 

proposto como um aprimoramento do 

anterior Modelo de Campo de Compressão 

(Compression Field Theory - CFT) 

(MITCHELL; COLLINS, 1974) com o

 objetivo de superar algumas limitações 

desse último e fornecer uma abordagem 

mais precisa para analisar esses elementos. 

A teoria empregada no MCFT se 

baseia nos princípios da mecânica das 

estruturas: condições de equilíbrio, 

compatibilidade das deformações e 

relações constitutivas dos materiais. 

Condições de equilíbrio 

Nessa seção são apresentadas as 

condições de equilíbrio do MCFT, sendo 

posteriormente também adaptadas para o 

RA-STM, de acordo com Silva e Horowitz 

(2015).  

Conforme ilustrado na Figura 1, as 

tensões em um elemento bidimensional de 

concreto armado submetido a esforços de 

membrana (σ𝑥, σ𝑦 e τ𝑥𝑦) podem ser 

divididas como uma contribuição das 

componentes atuantes no concreto (σ𝑥
𝑐, 

σ𝑦
𝑐 e τ𝑥𝑦

𝑐) e as atuantes nas armaduras 

(ρ𝑥𝑓𝑠𝑥 e ρ𝑦𝑓𝑠𝑦), em que o sistema de 

coordenadas 𝑥 − 𝑦 é estabelecido pela a 

direção das armaduras longitudinais e 

transversais. 

Figura 1 – Elemento bidimensional de concreto armado submetido a esforços de membrana 

 
Fonte: Adaptado de Silva e Horowitz, 2015. 
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A partir da Figura 1 e baseado nas 

premissas anteriores, a seguinte equação de 

equilíbrio pode ser estabelecida: 

{

𝜎𝑥
𝜎𝑦
τ𝑥𝑦

} = {

σ𝑥
𝑐

σ𝑦
𝑐

τ𝑥𝑦
𝑐
} + {

ρ𝑥𝑓𝑠𝑥
ρ𝑦𝑓𝑠𝑦
0

} (1) 

Nessa equação, σ𝑥 e σ𝑦 são as 

tensões normais, longitudinais e 

transversais, respectivamente, e τ𝑥𝑦 

representa a tensão de cisalhamento. Em 

relação ao aço, ρ𝑥 e ρ𝑦 designam as taxas 

de armadura, enquanto 𝑓𝑠𝑥 e 𝑓𝑠𝑦 são as 

tensões correspondentes. No modelo, 

considera-se que as armaduras resistem 

apenas a esforços axiais, desprezando 

assim qualquer possível efeito de pino. 

Além disso, admite-se a existência de 

aderência perfeita entre o aço e o concreto. 

Como ilustra a Figura 1(e), o 

ângulo 𝛼1, conhecido como ângulo 

variável, relaciona os sistemas de 

coordenadas x-y e 1-2. Através desse 

ângulo e das tensões principais de tração e 

compressão (𝜎𝑐1) e (𝜎𝑐2), é possível definir 

as componentes dos esforços aplicados ao 

elemento de concreto (σ𝑥
𝑐, σ𝑦

𝑐 e τ𝑥𝑦
𝑐). 

Além disso, o sistema de coordenadas 1-2 

rotaciona de forma a garantir que a 

componente de tensão de cisalhamento seja 

sempre nula nesse eixo, assim sendo, o 

concreto não contribui nessa componente. 

Para o modelo em questão, as tensões e 

deformações admitidas são os valores 

médios ao longo das fissuras. 

Pode-se obter a transformação entre 

as coordenadas 𝑥 − 𝑦 e 1 − 2 para o 

elemento de concreto a partir do círculo de 

Mohr das tensões no painel, conforme 

mostra a Eq. (2), em que 𝑐 e 𝑠 representam 

as funções trigonométricas cos(𝛼1) e 

sen(𝛼1), respectivamente.  

{

σ𝑥
𝑐

σ𝑦
𝑐

τ𝑥𝑦
𝑐
} = [

𝑐2 𝑠2 2𝑠𝑐
𝑠2 𝑐2 −2𝑠𝑐
−𝑠𝑐 𝑠𝑐 𝑐2 − 𝑠2

] {
𝜎𝑐2
𝜎𝑐1
0
} (2) 

Considerando a Eq. (1) e a equação 

de transformação, Eq. (2), pode-se 

reescrever as expressões de equilíbrio em 

função das tensões principais (𝜎𝑐1 e 𝜎𝑐2) e 

do ângulo variável (𝛼1), conforme a Eq. 

(3): 

𝜎𝑥 = 𝜎𝑐2𝑐
2 + 𝜎𝑐1𝑠

2 + 𝜌𝑥𝑓𝑥 (3a) 
  

𝜎𝑦 = 𝜎𝑐2𝑠
2 + 𝜎𝑐1𝑐

2 + 𝜌𝑦𝑓𝑦 (3b) 

  

𝜏𝑥𝑦 = (𝜎𝑐1 − 𝜎𝑐2)𝑠𝑐 (3c) 

Vale destacar que foi adotada uma 

convenção de sinais para o cisalhamento 

oposta à formulação original do modelo, de 

forma a concordar com o RA-STM, 

discutido posteriormente. 

Compatibilidade das deformações 

Com a transformação de 

coordenadas do círculo de Mohr das 

deformações no painel, as componentes de 

deformação normais médias e de 

cisalhamento (𝜀𝑥, 𝜀𝑦 e 𝛾𝑥𝑦) podem ser 

relacionadas com as deformações 

principais médias de compressão e tração 

no sistema 1-2 (𝜀2 e 𝜀1) e o ângulo variável 

(𝛼1) por meio da Eq. (4). 

{

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦

} = [
𝑐2 𝑠2 2𝑠𝑐
𝑠2 𝑐2 −2𝑠𝑐
−2𝑠𝑐 2𝑠𝑐 2𝑐2 − 2𝑠2

] {
𝜀2
𝜀1
0
} (4) 

  

Desenvolvendo essa equação, 

obtém-se a Eq. (5). Nesse trabalho, admite-

se que os sistemas das tensões principais e 

deformações principais são coincidentes. 

𝜀1 = 𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 − 𝜀2 (5) 

Modelos dos materiais 

Nessa seção são discutidos os 

modelos constitutivos dos materiais 

utilizados no MCFT. 

Concreto em compressão 

O elemento de concreto pode sofrer 

amolecimento à compressão quando está 

suscetível a tensões biaxiais, em que a 

presença de esforços de tração 

perpendiculares a esforços de compressão 

reduz a resistência e a rigidez do concreto 
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em compressão em comparação com a 

obtida em ensaios de compressão uniaxiais 

(CERQUIDO, 2017), conforme mostra a 

Figura 2. 

Figura 2 – Tensão-deformação do concreto em compressão com o efeito do amolecimento 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Devido ao amolecimento, é 

necessário incorporar o coeficiente 𝜁 como 

uma forma de contabilizar a perda de 

resistência e rigidez do concreto. Para o 

MCFT, o coeficiente de amolecimento em 

questão é dado pela Eq. (6), em que o 

parâmetro 𝜀0 representa a deformação 

relativa à tensão de compressão de pico, 

geralmente sendo admitida como -2.0 

mm/m. 

𝜁 =
1

0,8 − 0,34
𝜀1
𝜀0

   ,   𝑠𝑒 𝜁 < 1 (6a) 

  

𝜁 = 1   ,   𝑠𝑒 𝜁 > 1 (6b) 

O efeito do amolecimento no 

concreto pode ser visualizado por meio da 

Figura 3, obtida através da Eq. (6). 

Figura 3 – Curvas do efeito do amolecimento do concreto 

 
Fonte: A autora, 2023. 
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Na geração do gráfico ilustrado na 

Figura 2, para possibilitar a visualização do 

efeito do amolecimento no concreto 

submetido à compressão, foram utilizados 

os valores constantes de 𝜁 como 1, 0.5 e 

0.5, respectivamente para as curvas: sem 

amolecimento, proposta por Hsu e Mo 

(2010), discutida posteriormente, e por 

Vecchio e Collins (1986). 

Por fim, para o MCFT, a relação 

para determinar a tensão de compressão 

(𝜎𝑐2) utilizada foi a apresentada por 

Vecchio e Collins (1986), dada pela Eq. (7) 

e ilustrada na Figura 2. Além disso, tem-se 

que 𝑓𝑐𝑘 é a resistência característica à 

compressão do concreto. 

𝜎𝑐2 = 𝜁𝑓𝑐𝑘 (2 (
𝜀2
𝜀0
) − (

𝜀2
𝜁𝜀0

)
2

) (7) 

Concreto em tração 

Devido à aderência entre o concreto 

e a armadura de aço, após a fissuração, o 

material apresenta resistência à tração entre 

as fissuras. Assim, quando um elemento de 

concreto armado é submetido a esforços de 

tração, mesmo depois de fissurar, existe 

uma resistência à tração média no 

concreto, fenômeno conhecido como 

enrijecimento à tração (tension stiffening). 

O tensionamento das armaduras 

provoca um efeito de enrijecimento 

aparente, contudo, a distribuição dessa 

rigidez adicional pode variar dependendo 

de diversos fatores, como a qualidade do 

concreto, a quantidade de armadura e a 

aderência entre a armadura e o concreto, 

por exemplo. 

A relação entre a tensão principal 

de tração do concreto (𝜎𝑐1) e a deformação 

principal média de tração (𝜀1) é linear 

antes da fissuração, podendo ser expressa 

pela Eq. (8), de acordo com Vecchio e 

Collins (1986). 

𝜎𝑐1 = 𝐸𝑐𝜀1 (8) 

Após a fissuração, é sugerida a Eq. 

(9), onde 𝑓𝑐𝑟 representa a resistência à 

fissuração do concreto. 

𝜎𝑐1 =
𝑓𝑐𝑟

1 + √200𝜀1
 (9) 

Ambas as equações Eq. (8) e Eq. 

(9) podem ser visualizadas graficamente 

por meio da Figura 4. 

Figura 4 – Curva tensão-deformação do concreto fissurado sob tração 

 
Fonte: A autora, 2023. 
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Aço em tração e compressão 

Originalmente no MCFT foi 

adotada uma curva de tensão-deformação 

elasto-plástica perfeita, referente a uma 

barra de aço, ensaiada à tração uniaxial, 

descrita pela Eq. (10) e Figura 5. Além 

disso, por meio da Eq. (10) se pode 

representar tanto a armadura longitudinal 

como a transversal, por meio da 

substituição do índice 𝑠 por 𝑥 ou 𝑦, em que 

𝐸𝑠 é o módulo de elasticidade do material, 

𝜀𝑠 e 𝜀𝑠𝑦 retratam respectivamente a 

deformação no aço e a deformação de 

escoamento, o parâmetro 𝑓𝑠 e representa a 

tensão no aço e o 𝑓𝑠𝑦 a tensão de 

escoamento. 

𝑓𝑠 = {
𝐸𝑠𝜀𝑠   ,   𝑝𝑎𝑟𝑎  𝜀𝑠 ≤ 𝜀𝑠𝑦 =

𝑓𝑠𝑦

𝐸𝑠
𝑓𝑠𝑦       ,    𝑝𝑎𝑟𝑎  𝜀𝑠 > 𝜀𝑠𝑦          

 (10) 

  

Contudo, para evitar problemas de 

convergência do método devido à 

descontinuidade na primeira derivada no 

ponto de escoamento do aço, a curva 

elasto-plástica dada pela Eq. (10) foi 

regularizada, assim como em Silva e 

Horowitz (2015) e em Silva (2016), sendo 

apresentada na Eq. (11), função modificada 

de Ramberg e Osgood, Collins e Mitchell 

(1991). Dessa forma, a Eq. (11) e Figura 5 

representam a curva compatibilizada 

utilizada, sendo a constante A adotada 

como 2 × 10−5, com base em Silva 

(2016). Para facilitar a visualização do 

efeito da regularização da curva elasto-

plástica, foi utilizado F como 4 na geração 

do gráfico, contudo, nos demais cálculos 

foi admitido como F = 40. 

𝑓𝑠 = 𝐸𝑠𝜀𝑠

{
 
 

 
 

𝐴 +
1 − 𝐴

[1 + [(1 − 𝐴)
𝜀𝑠
𝜀𝑠𝑦
]
𝐹

]

1
𝐹

}
 
 

 
 

 (11) 

 

Figura 5 – Curvas tensão-deformação do aço 

 
Fonte: A autora, 2023

Transmissão de tensões nas fissuras 

As fórmulas de tensão e 

deformação descritas anteriormente 

empregam valores médios e não fornecem 

informações a respeito das variações 

locais.  

Segundo Vecchio e Collins (1986), 

na fissura as tensões de tração na armadura 

tendem a ser maiores do que os valores 

médios, enquanto em um ponto 

intermediário entre as fissuras essas 

tensões tendem a ser menores do que a 

média. Além disso, as tensões de tração do 

concreto apresentam valores nulos na 

fissura e maiores que a média em um ponto 

intermediário entre fissuras.  
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Assim sendo, essas variações locais 

se mostram importantes uma vez que a 

capacidade final de um elemento 

biaxialmente tensionado pode ser 

governada pela capacidade da armadura 

em transmitir tensões através de fissuras. 

A Figura 6 compara as tensões

médias, Figura 6(a), com as tensões que 

realmente ocorreriam em um plano com 

fissuras, Figura 6(b). Por essa figura, tem-

se 𝜎𝑐1 representando a tensão principal de 

tração do concreto, 𝑓𝑠𝑥𝑐𝑟 e 𝑓𝑠𝑦𝑐𝑟 indicando 

as tensões na fissura nas direções 𝑥 e 𝑦. 

 

Figura 6 - Comparação entre as tensões médias calculadas e as tensões locais nas fissuras. 

 
Fonte: Adaptado de Vecchio e Collins, 1986. 

Para que os conjuntos de tensões 

mostrados na Figura 6 sejam estaticamente 

equivalentes, é necessário satisfazer a 

equação abaixo (WONG, VECCHIO, 

TROMMELS, 2013), onde  𝑐𝛼𝑛𝑥 e 𝑐𝛼𝑛𝑦 

são as funções cosseno dos ângulos entre a 

normal à fissura e a armação. 

𝜎𝑐1 = 𝜌𝑥(𝑓𝑠𝑐𝑟𝑥 − 𝑓𝑠𝑥)𝑐𝛼𝑛𝑥
2 + 

𝜌𝑦(𝑓𝑠𝑐𝑟𝑦 − 𝑓𝑠𝑦)𝑐𝛼𝑛𝑦
2  

(12) 

Os ângulos 𝛼𝑛𝑥 e 𝛼𝑛𝑦 podem ser 

obtidos por meio do 𝛼1 conforme mostram 

as equações Eq. (13) e Eq. (14). 

𝛼𝑛𝑦 = 𝛼1 (13) 

  

𝛼𝑛𝑥 = 𝛼𝑛𝑦 + 90°  (14) 

Já a relação da tensão de 

cisalhamento nas fissuras é dada pela Eq. 

(15) Wong, Vecchio e Trommels (2013). 

𝜏𝑐𝑖 = 𝜌𝑥(𝑓𝑠𝑐𝑟𝑥 − 𝑓𝑠𝑥)𝑠𝛼𝑛𝑥𝑐𝛼𝑛𝑥 + 

𝜌𝑦(𝑓𝑠𝑐𝑟𝑦 − 𝑓𝑠𝑦)𝑠𝛼𝑛𝑦𝑐𝛼𝑛𝑦  
(15) 

Além disso, 𝜏𝑐𝑖𝑚𝑎𝑥 pode ser obtido 

pela Eq. (16), sendo a o tamanho máximo 

do agregado e w a largura média da fissura, 

dada pela Eq. (17). 

𝜏𝑐𝑖𝑚𝑎𝑥 =
√−𝑓𝑐𝑖

0,31+24𝑤/(𝑎+26)
  (16) 

  

𝑤 = 𝜀1𝑠𝛼1 (17) 

  

O espaçamento médio 

perpendicular à fissura (𝑠𝛼1) pode ser 

obtido a partir do espaçamento entre a 

fissura nas direções 𝑥 (𝑠𝑚𝑥) e 𝑦 (𝑠𝑚𝑦) e 

das relações trigonométricas cos(𝛼1) e 

sen(𝛼1), conforme a equação abaixo: 

𝑠𝛼1 =
1

𝑐
𝑠𝑚𝑥

+
𝑠
𝑠𝑚𝑦

 (18) 

MODELO DE TRELIÇA COM 

AMOLECIMENTO E ÂNGULO 

VARIÁVEL – RA-STM 
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O RA-STM é um modelo de análise 

não-linear desenvolvido por Belarbi e Hsu 

(1994) e Pang e Hsu (1995), também 

denominado de modelo de treliça com 

amolecimento e ângulo variável devido à 

importância do efeito de amolecimento nas 

relações constitutivas do concreto em 

compressão. Essa técnica foi objeto de 

estudo no que diz respeito ao procedimento 

de solução do problema por Silva e 

Horowitz (2015), Silva (2016), Cerquido 

(2017) e Bernardo et al. (2018). 

Assim, como o MCFT, o RA-STM 

utiliza os três princípios da mecânica das 

estruturas: condições de equilíbrio, 

compatibilidade das deformações e 

relações constitutivas dos materiais. As 

equações de equilíbrio e de 

compatibilidade são obtidas a partir da 

análise do círculo de Mohr, das tensões e 

das deformações, de forma análoga ao 

MCFT. Contudo, em relação ao equilíbrio, 

é desconsiderada a tensão principal de 

tração do concreto (𝜎𝑐1), assim obtendo a 

partir de Eq. (3), as equações Eq. (19): 

𝜎𝑥 = 𝜎𝑐2𝑐
2 + 𝜌𝑥𝑓𝑥 (19a) 

  

𝜎𝑦 = 𝜎𝑐2𝑠
2 + 𝜌𝑦𝑓𝑦 (19b) 

  

𝜏𝑥𝑦 = −𝜎𝑐2𝑠𝑐 (19c) 

  

As relações constitutivas do 

concreto e do aço também são baseadas 

nas relações médias de tensão e 

deformação obtidas em ensaios 

experimentais (HSU e MO, 2010), 

conforme discutido a seguir. 

Modelos dos materiais 

Para o modelo em questão, o painel 

está sujeito a um estado biaxial de tensões 

de tração e compressão. Assim, no RA-

STM é utilizada a relação constitutiva do 

concreto em compressão proposta por Hsu 

e Mo (2010), na qual é considerado o 

efeito do amolecimento tanto para tensões 

quanto deformações, sendo expressa pela 

Eq. (20), conforme ilustrada na Figura 2.  

Para 𝜀2 ≤ 𝜁𝜀0: 

𝜎𝑐2 = 𝜁𝑓𝑐𝑘 [2 (
𝜀2
𝜁𝜀0

) − (
𝜀2
𝜁𝜀0

)
2

] (20a) 

Para 𝜀2 > 𝜁𝜀0: 

𝜎𝑐2 = 𝜁𝑓𝑐𝑘

[
 
 
 

1 − (
(
𝜀2
𝜁𝜀0

− 1)

(
2
𝜁 − 1)

)

2

]
 
 
 

 (20b) 

Como mostrado na equação 

anterior, assim como no MCFT é 

necessário incorporar um coeficiente 𝜁 na 

tensão de compressão, sendo o mesmo 

expresso por Eq. (21), Figura 2. 

𝜁 =
0,9

√1 + 600𝜀1
 (21) 

Assim como para o MCFT, o RA-

STM foi utilizada a mesma relação 

proposta pela Eq. (11) para o aço em tração 

ou compressão. 

PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO  

Nessa seção são discutidos pontos 

adicionais da concepção implementada 

para a solução do problema, entre eles: a 

formulação para carregamento 

proporcional, o Modelo de Treliça Linear 

de Mohr-Coulomb – MCTM e o 

procedimento de solução não-linear, 

conforme proposto por Silva e Horowitz 

(2015). 

Carregamento proporcional 

O carregamento proporcional 

refere-se a uma condição em que a relação 

entre os esforços solicitantes permanece 

constante independentemente do estado de 

tensão ao qual o elemento é submetido 

(CERQUIDO, 2017). 

Assim sendo, é possível relacionar 

os esforços de membrana aplicados nos 

elementos de concreto armado com a 

tensão principal de tração (𝜎1) por meio de 

constantes de proporcionalidade (𝑚𝑥, 𝑚𝑦 e 

𝑚𝑥𝑦), como mostram as Eqs. (22), (23) e 

(24). 
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𝑚𝑥 =
𝜎𝑥
𝜎1

 (22) 

  

𝑚𝑦 =
𝜎𝑦

𝜎1
 (23) 

  

𝑚𝑥𝑦 =
𝜏𝑥𝑦

𝜎1
 (24) 

  

A partir do círculo de Mohr pode-se 

obter a tensão principal de tração de acordo 

com a Eq. (25): 

𝜎1 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
+ √(

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
)
2

+ 𝜏𝑥𝑦2 (25) 

  

Ao substituir as constantes de 

proporcionalidade nas equações de 

equilíbrio dadas pela Eq. (3), obtém-se: 

𝑚𝑥𝜎1 − 𝜌𝑥𝑓𝑥 = 𝜎𝑐2𝑐² + 𝜎𝑐1𝑠² (26) 
  

𝑚𝑦𝜎1 − 𝜌𝑦𝑓𝑦 = 𝜎𝑐2𝑠² + 𝜎𝑐1𝑐² (27) 

  

𝑚𝑥𝑦𝜎1 = −𝜎𝑐2𝑠𝑐 + 𝜎𝑐1𝑠𝑐   (28) 

Combinando as equações Eq. (26) 

Eq. (27) e Eq. (28), é possível encontrar a 

seguinte equação quadrática:  

(𝑚𝑥𝜎1 − 𝜌𝑥𝑓𝑥)(𝑚𝑦𝜎1 − 𝜌𝑦𝑓𝑦)

= (𝑚𝑥𝑦𝜎1)² + 𝜎𝑐2𝜎𝑐1 
(29) 

Com base na Eq. (30) pode ser 

obtida a solução da Eq. (29), sendo os 

coeficientes S, B e C são calculados 

segundo as Eqs. (31), (32) e (33). 

𝜎1 =
1

2𝑆
(𝐵 ± √𝐵2 − 4𝑆𝐶) (30) 

  

𝑆 = 𝑚𝑥𝑚𝑦 −𝑚𝑥𝑦
2 (31) 

  

𝐵 = 𝑚𝑥𝜌𝑦𝑓𝑦 +𝑚𝑦𝜌𝑥𝑓𝑥   (32) 

  

𝐶 = 𝜌𝑦𝑓𝑦𝜌𝑥𝑓𝑥 − 𝜎𝑐2𝜎𝑐1 (33) 

Essa solução é conhecida na 

literatura para análises via RA-STM, sendo 

apresentada em Hsu e Mo (2010), Silva e 

Horowitz (2015) e em Silva (2016). 

Contudo, como nesse trabalho também é 

utilizado o MCFT, a componente 𝜎𝑐1 foi 

considerada, assim, a solução foi 

expandida para abranger também situações 

em que há enrijecimento à tração. Com 

isso, o parâmetro 𝐶, que era definido como 

o produto das tensões no aço pelas taxas de 

armadura, passou a receber também a 

subtração do produto das tensões principais 

no concreto (𝜎𝑐1 e 𝜎𝑐2). 

Modelo de Treliça Linear de Mohr-

Coulomb – MCTM 

O MCTM (Mohr Compatibility 

Truss Model) é o modelo que será utilizado 

para realizar a estimativa inicial dos 

parâmetros 𝜀𝑥 e 𝜀𝑦, de forma a facilitar a 

convergência dos resultados. Assim como 

o MCFT e RA-STM, o modelo de treliça 

elástico linear se baseia nos mesmos três 

princípios da mecânica das estruturas. 

Além disso, pode ser usado mesmo para 

carregamentos próximos ao início do 

escoamento da armadura e para cargas de 

serviço. 

A diferença entre o MCTM às 

demais teorias é que nele o efeito do 

amolecimento do concreto é 

desconsiderado, assim como a resistência à 

tração do concreto, e é adotado como 

relação constitutiva para o concreto em 

compressão e aço um comportamento 

linear elástico perfeito, conforme mostram 

as Eqs. (34) e (35).  

𝑓
𝑠
= 𝐸𝑠𝜀𝑠 (34) 

  

𝜎𝑐2 = 𝐸𝑐𝜀2 (35) 

Para realizar o procedimento de 

solução, são necessárias algumas equações 

adicionais como relações trigonométricas, 

a equação não-linear resolvida na 

estimativa inicial e o sistema de equações 

não-lineares, conforme Silva e Horowitz 

(2015). Com isso, esses tópicos serão 

apresentados a seguir resumidamente. 
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Equações adicionais 

A partir do uso das equações de 

compatibilidade (Eq. 3) juntamente com as 

relações trigonométricas apresentadas a 

seguir nas Eqs. (36) a (38), é possível 

definir o ângulo 𝛼1 por meio das 

deformações nos sistemas  𝑥 − 𝑦 e 1−2. 

𝑠𝑒𝑛2(𝛼1) =
𝜀𝑥 − 𝜀2
𝜀1 − 𝜀2

 (36) 

  

𝑐𝑜𝑠2(𝛼1) =
𝜀𝑦 − 𝜀2

𝜀1 − 𝜀2
 (37) 

  

Ao utilizar essas relações, o ângulo 

𝛼1 é eliminado das equações de equilíbrio 

e assim o procedimento alcança melhor 

estabilidade numérica. Após encontrar a 

solução, o ângulo 𝛼1 pode ser determinado 

por meio da Eq. (38). 

𝛼1 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√
𝜀𝑥 − 𝜀2
𝜀𝑦 − 𝜀2

) (38) 

Reescrevendo a Eq. (28) em função 

de 𝜎𝑐2 e substituindo nas Eqs. (26) e (27), 

pode-se obter: 

𝑓
𝑥
=
𝑚𝑥 +𝑚𝑥𝑦𝑐𝑜𝑡(𝛼1)

𝜌𝑥
𝜎1 (39) 

  

𝑓
𝑦
=
𝑚𝑦 +𝑚𝑥𝑦𝑡𝑎𝑛(𝛼1)

𝜌𝑦
𝜎1 (40) 

  

𝜎2 =
− 𝑚𝑥𝑦

𝑠𝑒𝑛(𝛼1)𝑐𝑜𝑠(𝛼1)
𝜎1 (41) 

Combinando essas equações de 

equilíbrio com as relações constitutivas 

elástico-lineares apresentadas nas Eqs. (34) 

e (35), obtém-se: 

𝜀𝑥 =
𝑚𝑥 +𝑚𝑥𝑦𝑐𝑜𝑡(𝛼1)

𝐸𝑠𝜌𝑥
𝜎1 (42) 

  

𝜀𝑦 =
𝑚𝑦 +𝑚𝑥𝑦𝑡𝑎𝑛(𝛼1)

𝐸𝑠𝜌𝑦
𝜎1 (43) 

  

𝜀2 =
− 𝑚𝑥𝑦

𝐸𝑠𝑠𝑒𝑛(𝛼1)𝑐𝑜𝑠(𝛼1)
𝜎1 (44) 

Assim, a partir da Eq. (38), é 

possível obter a equação não-linear da 

estimativa inicial, Eq. (45), sendo 𝐹1 a 

função utilizada para estimar 𝛼1. 

𝐹1 =
𝜀𝑥  −  𝜀2
𝜀𝑦  −  𝜀2

 − 𝑡𝑎𝑛2(𝛼1) = 0 (45) 

Após determinar 𝛼1 como solução 

da equação acima, pode-se calcular as 

deformações 𝜀𝑥, 𝜀𝑦 e 𝜀2 e utilizá-las como 

estimativa inicial para a solução do sistema 

de equações não-lineares resolvido no 

procedimento em questão. 

Solução do sistema não-lineares  

Pode-se obter o vetor que 

representa o sistema de equações não 

lineares de equilíbrio que é resolvido 

durante o procedimento de solução 

utilizado, mostrado na Eq. (46), 

combinando as Eqs. (26) e (27), que 

representa equações de equilíbrio. 

𝐹2 = 

{
𝜎𝑐2

𝜀𝑦−𝜀2

𝜀1−𝜀2
−𝑚𝑥𝜎1 + 𝜌𝑥𝑓𝑥 + 𝜎𝑐1

𝜀𝑥−𝜀2

𝜀1−𝜀2

𝜎𝑐2
𝜀𝑥−𝜀2

𝜀1−𝜀2
−𝑚𝑦𝜎1 + 𝜌𝑦𝑓𝑦 + 𝜎𝑐1

𝜀𝑦−𝜀2

𝜀1−𝜀2

}  

= {
0
0
} 

(46) 

  

No processo de solução por meio 

da equação acima, duas variáveis 

primárias foram selecionadas, sendo essas 

as duas deformações dos aços 𝜀𝑥 e 𝜀𝑦, e 

normalizando seus valores por mil (10−3) 

para evitar problemas numéricos. 

Algoritmo de solução 

O problema a ser resolvido consiste 

em encontrar a solução do sistema de duas 

equações não-lineares de duas incógnitas, 

Eq. (46), tanto para o MCFT quanto para o 

RA-STM, em que as estimativas iniciais 

das duas deformações 𝜀𝑥 e 𝜀𝑦 são 

determinadas utilizando o MCTM, 

conforme Silva (2016). 

Dessa forma, as solicitações 

externas aplicadas no elemento (𝜎𝑥 ,
𝜎𝑦 𝑒 𝜏𝑥𝑦) são conhecidas e pretende-se 

estimar o comportamento do painel para
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tensões proporcionais às informadas, 

incrementando o valor de 𝜀2, resolvendo o 

sistema não-linear para cada caso.  

O processo iterativo é iniciado 

então pelo cálculo das tensões/ 

deformações 𝜇𝜎𝑥, 𝜇𝜎𝑦 𝑒 𝜇𝜏𝑥𝑦 utilizando o 

MCTM, onde é aplicado um fator redutor 

de escala 𝜇 = 10−3 para garantir que a 

estimativa seja próxima do regime elástico. 

Devido à essa linearidade do modelo, é 

possível calcular os valores iniciais de 𝜀𝑥, 

𝜀𝑦 e 𝜀2, Eq. (45). 

Já para as iterações posteriores, 

soma-se ao 𝜀2 um incremento de 

deformação Δ𝜀2 e como ponto inicial para 

a solução do sistema de equações novo são 

utilizados os resultados obtidos 

anteriormente. Assim, o processo se repete, 

para a Eq. (46), até a deformação 𝜀2 ser 

superior ao limite 𝜁𝜀0, o número máximo 

de pontos calculados (𝑛𝑚á𝑥) ser atingido 

ou o critério de parada ser atingido, Eq. 

(12) e (15) a (17). Por fim, a partir desse 

procedimento é possível calcular o 

comportamento pré-pico da estrutura. 

METODOLOGIA 

Para estudar o comportamento de 

membranas em concreto armado pelos 

métodos do MCFT e RA-STM, foi 

desenvolvida uma ferramenta em 

linguagem Python, na qual o código 

produzido se encontra em anexo, 

implementada por meio de um notebook 

colaborativo do Google Colab (Google, 

2023). Os cálculos implementados 

seguiram as equações mencionadas 

anteriormente e as saídas numéricas foram 

arredondadas para duas casas decimais. 

Com relação às bibliotecas 

utilizadas, tem-se o NumPy (Python, 

2023), o SciPy (SciPy, 2023) e o 

Matplotlib (Matplotlib Development 

Team, 2023). O NumPy fornece suporte 

para manipular conjuntos de dados e 

funções para realizar operações 

matemáticas eficientes, possuindo desde 

operações aritméticas básicas até funções 

trigonométricas, exponenciais e 

logarítmicas, por exemplo. Já o SciPy 

oferece uma ampla variedade de 

funcionalidades com destaque para 

computação científica avançada, incluindo 

módulos para otimização, processamento 

de sinais, interpolação, entre outros.  Por 

fim, o Matplotlib possibilita a criação de 

gráficos, histogramas, diagramas de 

dispersão e outras formas de melhor 

visualizar dados em Python. 

Para desenvolver a interface 

gráfica, foi utilizado o PySimpleGUI 

(PySimpleGUI, 2023), sendo uma 

biblioteca que permite criar com facilidade 

janelas, botões, caixas de texto entre outros 

elementos. 

Uma vez aplicado o procedimento 

em linguagem Python, os resultados 

obtidos foram comparados entre os 

modelos do MCFT e RA-STM para os 

exemplos de validação do programa 

presentes na literatura. 

EXEMPLOS DE ANÁLISE 

Para a validação do programa, os 

exemplos de análise vão ser divididos em 

tópicos conforme a bibliografia de 

referência em: Exemplo 1, baseado nos 

estudos de Hsu e Mo (2010), Silva e 

Horowitz (2015) e em Silva (2016); 

Exemplo 2, baseado nos estudos de 

Vecchio e Collins (1986). 

 

Exemplo 1 

Para o primeiro problema tem-se os 

dados iniciais apresentados a seguir, para 

um elemento de concreto armado 

submetido a esforços de membrana, em 

que os resultados obtidos são comparados 

com os dados da análise na literatura por 

meio das Figuras 7, 8, 9, 10, 11, 12 e 

Tabelas 1 e 2: 

• Taxas de armadura: 

𝜌𝑥 = 1,03%; 𝜌𝑦  =  1,03% 

 

• Propriedades mecânicas dos aços: 

𝐸𝑠 = 200 𝐺𝑃𝑎; 𝑓𝑥𝑦 = 413 𝑀𝑃𝑎; 

𝑓𝑦𝑦 = 413 𝑀𝑃𝑎 

 

• Propriedades mecânicas do 

concreto:
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𝐸𝑐 = 24,8 𝐺𝑃𝑎;  𝑓𝑐𝑘 = 27,6 𝑀𝑃𝑎; 

𝜀𝑐0 = −2 × 10−3 

 

• Solicitações externas: 

𝜏𝑥𝑦 = −3,69 𝑀𝑃𝑎; 

𝜎𝑥 = 2,13 𝑀𝑃𝑎; 𝜎𝑦 = −2,13 𝑀𝑃𝑎 

 

Inicialmente, para o RA-STM é 

verificada a curva tensão-deformação do 

concreto comprimido. A Figura 7 compara 

os valores obtidos no procedimento (curva 

tracejada) com os resultados de Hsu e Mo 

(2010) e Silva e Horowitz (2015). Com 

isso, pode-se observar uma grande 

proximidade entre os dados da literatura e 

as respostas do algoritmo em questão.  

Já utilizando o MCFT, o gráfico 

obtido, mostrado na Figura 8, diferiu. Esse 

fato é atribuído à diferença entre o modelo 

do concreto comprimido no MCFT e no 

RA-STM, Figura 2.  

  

Figura 7 – Curvas tensão-deformação do concreto em compressão pelo RA-STM 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Figura 8 – Curvas tensão-deformação do concreto em compressão pelo MCFT 

 
Fonte: A autora, 2023. 
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O estudo também analisou a 

variação do ângulo (𝛼1), em relação à 

deformação principal de compressão do 

concreto (𝜀2), para o RA-STM e MCFT, 

conforme as Figuras 9 e 10.  Novamente as 

curvas obtidas apresentaram respostas 

semelhantes, em que o ângulo tendeu a ser 

constante nos trechos inicial e final da 

curva, para o RA-STM. Para o MCFT 

pode-se perceber novamente um valor 

maior para a deformação principal do 

concreto. 

 

Figura 8 – Curvas do comportamento do ângulo variável pelo RA-STM 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Figura 10 – Curvas do comportamento do ângulo variável pelo MCFT 

 
Fonte: A autora, 2023.

Por fim, pode-se observar nas 

Figuras 11 e 12 a tensão de cisalhamento 

𝜏𝑥𝑦 em função da deformação de corte 𝛾𝑥𝑦. 

Em ambas as curvas houve um 

comportamento linear e posteriormente um 

encurvamento gradual após o escoamento 

até atingir a resistência de pico. De acordo 

com a Figura 12, o gráfico para o MCFT 

apresentou resultados da tensão de 

cisalhamento inferiores ao RA-STM, isso 

se dá possivelmente devido às equações de 

amolecimento e do concreto comprimido
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adotadas. 

As Tabelas 1 e 2 resumem alguns 

dos valores da resposta calculada para o 

exemplo em questão, sendo geradas 

automaticamente pelo código e podendo 

ser armazenadas no computador em 

formato de planilha eletrônica.

 

Figura 11 – Curvas tensão-deformação de cisalhamento pelo RA-STM 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Figura 12 – Curvas tensão-deformação de cisalhamento pelo MCFT 

 
Fonte: A autora, 2023. 
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Tabela 1 – Resposta prevista para o Exemplo 1 pelo RA-STM 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Tabela 2 – Resposta prevista para o Exemplo 1 pelo MCFT 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Exemplo 2 

Para o problema em questão, 

considerando também um elemento de 

concreto armado submetido a esforços de 

membrana, tem-se os seguintes dados 

iniciais, em que a comparação dos 

resultados com os dados da análise na 

literatura é ilustrada por meio das Figuras 

13, 14 e Tabelas 3 e 4: 

 

• Taxas de armadura: 

𝜌𝑥 = 1,79%; 𝜌𝑦  =  0,89% 

 

• Propriedades mecânicas dos aços: 

𝐸𝑠 = 210 𝐺𝑃𝑎; 𝑓𝑥𝑦 = 460 𝑀𝑃𝑎; 

𝑓𝑦𝑦 = 297 𝑀𝑃𝑎 

 

• Propriedades mecânicas do 

concreto: 

𝐸𝑐 = 21,8 𝐺𝑃𝑎; 𝑓𝑐𝑘 = 19,6 𝑀𝑃𝑎; 

𝜀0 = −1.8 × 10−3 

 

• Solicitações externas: 

𝜏𝑥𝑦 = 1𝑀𝑃𝑎; 

𝜎𝑥 = 0 𝑀𝑃𝑎; 𝜎𝑦 = 0 𝑀𝑃𝑎 

εX εY εc2 εc1 fsx fsy σc2 σc1 γxy τxy

0,034 0,019 0,004 0,057 6,882 3,721 0,004 0,000 0,059 0,053

0,377 0,204 0,044 0,625 75,380 40,734 0,043 0,000 0,646 0,578

0,708 0,382 0,084 1,175 141,646 76,488 0,081 0,000 1,216 1,085

1,026 0,554 0,124 1,703 205,195 110,709 0,118 0,000 1,765 1,572

1,328 0,716 0,164 2,208 265,654 143,189 0,153 0,000 2,292 2,034

1,614 0,869 0,204 2,686 322,732 173,763 0,185 0,000 2,793 2,471

1,882 1,012 0,244 3,138 376,162 202,346 0,216 0,000 3,268 2,879

2,376 1,194 0,284 3,853 412,972 238,708 0,243 0,000 3,965 3,216

3,575 1,473 0,324 5,371 413,014 294,547 0,264 0,000 5,293 3,387

4,752 1,699 0,364 6,815 413,019 339,826 0,281 0,000 6,497 3,509

5,822 1,878 0,404 8,104 413,023 375,340 0,294 0,000 7,538 3,597

6,760 2,027 0,444 9,231 413,027 401,465 0,304 0,000 8,438 3,658

7,753 2,264 0,484 10,501 413,031 412,752 0,308 0,000 9,515 3,684

8,618 2,524 0,524 11,666 413,034 413,007 0,308 0,000 10,558 3,684

9,078 2,651 0,564 12,293 413,036 413,010 0,308 0,000 11,135 3,684

9,244 2,679 0,604 12,527 413,037 413,010 0,308 0,000 11,372 3,684

εX εY εc2 εc1 fsx fsy σc2 σc1 γxy τxy

0,034 0,018 0,004 0,056 6,808 3,644 0,004 0,002 0,058 0,053

0,378 0,204 0,044 0,626 75,569 40,811 0,043 0,001 0,647 0,580

0,714 0,386 0,084 1,183 142,785 77,103 0,082 0,001 1,224 1,095

0,973 0,523 0,124 1,620 194,530 104,671 0,112 0,001 1,685 1,490

1,201 0,644 0,164 2,009 240,191 128,811 0,138 0,001 2,100 1,838

1,406 0,752 0,204 2,362 281,228 150,351 0,161 0,001 2,481 2,150

1,593 0,849 0,244 2,686 318,579 169,820 0,182 0,001 2,834 2,434

1,765 0,938 0,284 2,986 352,886 187,584 0,202 0,001 3,164 2,694

1,925 1,020 0,324 3,269 384,433 203,950 0,220 0,001 3,477 2,933

2,112 1,100 0,364 3,577 409,527 220,018 0,235 0,001 3,808 3,134

2,476 1,194 0,404 4,074 413,003 238,892 0,243 0,001 4,291 3,218

2,862 1,282 0,444 4,587 413,011 256,339 0,250 0,001 4,777 3,274

3,238 1,360 0,484 5,082 413,013 271,965 0,256 0,001 5,240 3,321

3,605 1,430 0,524 5,559 413,014 286,057 0,261 0,001 5,681 3,363

3,962 1,494 0,564 6,020 413,016 298,836 0,266 0,001 6,104 3,400

4,308 1,552 0,604 6,464 413,017 310,475 0,270 0,001 6,509 3,432

4,644 1,606 0,644 6,893 413,019 321,112 0,274 0,001 6,898 3,461

4,969 1,654 0,684 7,308 413,020 330,861 0,278 0,001 7,272 3,487

5,284 1,699 0,724 7,707 413,021 339,813 0,281 0,001 7,631 3,510

5,589 1,740 0,764 8,093 413,022 348,046 0,284 0,001 7,977 3,531

5,884 1,778 0,804 8,466 413,024 355,624 0,287 0,001 8,311 3,550

6,168 1,813 0,844 8,825 413,025 362,600 0,289 0,001 8,633 3,567
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Nas Figuras 13 e 14, tem-se 

novamente as curvas da tensão de 

cisalhamento 𝜏𝑥𝑦 em função da 

deformação de corte 𝛾𝑥𝑦. Comparando os 

resultados obtidos pelo RA-STM e MCFT, 

é notável o efeito do enrijecimento do 

concreto à tração considerado no MCFT, 

visto que proporcionou um ganho de 

resistência e rigidez quando comparado ao 

RA-STM. Além disso, com base nessas 

figuras, utilizando o MCFT os resultados 

se mostraram muito próximos aos 

apresentados por Vecchio e Collins (1986), 

contudo, a curva obtida para o RA-STM 

também foi satisfatória. Ademais, as 

curvas do RA-STM e MCFT foram 

interrompidas antes das demais, isso 

aconteceu devido ao critério de parada 

utilizado. 

Por fim, nas Tabelas 3 e 4 

encontram-se resumidos alguns dos valores 

da resposta calculada para esse exemplo.

 

Figura 13 – Curvas tensão-deformação de cisalhamento pelo RA-STM 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Figura 14 – Curvas tensão-deformação de cisalhamento pelo MCFT 

 
Fonte: A autora, 2023. 
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Tabela 3 – Resposta prevista para o Exemplo 4 pelo RA-STM 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Tabela 4 – Resposta prevista para o Exemplo 4 pelo MCFT 

 

 
Fonte: A autora, 2023. 

Interface gráfica 

Para facilitar o uso da ferramenta e 

a visualização dos dados, foi desenvolvida 

uma interface gráfica composta por quatro 

quadros, como mostrada na Figura 6, em 

que a tela foi obtida a partir da inserção das 

informações do Exemplo 1. 

 

 

εX εY εc2 εc1 fsx fsy σc2 σc1 γxy τxy

0,013 0,020 0,004 0,037 2,812 4,144 0,004 0,000 0,041 0,043

0,145 0,214 0,044 0,403 30,426 44,865 0,048 0,000 0,441 0,466

0,272 0,401 0,084 0,757 57,115 84,267 0,090 0,000 0,831 0,876

0,394 0,582 0,124 1,099 82,717 122,119 0,131 0,000 1,209 1,269

0,510 0,754 0,164 1,428 107,101 158,237 0,170 0,000 1,573 1,643

0,620 0,917 0,204 1,740 130,163 192,470 0,206 0,000 1,922 1,998

0,723 1,070 0,244 2,037 151,820 224,700 0,241 0,000 2,254 2,331

0,819 1,214 0,284 2,317 172,009 254,828 0,273 0,000 2,571 2,643

0,909 1,350 0,324 2,583 190,792 282,506 0,303 0,000 2,873 2,930

1,010 1,610 0,364 2,984 212,102 296,965 0,329 0,000 3,294 3,168

1,121 2,027 0,404 3,552 235,403 297,009 0,350 0,000 3,851 3,337

1,215 2,421 0,444 4,079 255,067 297,010 0,368 0,000 4,360 3,474

1,292 2,778 0,484 4,553 271,250 297,012 0,383 0,000 4,813 3,583

1,353 3,088 0,524 4,965 284,170 297,013 0,394 0,000 5,208 3,667

1,400 3,348 0,564 5,312 294,084 297,014 0,403 0,000 5,544 3,730

1,435 3,555 0,604 5,593 301,261 297,015 0,410 0,000 5,823 3,776

1,457 3,709 0,644 5,810 305,980 297,016 0,414 0,000 6,049 3,805

1,469 3,814 0,684 5,967 308,513 297,016 0,417 0,000 6,224 3,821

1,472 3,873 0,724 6,069 309,123 297,016 0,417 0,000 6,354 3,825

εX εY εc2 εc1 fsx fsy σc2 σc1 γxy τxy

0,000 0,000 0,004 0,004 0,000 0,000 0,004 0,087 0,008 0,087

0,000 0,000 0,044 0,044 -0,048 -0,052 0,048 0,948 0,088 0,947

0,101 0,121 0,084 0,305 21,122 25,324 0,091 1,183 0,389 1,483

0,248 0,321 0,124 0,693 52,051 67,481 0,133 1,075 0,814 1,834

0,382 0,514 0,164 1,060 80,267 107,962 0,174 1,010 1,217 2,196

0,476 0,653 0,204 1,333 100,033 137,152 0,203 0,973 1,527 2,462

0,561 0,779 0,244 1,583 117,715 163,568 0,230 0,944 1,814 2,706

0,637 0,894 0,284 1,815 133,735 187,706 0,254 0,921 2,083 2,931

0,707 1,000 0,324 2,030 148,377 209,922 0,277 0,901 2,336 3,139

0,771 1,098 0,364 2,232 161,843 230,482 0,298 0,885 2,576 3,332

0,830 1,189 0,404 2,422 174,287 249,587 0,317 0,870 2,804 3,512

0,885 1,274 0,444 2,603 185,831 267,364 0,335 0,857 3,022 3,680

0,936 1,356 0,484 2,776 196,617 283,556 0,351 0,846 3,233 3,835

0,986 1,458 0,524 2,968 207,082 295,075 0,366 0,834 3,460 3,963

1,037 1,616 0,564 3,217 217,697 296,971 0,375 0,819 3,736 4,040

1,083 1,783 0,604 3,470 227,524 297,007 0,384 0,805 4,014 4,101

1,126 1,945 0,644 3,715 236,468 297,008 0,391 0,793 4,281 4,155

1,165 2,102 0,684 3,951 244,624 297,009 0,398 0,781 4,539 4,204

1,200 2,254 0,724 4,178 252,070 297,009 0,404 0,771 4,787 4,247

1,233 2,400 0,764 4,397 258,876 297,010 0,410 0,762 5,027 4,286

1,262 2,541 0,804 4,608 265,098 297,011 0,415 0,753 5,258 4,321

1,289 2,677 0,844 4,810 270,785 297,011 0,420 0,745 5,482 4,353

1,314 2,807 0,884 5,006 275,979 297,012 0,425 0,738 5,697 4,381

1,337 2,932 0,924 5,193 280,715 297,012 0,429 0,731 5,905 4,407

1,357 3,052 0,964 5,373 285,027 297,013 0,432 0,725 6,106 4,430
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Figura 15 – Interface gráfica do programa computacional 

 
Fonte: A autora, 2023. 

O quadro intitulado “DADOS DE 

ENTRADA” é o local destinado à inserção 

dos dados de entrada que serão 

posteriormente utilizados nos cálculos. Ao 

escolher o modelo desejado e clicar no 

botão “Calcular”, as entradas adicionadas 

são utilizadas nos cálculos mencionados 

anteriormente. Depois, os quadros 

“CURVA TENSÃO-DEFORMAÇÃO DO 

CONCRETO EM COMPRESSÃO”, 

“CURVA DO COMPORTAMENTO DO 

ÂNGULO VARIÁVEL” e “CURVA 

TENSÃO-DEFORMAÇÃO DE 

CISALHAMENTO DO CONCRETO” são 

atualizados com os gráficos obtidos e é 

gerada uma tabela com o resumo dos 

resultados de alguns dos parâmetros 

calculados, podendo esta ser armazenada 

no computador ao clicar no botão “Baixar 

Tabela Gerada”. Por fim, o botão “Apagar 

entradas” deleta todas as informações da 

tela. 

 

CONCLUSÕES 

 

Pode-se concluir que o 

procedimento apresentado se mostrou 

como uma alternativa viável para a análise 

de painéis de concreto armado submetidos 

a esforços de membrana, visto que obteve, 

para os dois modelos utilizados, uma boa 

concordância com os resultados de análises 

previamente documentadas na literatura 

científica.  

Além disso, o programa apresenta a 

vantagem de possibilitar o teste rápido de 

várias combinações de propriedades dos 

materiais afim de determinar a opção mais 

eficaz. 

Por fim, a introdução de uma 

interface gráfica direta e intuitiva 

proporciona ao usuário uma melhor 

visualização e manipulação dos dados, 

dispensando a necessidade de realizar 

modificações frequentes no código fonte. 
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