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Resumo

Este trabalho tem como propósito fazer um breve estudo sobre a geometria diferencial
de superfícies em R3, com objetivo de demonstrar o teorema de Gauss-Bonnet em sua
versão local e global. Este relevante resultado relaciona a geometria e a topologia de
superfícies em R3 e tem consequências bastante interessantes. Através dele, é possível dar
uma resposta para um antigo problema de determinar se o quinto postulado de Euclides é
um axioma ou um teorema. Na verdade, o que se obtém é que não há prejuízo em se negar
o quinto postulado, isto é, supor que possa existir mais de uma ou nenhuma reta paralela
a uma reta r passando por um ponto p fora de r. O que se encontra são "admiráveis
mundos novos" que possuem geometrias distintas da Euclidiana.

Palavras-Chave: Geometria Diferencial; Superfície regular; Gauss-Bonnet.



Abstract

The purpose of this work is to make a brief study on the differential geometry of surfaces
in R3, with the objective of demonstrating the Gauss-Bonnet theorem in its local and
global version. This relevant result relates the geometry and topology of surfaces in R3

and has very interesting consequences. Through it, it is possible to give an answer to an
ancient problem of determining whether Euclid’s fifth postulate is an axiom or a theorem.
In fact, what is obtained is that there is no harm in denying the fifth postulate, that is, to
suppose that there may be more than one or no parallel line to a line r passing through a
point p outside of r. What is found are "brave new worlds"that have different geometries
from the Euclidean one.

KeyWords: Differential Geometry; Regular Surfaces; Gauss-Bonnet.
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Introdução

Um dos problemas mais importantes na história da geometria foi, com certeza, deter-
minar se o quinto postulado de Euclides, "de um ponto fora de uma reta se pode traçar
no plano uma única reta que prolongada indefinidamente não encontra a primeira", era
ou não independente dos outros postulados. Já era conhecido na época de Gauss que se o
quinto postulado fosse dependente dos outros postulados, então este fato era equivalente
a soma dos ângulos internos de um triângulo ser π. Em seu importante trabalho publi-
cado em 1827 intitulado "General Investigations of Curved Surfaces" Gauss trouxe dois
importantes resultados: o primeiro, dizia que a curvatura Gaussiana de uma superfície
S, definida por ele como o determinante da matriz da diferencial da aplicação normal, o
qual coincidia com o produto das curvaturas principais definidas anteriormente por Euler,
dependia apenas da primeira forma fundamental, ou seja, da maneira de medir compri-
mentos em S. O segundo, que a soma dos ângulos internos de um triângulo formado
por geodésicas, que são a grosso modo as "retas" nessa superfície, diferia de π por uma
expressão a qual dependia da área do triângulo e da curvatura de S. Mais tarde, O.
Bonnet estendeu o resultado de Gauss, a uma região limitada por uma curva simples não
geodésica.

Este trabalho tem como objetivo o estudo e a compreensão desses resultados, com
ênfase no segundo que é conhecido como o teorema de Gauss-Bonnet. No Capítulo 1,
estudaremos alguns conceitos preliminares necessários para a compreensão dos capítulos
seguintes. Neste, abordaremos além de outros conceitos, o de diferencial de uma aplicação
e a primeira forma fundamental. O Capítulo 2 é dedicado a definição da aplicação normal
de Gauss e curvaturas Gaussiana e média. Nele estudaremos a segunda forma fundamental
e sua interpretação em termos da curvatura normal, a Seção 2.3 é dedicada a escrever os
cálculos das curvaturas descritas acima para algumas classes de superfícies. No Capítulo
3 abordaremos a geometria intrínseca de superfícies, onde demonstraremos o teorema
egregium de Gauss, que afirma que a curvatura Gaussiana é invariante por isometrias
locais. Abordaremos também o conceito de transporte paralelo e geodésicas. Por fim,
no Capítulo 4, estudaremos o teorema de Gauss-Bonnet em sua versão local e global e
algumas aplicações deste teorema.
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Capítulo 1

Superfícies Regulares

1.1 Preliminares

Nesta seção, faremos o estudo de alguns conceitos que serão relevantes para o nosso
trabalho.

Definição 1. Uma curva parametrizada diferenciável α : I −→ R3, definida em um
intervalo I, é chamada regular se α′(t) 6= 0 ∀t ∈ I.

Definição 2. Seja α : I −→ R3 uma curva parametrizada diferenciável. Dizemos que α
é parametrizada pelo comprimento de arco se ||α′(t)|| = 1 para todo t ∈ I.

Definição 3. Seja F : U ⊂ Rn −→ Rm uma aplicação diferenciável. Para cada p ∈ U
definimos uma aplicação linear dFp : Rn −→ Rm que é chamada a diferencial de F em
p da seguinte forma: sejam w ∈ Rn e α : (−ε, ε) −→ U uma curva diferenciável tal que
α(0) = p e α′(0) = w. Pela regra da cadeia, a curva β = F ◦ α : (−ε, ε) −→ Rm também
é diferenciável. Então (Figura 1.1),

dFp(w) = β′(0).

Figura 1.1: Esquema da definição de diferencial.

Fonte: Autoria própria.
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Proposição 1. A definição acima para dFp independe da escolha da curva que passa por
p com vetor tangente w, e dFp, é de fato uma aplicação linear.

Demonstração. Com o intuito de simplificar a notação trabalharemos com o caso F : U ⊂
R2 −→ R3, o leitor não terá problemas em estender o argumento para o caso geral. Sejam
e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) a base canônica de R2 com coordenadas (u, v) e f1 = (1, 0, 0),
f2 = (0, 1, 0), f3 = (0, 0, 1) a base canônica de R3 com coordenadas (x, y, z). Então,
podemos escrever α(t) = (u(t), v(t)), t ∈ (−ε, ε),

α′(0) = w = u′(0)e1 + v′(0)e2,

Seja F (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), e

β(t) = F ◦ α(t) = F (u(t), v(t)) = (x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(t))).

Daí, usando a regra da cadeia em t = 0, temos

β′(0) =

(
∂x

∂u

du

dt
+
∂x

∂v

dv

dt

)
f1 +

(
∂y

∂u

du

dt
+
∂y

∂v

dv

dt

)
f2 +

(
∂z

∂u

du

dt
+
∂z

∂v

dv

dt

)
f3

=



∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v
∂z

∂u

∂z

∂v




du

dt
dv

dt

 = dFp(w).

Isso mostra que dFp é representada nas bases canônicas de R2 e R3, por uma matriz que
depende apenas das derivadas parciais em p das funções coordenadas x,y e z de F . Logo,
dFp é uma aplicação linear e não depende da escolha da curva α.

1.2 Superfície Regular

Definição 4. Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superfície regular se para cada p ∈ S, existe
uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação x : U −→ V ∩ S de um aberto U de R2

sobre V ∩ S ⊂ R3 tal que, (Figura 1.2)
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Figura 1.2: Uma parametrização de S.

Fonte: Autoria própria.

1. x é diferenciável, ou seja, se

x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) (u, v) ∈ U.

então as funções componentes de x possuem derivadas parciais contínuas de todas
as ordens em U .

2. x é um homeomorfismo, isto é, x é contínua e tem inversa x−1 : V ∩ S −→ U

contínua.

3. Para todo q ∈ U a diferencial dxq : R2 −→ R3 é injetiva (Condição de regularidade).

A aplicação x é chamada parametrização local ou sistema de coordenadas locais em uma
vizinhança V ∩S de p, e tal vizinhança é chamada vizinhança coordenada. Com o objetivo
de expressar a condição 3 de forma mais clara, iremos calcular a matriz da aplicação linear
dxq nas bases canônicas de R2 e R3 dada por {e1, e2} e {f1, f2, f3} respectivamente. Seja
q = (u0, v0) ∈ R2 e e1 vetor tangente a curva α(t) = (u0 + t, v0), com α(0) = (u0, v0) e
α′(0) = (1, 0) = e1. A imagem de α por x é

β(t) = x ◦ α(t) = (x(α(t)), y(α(t)), z(α(t)))

β(t) = x(u0 + t, v0) = (x(u0 + t, v0), y(u0 + t, v0), z(u0 + t, v0)).

Derivando β(t) com relação a t, obtemos

β′(t) =

(
∂x

∂u

du

dt
+
∂x

∂v

dv

dt
,
∂y

∂u

du

dt
+
∂y

∂v

dv

dt
,
∂z

∂u

du

dt
+
∂z

∂v

dv

dt

)
=

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
.
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Figura 1.3: Curvas coordenadas em S.

Fonte: CARMO, 2005, P. 63.

A curva β(t) é chamada curva coordenada v = v0, está em S e tem em x(q) o vetor
tangente (Figura 1.3)

β′(0) =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
=
∂x

∂u

onde as derivadas são calculadas em (u0, v0) e o vetor β′(0) é indicado pelas suas compo-
nentes na base {f1, f2, f3}. Assim, pela definição de diferencial, temos,

dxq(e1) =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
=
∂x

∂u
.

De modo análogo, para a curva coordenada u = u0, temos

dxq(e2) =

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
=
∂x

∂v
.

Por fim, a matriz da aplicação linear dxq, também chamada de matriz Jacobiana, com
relação a essas bases será dada por

dxq =



∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v
∂z

∂u

∂z

∂v

 .

Por comodidade denotaremos
∂x

∂u
por xu e

∂x

∂v
por xv.

Como a condição 3 pede que a diferencial dxq seja injetiva, então esta aplicação deve
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ter posto 2, isso significa que os vetores xu e xv são linearmente independentes. Assim
para saber se a diferencial é injetiva basta verificar que os determinantes não se anulam
simultaneamente, isto é, um dos determinantes abaixo seja diferente de zero em q = (u, v),
∀q ∈ U .

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∂(y, z)

∂(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂y

∂u

∂y

∂v
∂z

∂u

∂z

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∂(x, z)

∂(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂z

∂u

∂z

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ .
Note que a condição 2 exclui a possibilidade de auto-intersecções em superfícies regulares.

Exemplo 1. A esfera unitária S2 = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1} é uma superfície
regular.

Com efeito, seja x : U ⊂ R2 −→ R3 dada por

x = (u, v,+
√

1− (u2 + v2)) (u, v) ∈ U

onde R2 = {(u, v, z) ∈ R3; z = 0} e U = {(u, v) ∈ R2;u2 + v2 < 1}. Iremos mostrar que
x é uma parametrização de S2 que cobre o hemisfério norte da esfera unitária (menos o
equador). Note que,

∂x

∂u
= 1,

∂x

∂v
= 0,

∂y

∂u
= 0,

∂y

∂v
= 1,

∂z

∂u
=

−u√
1− (u2 + v2)

,
∂z

∂v
=

−v√
1− (u2 + v2)

.

Como u2 + v2 < 1 então x têm derivadas parciais contínuas de todas as ordens, logo a
condição 1 é satisfeita.
Observe que a matriz da aplicação linear dx(u,v) é dada por

dx(u,v) =


1 0

0 1
−u√

1− (u2 + v2)

−v√
1− (u2 + v2)

 .

Assim, podemos perceber que
∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ = 1, com isso concluímos que a matriz dx(u,v) tem

posto 2, logo a condição 3 também é satisfeita.
Por fim, para verificar a condição 2, perceba que x : U −→ x(U) é bijetiva, pois um
ponto (u, v) ≡ (u, v, 0) no disco aberto de raio 1 no plano uv tem no ponto em R3 acima
do plano uv uma altura z =

√
1− (u2 + v2). Assim, concluímos que x−1 é a restrição
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Figura 1.4: Conjunto coberto pela parametrização x.

Fonte: Autoria própria.

da projeção π(u, v, z) = (u, v) ao conjunto x(U). Logo, x−1 é contínua em x(U) (Figura
1.4).
Agora, cobriremos a esfera usando parametrizações similares que juntamente com x co-
brem inteiramente S2 (Figura 1.5). Observe que precisaremos de 6 parametrizações desse
tipo para cobrir toda a esfera.

Figura 1.5: Parametrizações locais da esfera.

Fonte: NUNES, 2010, p. 10.

x1(u, v) = (u, v,−
√

1− (u2 + v2)), (u, v) ∈ U = {(u, v) ∈ R2;u2 + v2 < 1},

x2(u, z) = (u,+
√

1− (u2 + z2), z), (u, z) ∈ U = {(u, z) ∈ R2;u2 + z2 < 1},

x3(u, z) = (u,−
√

1 + (u2 + z2), z), (u, z) ∈ U = {(u, z) ∈ R2;u2 + z2 < 1},



Capítulo 1. Superfícies Regulares 18

x4(v, z) = (+
√

1− (v2 + z2), v, z), (v, z) ∈ U = {(v, z) ∈ R2; v2 + z2 < 1},

x5(v, z) = (−
√

1− (v2 + z2), v, z), (v, z) ∈ U = {(v, z) ∈ R2; v2 + z2 < 1}.

Mostramos assim que S2 é uma superfície regular.
No que segue enunciaremos duas proposições que garantem que algumas classes de con-
juntos são superfícies regulares e demonstraremos o primeiro deles.

Proposição 2. Se f : U −→ R é uma função diferenciável em um conjunto aberto U
de R2, então o gráfico de f , isto é, o subconjunto de R3 dado por (x, y, f(x, y)) para
(x, y) ∈ U , é uma superfície regular.

Demonstração. A demonstração é relativamente simples. É necessário verificar que a
aplicação x : U −→ R3 dada por x(u, v) = (u, v, f(u, v)), com (u, v) ∈ U , é uma para-
metrização do gráfico de f . Note que, x é diferenciável, visto que, as derivadas parciais
das funções componentes de x são contínuas (f é diferenciável e consequentemente é
contínua). Observe que,

∂x

∂u
= 1,

∂x

∂v
= 0,

∂y

∂u
= 0,

∂y

∂v
= 1,

∂z

∂u
= fu(u, v),

∂z

∂v
= fv(u, v),

com isso a matriz da aplicação linear dx(u,v) é dada por

dx(u,v) =

 1 0

0 1

fu(u, v) fv(u, v)

 ,

e a condição 3 é satisfeita, pois
∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ = 1. Finalmente, observe que cada ponto (x, y, z)

do gráfico é a imagem por x de um único ponto (u, v) ∈ U . Assim, x é bijetiva, e como
x−1 é a restrição ao gráfico de f da projeção π(u, v, z) = (u, v) concluimos que x−1 é
contínua. Portanto, x é uma parametrização do gráfico de f e com isso podemos concluir
que todo gráfico de uma função diferenciável f : U −→ R, sendo U conjunto aberto do
R2, é uma superfície regular.

Definição 5. Diremos que a é valor regular de uma função diferenciável f : U ⊂ Rn −→ R
se a diferencial dfp é sobrejetiva ∀ p ∈ f−1(a), a imagem inversa de a por f , isto é o
conjunto

f−1(a) = {p ∈ Rn; f(p) = a} .



Capítulo 1. Superfícies Regulares 19

Observe que se f : U ⊂ Rn −→ R, a diferencial dfp : Rn −→ R é um funcional linear, isto
é, uma aplicação linear de um espaço vetorial em um corpo. Sua matriz é dada por

dfp =

[
∂f(p)

∂x1

· · · ∂f(p)

∂xn

]
1×n

,

e como a dimensão da imagem é 1, então dfp ou é sobrejetiva ou é nula.

Proposição 3. Se f : U −→ R é uma função diferenciável e a ∈ f(U) é um valor regular
de f , então f−1(a) é uma superfície regular em R3.

Demonstração. Seja p = (x0, y0, z0) um ponto de f−1(a). Como a é um valor regular de
f , podemos admitir que fz 6= 0 em p. Definindo a aplicação F : U ⊂ R3 → R3 por
F (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)), e indicaremos por (u, v, t) as coordenadas de um ponto do
R3 onde F toma seus valores. A diferencial de F em p é dada por,

dFp =

 1 0 0

0 1 0

fx fy fz

 ,

onde det(dFp) = fz 6= 0. Aplicando o teorema da função inversa, garantimos a existência
de vizinhança V de p e W de F (p) tais que F : V → W é inversível e a inversa F−1 :

W → V é diferenciável (Figura 1.6). Assim, as funções coordenadas de F−1, x = u, y = v

e z = g(u, v, t) são diferenciáveis.

Figura 1.6: Diagrama da aplicação F .

Fonte: CARMO, 2005, p. 70.

Em particular, z = g(u, v, a) = h(x, y) é uma função diferenciável definida na projeção
de V sobre o plano xy. Como F (f−1(a) ∩ V ) = W ∩ {(u, v, t); t = a}, concluímos então
que o gráfico de h é f−1(a) ∩ V , que é uma vizinhança coordenada de p. Assim, todo
p ∈ f−1(a) pode ser coberto por uma vizinhança coordenada, e podemos concluir que
f−1(a) é superfície regular.

Exemplo 2. O elipsóide
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E =

{
(x, y, z) ∈ R3;

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}
é uma superfície regular.

Com efeito, considere

f : R3 −→ R

f(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1.

Observe que f é uma função diferenciável, uma vez que as derivadas parciais

fx =
2x

a2
, fy =

2y

b2
, fz =

2z

c2

existem e são contínuas. Perceba também que,

f(x, y, z) = 0⇐⇒ x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, isto é, f−1(0) = E. A matriz da diferencial

df(x,y,z) num ponto (x, y, z) é dada por

df(x,y,z) =

[
∂f

∂x

∂f

∂y

∂f

∂z

]
df(x,y,z) =

[
2x

a2

2y

b2

2z

c2

]
,

consequentemente, df(x,y,z) = 0 ⇐⇒ 2x

a2
= 0,

2y

b2
= 0 e

2z

c2
= 0. Logo, df(x,y,z) = 0 ⇐⇒

x = y = z = 0. Se (x, y, z) 6= (0, 0, 0) então df(x,y,z) é sobrejetiva. Assim, sobre os pontos
de E a diferencial df(x,y,z) é sobrejetiva e consequentemente 0 é valor regular de f . Pela
proposição acima E é uma superfície regular.

1.3 Funções e aplicações diferenciáveis em superfícies

Definição 6. Seja f : W ⊂ S −→ R uma função, definida em um aberto 1 W de
uma superfície regular S. Diremos que f é diferenciável em p ∈ W se, para alguma
parametrização x : U ⊂ R2 −→ S, com p ∈ x(U) ⊂ W , a composição f◦x : U ⊂ R2 −→ R
é diferenciável em q = x−1(p). A função f ◦x : U ⊂ R2 −→ R é chamada a expressão local
de f na parametrização x (Figura 1.7). A função f é diferenciável emW se é diferenciável
em todos os pontos de W .

1Por um aberto de S estamos nos referindo a uma intersecção de um aberto W̃ ⊂ R3 com S, isto é,
W̃ é um aberto da topologia induzida de R3 sobre S.
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Figura 1.7: Diagrama de uma função diferenciável em um ponto da superfície.

Fonte: Autoria própria.

Proposição 4. (Mudança de Parâmetros). Seja p um ponto de uma superfície regular S,
e sejam x : U ⊂ R2 −→ S e y : V ⊂ R2 −→ S duas parametrizações de S, tais que p ∈
x(U) ∩ y(V ) = W . Então a mudança de coordenadas h = x−1 ◦ y : y−1(W ) −→ x−1(W )

é um difeomorfismo, isto é, h é diferenciável e tem uma inversa diferenciável h−1 (figura
1.8).

Figura 1.8: Diagrama da aplicação mudança de Parâmetros.

Fonte: Autoria própria.

A proposição acima não será demonstrada aqui, mas o leitor poderá encontrar a demons-
tração em: [1] p. 83.

Proposição 5. A definição de uma função diferenciável independe da escolha da para-
metrização.
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Demonstração. De fato, seja x1 : U1 ⊂ R2 −→ S outra parametrização de S, onde
x1(q1) = p, com q1 ∈ U1 e x1(U1) ⊂ W . Denote U1 = x−1

1 (V ) e U = x−1(V ), com
V = x(U) ∩ x1(U1), perceba que h = x−1 ◦ x1 : x−1

1 (V ) −→ x−1(V ) é diferenciável, logo
f ◦ x ◦ h = f ◦ x ◦ x−1 ◦ x1 = f ◦ x1 é diferenciável em q1 = x−1

1 (p). Daí, a independência
afirmada.

Agora iremos definir o conceito para aplicações entre superfícies.

Definição 7. Seja φ : V1 ⊂ S1 −→ S2 uma aplicação contínua, de um conjunto aberto V1

de uma superfície regular S1 em uma superfície regular S2. A aplicação φ é diferenciável
em p ∈ V1 se dadas as parametrizações

x1 : U1 ⊂ R2 −→ S1, x2 : U2 ⊂ R2 −→ S2,

com p ∈ x1(U1) e φ(x1(U1)) ⊂ x2(U2), a aplicação

x−1
2 ◦ φ ◦ x1 : U1 −→ U2

é diferenciável em q1 = x−1
1 (p). A aplicação x−1

2 ◦φ◦x1 : U1 −→ U2 é chamada a expressão
local de φ nas parametrizações x1 e x2 (Figura 1.9).

Figura 1.9: Aplicação diferenciável entre superfícies regulares.

Fonte: Autoria própria.

Observação 1.1. Uma aplicação φ : S1 −→ S2 é chamada um difeomorfismo se φ é
diferenciável e possui inversa φ−1 : S2 −→ S1 também diferenciável. Dizemos que duas
superfícies regulares S1 e S2 são difeomorfas se existe um difeomorfismo φ de S1 em S2.

Proposição 6. Uma aplicação diferenciável entre superfícies independe da escolha das
parametrizações.
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Demonstração. Seja S1 e S2 superfícies regulares e φ : S1 −→ S2 uma aplicação diferen-
ciável em um ponto p de S1 e x1, x2 parametrizações de S1 e S2 respectivamente. Suponha
agora que y1 e y2 sejam outras parametrizações de S1 e S2 respectivamente. Observe que
y−1

2 ◦φ ◦y1 = y−1
2 ◦x2 ◦x−1

2 ◦φ ◦x1 ◦x−1
1 ◦y1 = h2 ◦x−1

2 ◦φ ◦x1 ◦h−1
1 , onde h2 = y−1

2 ◦x2

e h−1
1 = x−1

1 ◦y1 são aplicações mudanças de parâmetros. Como h−1
1 , h2 e x−1

2 ◦φ ◦x1 são
diferenciáveis, sua composição também é. Logo, y−1

2 ◦ φ ◦ y1 é diferenciável em y−1
1 (p),

portanto φ é diferenciável em p com relação às parametrizações y1 e y2.

Exemplo 3. A aplicação

ψ : S2 ⊂ R3 −→ E ⊂ R3

ψ(x, y, z) = (ax, by, cz), a, b, c 6= 0,

onde os pontos da esfera unitária S2 são levados em pontos sobre o elipsoide E é diferen-
ciável.

Pela Definição 7 basta mostrar que existe parametrizações x1 de S2 e x2 de E, tais que
x−1

2 ◦ ψ ◦ x1 é diferenciável. Dadas as parametrizações

x1(θ, φ) = (sen(φ)cos(θ), sen(φ)sen(θ), cos(φ)),

x2(θ, φ) = (a sen(φ)cos(θ), b sen(φ)sen(θ), c cos(φ)),

onde θ ∈ (0, 2π) e φ ∈ (0, π), que cobrem toda a superfície, exceto por um meridiano.
Desta forma, fazendo a composição

x−1
2 ◦ ψ ◦ x1(θ, φ),

observe que

ψ(x1(θ, φ)) = (a sen(φ)cos(θ), b sen(φ)sen(θ), c cos(φ)) = x2(θ, φ).

Assim,

x−1
2 ◦ ψ ◦ x1(θ, φ) = x−1

2 ◦ x2(θ, φ) = (θ, φ).

Logo, como a expressão local é a identidade, ψ é uma aplicação diferenciável.

1.4 Plano tangente e diferencial de uma aplicação

A condição 3 na definição de uma superfície regular S garante que para cada p ∈ S, o
conjunto de vetores tangentes às curvas parametrizadas de S, passando por p, constituem
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um plano, que chamaremos de plano tangente a S em p e será denotado por TpS.

Definição 8. Um vetor tangente a S em um ponto p ∈ S é o vetor tangente α′(0) de
uma curva parametrizada diferenciável α : (−ε, ε) −→ S com α(0) = p.

Proposição 7. Seja x : U ⊂ R2 −→ S uma parametrização de uma superfície regular S
em p, tal que x(q) = p. Então o conjunto de vetores tangentes a S em p é o subespaço
vetorial TpS = dxq(R2) ⊆ R3 de dimensão 2.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que TpS ⊂ dxq(R2). Seja w ∈ TpS, com
p = x(q). Logo pela Definição 8, existe uma curva α : (−ε, ε) −→ S com α(0) = p e
α′(0) = w. Considere γ = x−1 ◦ α : (−ε, ε) −→ U , onde γ(0) = q e γ′(0) = v (Figura
1.10). Pela definição de diferencial de uma aplicação

dxqγ
′(0) = (x ◦ γ)′(0) = (x ◦ x−1 ◦ α)′(0) = α′(0) = w.

Assim, w ∈ dxq(R2). Portanto, TpS ⊂ dxq(R2) ⊆ R3. Considere agora w ∈ dxq(R2),
isto é, existe v ∈ R2 tal que w = dxq(v) e seja λ(t) = vt + q com t ∈ (−ε, ε). A curva
α = x ◦ λ(t) é tal que

α′(0) = (x ◦ λ)′(0) = dxλ(0)(λ
′(0)) = dxq(v) = w.

Logo, w é vetor tangente de uma curva, portanto w ∈ TpS e com isso mostramos que
dxq(R2) ⊂ TpS.

Figura 1.10: Diagrama da construção de γ.

Fonte: Autoria própria.



Capítulo 1. Superfícies Regulares 25

A escolha de uma parametrização determina uma base {xu(q),xv(q)} de TpS, chamada
base associada a x. Assim podemos escrever as coordenadas de w ∈ TpS na base associada
a uma parametrização x da seguinte maneira: se w = α′(0) é o vetor velocidade de
uma curva α = x ◦ γ, onde γ : (−ε, ε) −→ U é dada por γ(t) = (u(t), v(t)), com
γ(0) = q = x−1(p). Então,

α′(0) = (x ◦ γ)′(0) =
d

dt
(x(u(t), v(t)))|t=0

α′(0) =

(
∂x

∂u

du

dt
+
∂x

∂v

dv

dt

)∣∣∣∣
t=0

α′(0) = xuu
′(0) + xv(q)v

′(0) = w.

Assim, na base {xu(q),xv(q)}, w tem coordenadas ((u′(0), v′(0)).
Uma vez que definimos plano tangente, podemos falar na diferencial de aplicações dife-
renciáveis entre superfícies.

Definição 9. Sejam S1 e S2 superfícies regulares e seja φ : V ⊂ S1 −→ S2 uma aplicação
diferenciável em V . Para cada ponto p ∈ V definimos a aplicação linear dφp : TpS1 −→
Tφ(p)S2 que age em um vetor w ∈ TpS1 da seguinte maneira: seja α : (−ε, ε) −→ V ⊂ S1

uma curva diferenciável, com α(0) = p e α′(0) = w e considere a curva β(t) = φ ◦ α.
Então definimos dφp(w) =

d

dt
(φ ◦ α)(0) = β′(0).

Proposição 8. A diferencial dφp : TpS1 −→ Tφ(p)S2 é linear e não depende da escolha de
α.

Demonstração. A demonstração é análoga a da Proposição 1. Sejam x(u, v) e x(u, v)

onde x : U −→ S1 e x : U −→ S2 parametrizações de S1 e S2 respectivamente. Suponha
que φ seja expressa nestas coordenadas por

x−1 ◦ φ ◦ x = (φ1(u, v), φ2(u, v)),

onde (u, v) ∈ U e (φ1(u, v), φ2(u, v)) ∈ U . Exprimindo α na parametrização x, obtemos

x−1 ◦ α(t) = (u(t), v(t)) t ∈ (−ε, ε).

A expressão local de β = φ◦α é dada por x−1 ◦φ◦x◦x−1 ◦α(t) = x−1 ◦φ◦α = x−1 ◦β =

(φ1(u(t), v(t)), φ2(u(t), v(t))), logo a expressão de β′(0) na base {xu,xv} de Tφ(p)S2 é

β′(0) =

(
∂φ1

∂u

du

dt
+
∂φ1

∂v

dv

dt
,
∂φ2

∂u

du

dt
+
∂φ2

∂v

dv

dt

)∣∣∣∣
t=0

β′(0) =

(
∂φ1

∂u
u′(0) +

∂φ1

∂v
v′(0),

∂φ2

∂u
u′(0) +

∂φ2

∂v
v′(0)

)
.
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Em forma matricial,

β′(0) = dφp(w) =


∂φ1

∂u

∂φ1

∂v

∂φ2

∂u

∂φ2

∂v


(
u′(0)

v′(0)

)
.

Desta forma dφp(w) depende de φ e das coordenadas (u′(0), v′(0)) de w na base {xu,xv}
e a relação matricial mostra que dφp(w) é linear.

1.5 Primeira forma fundamental

Nesta seção, apresentaremos a primeira forma fundamental de S que nos permite estu-
dar estruturas geométricas associadas a superfície sem fazer menção ao espaço ambiente
R3, tais como calcular o comprimento de curvas, ângulos de vetores tangentes e áreas de
regiões na superfície.

Definição 10. Seja S uma superfície regular e TpS o plano tangente a S no ponto p. A
forma quadrática Ip definida por

Ip : TpS −→ R

w −→ Ip(w) = 〈w,w〉p = ‖w‖2 ≥ 0,

é chamada primeira forma fundamental de S em p, onde 〈 , 〉p é o produto interno do R3

em cada plano tangente TpS.

Note que a primeira forma fundamental consiste de induzir em cada TpS o produto in-
terno do ambiente R3. Vamos expressar a primeira forma fundamental na base {xu,xv}
associada a uma parametrização x(u, v) em p. Como um vetor tangente w ∈ TpS é
o vetor tangente a uma curva parametrizada α(t) = x(u(t), v(t)), t ∈ (−ε, ε), com
α(0) = x(u(0), v(0)) = p e α′(0) = w obtemos os seguintes valores calculados em t = 0

Ip(α
′(0)) = 〈α′(0), α′(0)〉p

=

〈
∂x

∂u

du

dt
+
∂x

∂v

dv

dt
,
∂x

∂u

du

dt
+
∂x

∂v

dv

dt

〉
p

= 〈xuu′(0) + xvv
′(0),xuu

′(0) + xvv
′(0)〉p

= 〈xuu′(0) + xvv
′(0),xuu

′(0)〉p + 〈xuu′(0) + xvv
′(0),xvv

′(0)〉p
= 〈xuu′(0),xuu

′(0)〉p + 2〈xvv′(0),xuu
′(0)〉p + 〈xvv′(0),xvv

′(0)〉p
= (u′(0))2〈xu,xu〉p + 2u′(0)v′(0)〈xu,xv〉p + (v′(0))2〈xv,xv〉p
= (u′(0))2E + 2u′(0)v′(0)F + (v′(0))2G,
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onde,

E(u(0), v(0)) = 〈xu,xu〉p,

F (u(0), v(0)) = 〈xu,xv〉p,

G(u(0), v(0)) = 〈xv,xv〉p,

são os coeficientes da primeira forma fundamental na base {xu,xv} de TpS. Escrevendo
em forma matricial temos

Ip(α
′(0)) =

[
u′(0) v′(0)

] [ E F

F G

][
u′(0)

v′(0)

]
.

Desta forma, a matriz da primeira forma fundamental na base {xu,xv} é dada por

Ip =

[
E F

F G

]
.

Exemplo 4. Vamos determinar os coeficientes da primeira forma fundamental de um
sistema de coordenadas para um plano Π ⊆ R3 passando por p = (x0, y0, z0) e contendo
os vetores ortonormais w1 = (a1, a2, a3), w2 = (b1, b2, b3). Uma parametrização de Π é
dada por

x(u, v) = po + uw1 + vw2 u, v ∈ R.

Como w1 e w2 são vetores ortonormais, isto é, ortogonais e unitários, segue que

E = 〈xu,xu〉 = 〈w1, w1〉 = ‖w1‖2 = 1,

F = 〈xu,xv〉 = 〈w1, w2〉 = 0,

G = 〈xv,xv〉 = 〈w2, w2〉 = ‖w2‖2 = 1.

Por fim, a matriz da primeira forma fundamental é

I(x0,y0,z0) =

[
1 0

0 1

]
.

Exemplo 5. O cilindro reto sobre o círculo x2 + y2 = 1 (Figura 1.11), admite a parame-
trização x : U −→ R3, onde U = {(u, v) ∈ R2; 0 < u < 2π,−∞ < v <∞} e

x(u, v) = (cos(u), sen(u), v).
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Figura 1.11: Cilindro.

Fonte: Autoria própria.

Para calcular a primeira forma fundamental, note que

xu = (−sen(u), cos(u), 0), xv = (0, 0, 1),

logo

E = 〈(−sen(u), cos(u), 0), (−sen(u), cos(u), 0)〉 = cos(u)2 + sen(u)2 = 1,

F = 〈(−sen(u), cos(u), 0), (0, 0, 1)〉 = 0,

G = 〈(0, 0, 1), (0, 0, 1)〉 = 1.

Observamos que embora o cilindro e o plano sejam duas superfícies distintas, possuem os
mesmos coeficientes da primeira forma fundamental.

Exemplo 6. Vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental de S2 cuja
parametrização é dada por

x(θ, φ) = (sen(φ)cos(θ), sen(φ)sen(θ), cos(φ)) θ ∈ (0, 2π), φ ∈ (0, π),

que cobre toda a esfera, exceto por um meridiano. Inicialmente vamos exibir as derivadas
parciais com respeito a θ e φ, isto é,

xθ = (−sen(θ)sen(φ), cos(θ)sen(φ), 0),

xφ = (cos(θ)cos(φ), sen(θ)cos(φ),−sen(φ)).
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Desta forma, os coeficientes da primeira forma são dados por

E = 〈xθ,xθ〉

= 〈(−sen(θ)sen(φ), cos(θ)sen(φ), 0), (−sen(θ)sen(φ), cos(θ)sen(φ), 0)〉

= sen2(φ)[sen2(θ) + cos2(θ)] = sen2(φ),

F = 〈xθ,xφ〉

= 〈(−sen(θ)sen(φ), cos(θ)sen(φ), 0), (cos(θ)cos(φ), sen(θ)cos(φ),−sen(φ))〉

= −sen(θ)sen(φ)cos(θ)cos(φ) + sen(θ)sen(φ)cos(θ)cos(φ) = 0,

G = 〈xφ,xφ〉

= 〈(cos(θ)cos(φ), sen(θ)cos(φ),−sen(φ)), (cos(θ)cos(φ), sen(θ)cos(φ),−sen(φ))〉

= cos2(θ)cos2(φ) + sen2(θ)cos2(φ) + sen2(φ) = 1.

Exemplo 7. Considere a hélice que é dada por α(u) = (cos(u), sen(u), au), u ∈ R. Por
cada ponto da hélice, trace uma reta paralela ao plano xy e que intersecta o eixo Oz.
A superfície gerada por essas retas é chamada de um helicóide. Uma parametrização do
helicóide é dada por

x(u, v) = (v cos(u), v sen(u), au), 0 < u < 2π, −∞ < v <∞.

Observe que, xu = (−v sen(u), v cos(u), a) e xv = (cos(u), sen(u), 0). Assim, os coefici-
entes da primeira forma fundamental são

E = 〈(−v sen(u), v cos(u), a), (−v sen(u), v cos(u), a)〉 = v2 + a2,

F = 〈(−v sen(u), v cos(u), a), (cos(u), sen(u), 0)〉 = 0,

G = 〈(cos(u), sen(u), 0), (cos(u), sen(u), 0)〉 = cos(u)2 + sen(u)2 = 1.

Como mencionado anteriormente, conhecendo a primeira forma fundamental podemos
tratar de questões métricas sobre uma superfície regular, sem fazer referência ao espaço
ambiente R3. Vamos ver agora algumas dessas questões.

• O comprimento de arco s de uma curva parametrizada α : I → S é dado por

s(t) =

∫ t

0

|α′(t)| dt =

∫ t

0

√
〈α′(t), α′(t)〉dt =

∫ t

0

√
I(α′(0))dt,

e se α(t) = x(u(t), v(t)) podemos reescrever o comprimento de arco de α em termos da
primeira forma fundamental, isto é

s(t) =

∫ t

0

√
E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2dt.
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• O ângulo θ de duas curvas parametrizadas regulares α : I → S, β : I → S que
se intersectam em t = t0 é dado por

cos(θ) =
〈α′(t0), β′(t0)〉
|α′(t0)| |β′(t0)|

.

Em particular, se considerarmos uma parametrização x : U ⊂ R2 −→ S, o ângulo ϕ das
curvas coordenadas de x(u, v) é dado por

cos(ϕ) =
〈xu,xv〉
|xu||xv|

=
F√
EG

,

segue daí que as curvas coordenadas de uma parametrização são ortogonais se, e somente
se, F = 0 para todo ponto (u, v) ∈ U .

• Cálculo de área de uma região limitada de uma superfície regular S.
Seja x : U ⊂ R2 −→ S uma parametrização de S. Seja R uma região limitada que
está contida em x(U). Em outras palavras, R é imagem por x de uma região limitada
Q ⊂ U . A função |xu ∧ xv|, definida em U , representa a área do paralelogramo gerado
pelos vetores xu e xv.

Definição 11. Seja R ⊂ S uma região limitada de uma superfície regular, contida em
uma vizinhança coordenada de uma parametrização x : U ⊂ R2 −→ S. O número positivo∫∫

Q

|xu ∧ xv| dudv = A(R), Q = x−1(R),

é chamada área de R.

Podemos escrever a definição de área de uma região em termos da primeira forma funda-
mental, isto é, sabemos que

|xu ∧ xv| = |xu||xv|sen(θ)

〈xu,xv〉 = |xu||xv|cos(θ),

e elevando cada equação ao quadrado e somando, temos

|xu ∧ xv|2 + (〈xu,xv〉)2 = |xu|2|xv|2sen2(θ) + |xu|2|xv|2cos2(θ)

⇒ |xu ∧ xv| =
√
|xu|2|xv|2 − (〈xu,xv〉)2

⇒ |xu ∧ xv| =
√
EG− F 2.
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Sendo assim, obtemos∫∫
Q

|xu ∧ xv| dudv =

∫∫
Q

√
EG− F 2dudv = A(R), Q = x−1(R).

Uma pergunta que pode ser feita é se a integral da Definição 11 depende ou não da escolha
da parametrização. A proposição que segue responde essa pergunta.

Proposição 9. A integral da Definição 11 não depende da escolha da parametrização.

Demonstração. De fato, considere duas parametrizações x : U ⊂ R2 −→ S e x : V ⊂
R2 −→ S. Seja R = x(U) ∩ x(V ) região limitada de uma superfície regular S e defina

Q = x−1(R) e Q = x−1(R). Seja
∂(u, v)

∂(ū, v̄)
o Jacobiano da mudança de coordenadas

h = x−1 ◦ x (Figura 1.12). Então,∫∫
Q

|xu ∧ xv| dudv =

∫∫
Q

|xu ∧ xv| (u(ū, v̄), v(ū, v̄))

∣∣∣∣∂(u, v)

∂(ū, v̄)

∣∣∣∣ dūdv̄ =

∫∫
Q

|xū ∧ xv̄| dūdv̄.

A primeira igualdade da equação acima vem do teorema de mudança de variáveis para
integrais múltiplas. Já a segunda igualdade, segue do fato que podemos escrever

xū = xu
∂u

∂ū
+ xv

∂v

∂ū
,

xv̄ = xu
∂u

∂v̄
+ xv

∂v

∂v̄
,

segue daí que

xū ∧ xv̄ =

(
xu
∂u

∂ū
+ xv

∂v

∂ū

)
∧
(
xu
∂u

∂v̄
+ xv

∂v

∂v̄

)
=

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄

)
(xu ∧ xv) +

(
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)
(xv ∧ xu)

=

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄

)
(xu ∧ xv)−

(
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)
(xu ∧ xv)

= (xu ∧ xv)

∣∣∣∣∂(u, v)

∂(ū, v̄)

∣∣∣∣ .
Desta forma

|xū ∧ xv̄| = |xu ∧ xv|
∣∣∣∣∂(u, v)

∂(ū, v̄)

∣∣∣∣ .
Portanto, concluímos que∫∫

Q

|xu ∧ xv| dudv =

∫∫
Q

|xū ∧ xv̄| dūdv̄.
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Figura 1.12: Esquema da Proposição 9.

Fonte: Autoria própria.

Exemplo 8. Vamos calcular a área do toro. Para isto, consideramos a vizinhança coor-
denada correspondente à parametrização

x(u, v) = ((a+ rcos(u))cos(v), (a+ rcos(u))sen(v), rsen(u)),

onde 0 < u < 2π e 0 < v < 2π, que cobre o toro, exceto por um meridiano e um paralelo.
Note que,

xu = (−rsen(u)cos(v),−rsen(u)sen(v), rcos(u)),

xv = (−sen(v)(a+ rcos(u)), cos(v)(a+ rcos(u)), 0).

Assim,

E = 〈(−rsen(u)cos(v),−rsen(u)sen(v), rcos(u)), (−rsen(u)cos(v),−rsen(u)sen(v), rcos(u))〉

= r2,

F = 〈(−rsen(u)cos(v),−rsen(u)sen(v), rcos(u)), (−sen(v)(a+ rcos(u)), cos(v)(a+ rcos(u)), 0)〉

= 0,

G = 〈(−sen(v)(a+ rcos(u)), cos(v)(a+ rcos(u)), 0), (−sen(v)(a+ rcos(u)), cos(v)(a+ rcos(u)), 0)〉

= (a+ rcos(u))2.

Considere agora a região Rε, dada pela imagem por x da região Qε (Figura 1.13) dada
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por (ε > 0 e suficientemente pequeno),

Qε =
{

(u, v) ∈ R2; 0 + ε ≤ u ≤ 2π − ε, 0 + ε ≤ v ≤ 2π − ε
}
.

Pela definição acima,

A(Rε) =

∫∫
Qε

√
EG− F 2 =

∫∫
Qε

r(rcos(u) + a)dudv =

∫ 2π+ε

0+ε

∫ 2π+ε

0+ε

r(rcos(u) + a)dudv

=

∫ 2π+ε

0+ε

r(rcos(u) + a)du

∫ 2π+ε

0+ε

dv = r2(2π − 2ε)(sen(2π − ε)− sen(ε)) + ra(2π − 2ε)2.

Fazendo ε→ 0, obtemos

A(T ) = lim
ε→0

A(Rε) = 4π2ra.

Figura 1.13: Esquema do Exemplo 8

.
Fonte: CARMO, 2016, p. 101.
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Capítulo 2

A geometria da Aplicação de Gauss

2.1 Aplicação normal de Gauss

Iniciaremos esta seção fazendo uma breve discussão do conceito de orientação de uma
superfície.

Seja x(u, v) uma parametrização de uma vizinhança de um ponto p de uma superfície
regular S, determinamos uma orientação de TpS, ou seja, a orientação associada à base
coordenada {xu,xv}. Se p pertence a vizinhança coordenada de uma outra parametrização
x(u, v), a nova base {xu,xv} é expressa por

xu = xu
∂u

∂ū
+ xv

∂v

∂ū
,

xv = xu
∂u

∂v̄
+ xv

∂v

∂v̄
,

onde u = u(u, v) e v = v(u, v) são as expressões da mudança de coordenadas. As bases
{xu,xv} e {xu,xv} determinam a mesma orientação de TpS se e somente se o determinante
do Jacobiano ∣∣∣∣∂(u, v)

∂(u, v)

∣∣∣∣
da mudança de coordenadas é positivo.

Definição 12. Uma superfície regular S é orientável se for possível cobri-la com uma
família de vizinhanças coordenadas, de tal modo que se um ponto p ∈ S pertence a duas
vizinhanças dessa família, então a mudança de coordenadas tem Jacobiano positivo em
p. A escolha de uma tal família é chamada uma orientação de S, e S, neste caso, diz-
se orientada. Se uma tal escolha não é possível, a superfície é não-orientável. Se S é
orientada, uma parametrização (local) x é compatível com a orientação de S se, juntando
x à família de parametrizações dada pela orientação, obtém-se ainda uma (logo, a mesma)
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orientação de S.

Seja x : U ⊂ R2 −→ S, com x(q) = p, uma parametrização de uma superfície S tal
que {xu(q),xv(q)} seja uma base para o plano tangente TpS. Então, para cada p ∈ x(U)

podemos escolher um vetor normal e unitário a TpS, dado por

N(p) =
xu ∧ xv
|xu ∧ xv|

.

Proposição 10. Uma superfície regular S ⊂ R3 é orientável se e somente se existe um
campo diferenciável N : S → R3 de vetores normais em S.

A proposição acima não será demonstrada aqui, mas o leitor poderá encontrar em: [1], p.
124.

A escolha de um campo N é chamada uma orientação de S. Quando S não admite um
campo diferenciável como na Proposição 10 ela é dita não orientável. Nem toda superfície
é orientável. Um exemplo de uma superfície com esta propriedade é a faixa de Möbius
(Figura 2.1). Note que, se percorrermos um círculo médio da faixa a partir de um ponto
p saindo com um vetor normal N , retornaremos a ele com o vetor −N .

Figura 2.1: faixa de Möbius.

Fonte: Autoria própria.

De agora em diante S denotará uma superfície regular orientável.

Definição 13. Seja S ⊂ R3 uma superfície com uma orientação N . Definimos a aplicação
N : S −→ R3 que toma seus valores na esfera unitária

S2 =
{

(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1
}
.

A aplicação N : S −→ S2 assim definida, é chamada a aplicação de Gauss de S (Figura
2.2).
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Figura 2.2: Aplicação normal de Gauss.

Fonte: Autoria própria.

Como S é uma superfície orientável, a aplicação normal de Gauss é diferenciável. Sendo
assim, para todo p ∈ S a diferencial dNp é uma aplicação linear de TpS em TN(p)S2. Como
os vetores normais de S e S2 são paralelos, então via identificação TpS ≡ TN(p)S2, dNp

pode ser vista como um operador linear em TpS, isto é, dNp : TpS −→ TpS.

O operador linear dNp opera da seguinte maneira: Seja α : (−ε, ε) −→ S uma curva
parametrizada, com α(0) = p, consideramos a curva parametrizada N(t) := N ◦ α(t)

na esfera S2, que é equivalente a restringir o vetor N à curva α(t). Segue que, o vetor
tangente a N(t) em N(p) é dado por

N ′(0) =
d

dt
(N ◦ α)(0) = dNp(α

′(0))

é um vetor de TpS. Ele mede a taxa de variação do vetor normal N , restrito à curva α(t),
em t = 0. Assim, dNp mede quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhança de p (Figura
2.3).

Figura 2.3: Variação do vetor normal em uma vizinhança de p.

Fonte: CARMO, 2005, p. 162.

Exemplo 9. Seja P um plano dado por ax+ by + cz = 0, o vetor (a, b, c) é normal a P ,
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logo o vetor normal unitário ao plano P é dado por

N(p) =
(a, b, c)√
a2 + b2 + c2

,

que é constante para todo p ∈ S. Portanto, dNp ≡ 0, ou seja, é a aplicação linear nula
(Figura 2.4).

Figura 2.4: Para um plano dNp ≡ 0.

Fonte: Autoria própria.

Definição 14. Seja V um espaço vetorial munido de um produto interno 〈 , 〉. Diremos
que uma aplicação linear A : V −→ V é auto-adjunta se 〈Av,w〉 = 〈v,Aw〉 para todo
v, w ∈ V .

Proposição 11. A diferencial dNp : TpS −→ TpS da aplicação normal de Gauss é um
operador linear autoadjunto.

Demonstração. Basta mostrar que

〈dNp(w1), w2〉 = 〈w1, dNp(w2)〉

para uma base {w1, w2} de TpS. Seja x(u, v) uma parametrização de S em p e {xu,xv}
a base associada de TpS. Se α(t) = x(u(t), v(t)) é uma curva parametrizada em S, com
α(0) = p, então

dNp(α
′(0)) = dNp

(
∂x

∂u

du

dt
+
∂x

∂v

dv

dt

)∣∣∣∣
t=0

= dNp(xuu
′(0) + xvv

′(0))

=
d

dt
N(u(t), v(t))|t=0

=

(
∂N

∂u

du

dt
+
∂N

∂v

dv

dt

)∣∣∣∣
t=0

= Nuu
′(0) +Nvv

′(0)
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e em particular, dNp(xu) = Nu e dNp(xv) = Nv. Portanto, para provar que dNp é
autoadjunto, é suficiente mostrar que,

〈Nu,xv〉 = 〈xu, Nv〉.

Para isso, como N é vetor normal de TpS, então N é ortogonal aos vetores xu e xv, isto é

〈N,xu〉 = 0 〈N,xv〉 = 0 (2.1)

Derivando 〈N,xu〉 com relação a v e 〈N,xv〉 com relação a u, obtemos

∂

∂v
〈N,xu〉 =〈Nv,xu〉+ 〈N,xuv〉 = 0

∂

∂u
〈N,xv〉 =〈Nu,xv〉+ 〈N,xvu〉 = 0. (2.2)

Assim, de (2.2) temos

〈Nv,xu〉 = −〈N,xuv〉,

〈N,xvu〉 = −〈Nu,xv〉,

〈Nv,xu〉 = 〈Nu,xv〉.

Logo, dNp é um operador autoadjunto.

O fato de dNp : TpS −→ TpS ser um operador linear autoadjunto nos permite definir uma
forma bilinear simétrica

B : TpS × TpS −→ R

(v, w) 7−→ 〈dNp(v), w〉,

e consequentemente uma forma quadrática

Q : TpS −→ R

v 7−→ Q(v) = B(v, v) = 〈dNp(v), v〉.

Para obter uma interpretação geométrica desta forma quadrática, precisaremos de algu-
mas definições. Por convenção usaremos a forma quadrática −Q.

2.2 Segunda forma fundamental

Definição 15. A forma quadrática IIp, definida em TpS por IIp(v) = −Q(v) = −〈dNp(v), v〉,
é chamada a segunda forma fundamental de S em p.
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Definição 16. Seja C uma curva regular em S passando por p ∈ S, k a curvatura de C
em p e cos(θ) = 〈n,N〉, onde n é o vetor normal a C e N é o vetor normal a S em p. O
número kn = kcos(θ) é chamado a curvatura normal de C ⊂ S em p (Figura 2.5).

Figura 2.5: Curvatura normal.

Fonte: CARMO, 2005, p. 167.

Para dar uma interpretação da segunda forma fundamental IIp, considere uma curva
regular C ⊂ S parametrizada por α(s), onde s é o comprimento de arco de C com
α(0) = p. Se indicarmos por N(s) a restrição do vetor normal N a curva α(s), teremos

〈N(s), α′(s)〉 = 0.

Derivando em ambos os lados, obtemos

〈N ′(s), α′(s)〉+ 〈N(s), α′′(s)〉 = 0

⇒ 〈N ′(s), α′(s)〉 = −〈N(s), α′′(s)〉.

Daí,

IIp(α
′(0)) = −〈dNp(α

′(0)), α′(0)〉

= −〈N ′(0), α′(0)〉

= 〈N(0), α′′(0)〉

= 〈N, kn〉(p) = kn(p).

Assim, o valor da segunda forma fundamental IIp em um vetor unitário v ∈ TpS, é igual
a curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v.
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Proposição 12. (Meusnier) Todas as curvas de uma superfície S que têm, em um ponto
p ∈ S, a mesma reta tangente têm, neste ponto, a mesma curvatura normal.

Demonstração. Mostramos acima que a curvatura normal kn em p ∈ S depende apenas
da direção tangente a curva passando por p.

Definição 17. Dado um vetor unitário v ∈ TpS a interseção de S com o plano contendo
v e N(p) é chamada a seção normal de S em p segundo v (Figura 2.6).

Figura 2.6: Curvatura da seção normal, Meusnier.

Fonte: CARMO, 2005, p. 168.

Em uma vizinhança de p, uma seção normal de S em p é uma curva regular plana cujo
vetor normal n em p é ±N(p) ou zero. Logo, sua curvatura é igual a |kn| segundo v em
p. Assim, a curvatura normal de uma curva é pela proposição igual a curvatura da seção
normal.

Exemplo 10. Para um plano P todas as seções normais são retas, consequentemente
todas as curvaturas normais são nulas. Logo, IIp ≡ 0 em todos os pontos de P .

Exemplo 11. Na esfera unitária, com N = (−x,−y,−z) (N aponta para o centro da
esfera), as seções normais passando por um ponto p ∈ S2 são círculos com raio 1. Assim,
todas as curvaturas normais são iguais a 1 e a segunda forma fundamental é IIp(v) = 1

para todo p ∈ S2 e todo v ∈ TpS2 com |v| = 1 (Figura 2.7).

Figura 2.7: Seções normais sobre a esfera.

Fonte: CARMO, 2005, p. 169.
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No que segue precisaremos do seguinte teorema.

Teorema 1. Seja A : V −→ V uma aplicação linear auto-adjunta. Então existe uma
base ortonormal {e1, e2} de V tais que A(e1) = λ1e1, A(e2) = λ2e2 ( isto é, e1 e e2 são
autovetores, e λ1, λ2 são autovalores de A). Na base {e1, e2}, a matriz de A é diagonal e os
elementos λ1 e λ2, com λ1 ≥ λ2, da diagonal são o máximo e o mínimo, respectivamente,
da forma quadrática Q(v) = 〈A(v), v〉 sobre o círculo unitário de V .

O teorema acima não será demonstrada aqui, mas o leitor poderá encontrar a demonstra-
ção em: [1] p. 258.

Pelo fato de dNp ser um operador autoadjunto, podemos usar o teorema acima e concluir
que existe uma base ortonormal de autovetores associados aos autovalores de dNp e tal
que os autovalores λ1 e λ2 de dNp são o máximo e mínimo da forma quadrática Q(v) =

〈dNp(v), v〉. Assim, escrevendo k1 = −λ1 e k2 = −λ2, observamos que k1 e k2 são o
mínimo e o máximo, respectivamente, da segunda forma fundamental IIp = −Q restrita
ao círculo unitário de TpS. O mínimo da curvatura normal k1 e o máximo da curvatura
normal k2 são chamados curvaturas principais em p; as direções correspondentes, dadas
pelos autovetores de dNp são chamadas direções principais em p.

Definição 18. Seja p ∈ S e seja dNp : TpS −→ TpS a diferencial da aplicação normal
de Gauss. O determinante de dNp é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O
negativo da metade do traço de dNp é chamado a curvatura média de S em p. Os números,
ki = −λi, com i = 1, 2, são chamados curvaturas principais de S em p, onde λi são os
autovalores de dNp. Em termos de k1 e k2, podemos escrever

K = k1k2, H =
1

2
(k1 + k2).

2.3 A aplicação de Gauss em Coordenadas Locais

Nesta seção, obteremos as expressões da diferencial da aplicação de normal Gauss e da
segunda forma fundamental, em um sistema de coordenadas locais. Seja S uma superfície
regular orientável e x : U ⊂ R2 −→ S uma parametrização compatível com a orientação
de S, isto é, em x(U)

N =
xu ∧ xv
|xu ∧ xv|

.

Seja α(t) = x(u(t), v(t)) uma curva parametrizada em S, com α(0) = p. Para simplificar
a notação, convencionaremos que todas as funções que aparecem abaixo indicam seus
valores no ponto p. O vetor tangente a α(t) em p é α′ = xuu

′ + xvv
′ e

dN(α′) =
d

dt
N(u(t), v(t)) = Nuu

′ +Nvv
′. (2.3)
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Sabemos que 〈N,N〉 = 1, derivando com respeito a u, obtemos

〈Nu, N〉+ 〈N,Nu〉 = 0

⇒ 2〈Nu, N〉 = 0.

Com isso, concluímos que Nu ∈ TpS. De modo análogo, Nv ∈ TpS, logo podemos escrever,

Nu = a11xu + a21xv, Nv = a12xu + a22xv, (2.4)

Substituindo os valores de (2.3) em (2.4) temos

dN(α′) = (a11u
′ + a12v

′)xu + (a21u
′ + a22v

′)xv.

Em forma matricial,

dN

(
u′

v′

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
u′

v′

)
.

Isto mostra que na base {xu,xv}, dN é dada pela matriz (aij), com i,j = 1,2. A matriz
(aij) acima não necessariamente é simétrica, ela será simétrica se {xu,xv} for uma base
ortonormal. Escrevendo a segunda forma fundamental na base {xu,xv} temos,

IIp(α
′) = −〈dN(α′), α′〉 = −〈Nuu

′ +Nvv
′,xuu

′ + xvv
′〉

= −〈Nuu
′,xuu

′ + xvv
′〉 − 〈Nvv

′,xuu
′ + xvv

′〉

= −〈Nuu
′,xuu

′〉 − 〈Nuu
′,xvv

′〉 − 〈Nvv
′,xuu

′〉 − 〈Nvv
′,xvv

′〉

= −(u′)2〈Nu,xu〉 − 2u′v′〈Nu,xv〉 − (v′)2〈Nv,xv〉

= e(u′)
2

+ 2f(u′)(v′) + g(v′)
2
,

onde,

e = −〈Nu,xu〉,

f = −〈Nu,xv〉,

g = −〈Nv,xv〉.

Como 〈N,xu〉 = 〈N,xv〉 = 0, segue que

e = −〈Nu,xu〉 = 〈N,xuu〉,

f = −〈Nv,xu〉 = 〈N,xuv〉 = 〈N,xvu〉 = −〈Nu,xv〉,

g = −〈Nv,xv〉 = 〈N,xvv〉.
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Agora, vamos obter os valores de aij em termos dos coeficientes e, f, g. A partir da
Equação (2.4), obtemos,

−e = 〈Nu,xu〉 = 〈a11xu + a21xv,xu〉 = a11〈xu,xu〉+ a21〈xv,xu〉 = a11E + a21F,

−f = 〈Nv,xu〉 = 〈a12xu + a22xv,xu〉 = a12〈xu,xu〉+ a22〈xv,xu〉 = a12E + a22F,

−f = 〈Nu,xv〉 = 〈a11xu + a21xv,xv〉 = a11〈xu,xv〉+ a21〈xv,xv〉 = a11F + a21G,

−g = 〈Nv,xv〉 = 〈a12xu + a22xv,xv〉 = a12〈xu,xv〉+ a22〈xv,xv〉 = a12F + a22G,

onde E,F e G são os coeficientes da primeira forma fundamental na base {xu,xv}. As
relações acima podem ser expressas em forma matricial por,(

a11 a21

a12 a22

)
= −

(
e f

f g

)(
E F

F G

)−1

, (2.5)

onde (
E F

F G

)−1

=
1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)
.

E daí decorrem as seguintes expressões para os coeficientes (aij) da matriz de dN na base
{xu,xv}

a11 =
fF − eG
EG− F 2

, a12 =
gF − fG
EG− F 2

,

a21 =
eF − fE
EG− F 2

, a22 =
fF − gE
EG− F 2

. (2.6)

Convém mencionar que as Equações (2.6) são conhecidas como as equações de Weingarten.
A curvatura Gaussiana é dada pelo determinante de (aij) e a curvatura média é dada pelo
negativo da metade do traço, assim

K = det(aij) =
eg − f 2

EG− F 2
, H = −1

2
tr(aij) =

1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
.

Agora, vamos fazer o cálculo da curvatura Gaussiana e média para algumas superfícies,
neste sentido torna-se importante determinar fórmulas computacionais convenientes para
a curvatura Gaussiana e curvatura média de superfície de revolução.

Exemplo 12. (Superfície de Revolução) Considere a superfície obtida pela rotação da
curva geratriz α(v) = (φ(v), ψ(v)), no plano xz em torno do eixo z, cuja parametrização
é dada por

x(u, v) = (φ(v)cos(u), φ(v)sen(u), ψ(v)),
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com u ∈ (0, 2π), v ∈ (a, b) e φ(v) > 0, onde α é parametrizada pelo comprimento de arco.

Como ||α′|| = 1, então (φ′)2 + (ψ′)2 = 1. Calculando os coeficientes da primeira forma
fundamental obtemos

E = 〈(−φ(v)sen(u), φ(v)cos(u), 0), (−φ(v)sen(u), φ(v)cos(u), 0)〉 = φ2,

F = 〈(−φ(v)sen(u), φ(v)cos(u), 0), (φ′(v)cons(u), φ′(v)sen(u), ψ′(v))〉 = 0,

G = 〈(φ′(v)cos(u), φ′(v)sen(u), ψ′(v)), (φ′(v)cos(u), φ′(v)sen(u), ψ′(v))〉 = 1.

Para o cálculo dos coeficientes da segunda forma fundamental, lembramos que

〈u ∧ v, w〉 = det(u, v, w) ∀u, v, w ∈ R3.

Consequentemente

e =

〈
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xuu

〉
=

1√
φ2

∣∣∣∣∣∣∣
−φsen(u) φ′cos(u) −φcos(u)

φcos(u) φ′sen(u) −φsen(u)

0 ψ′ 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −φψ′,

f =

〈
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xuv

〉
=

1√
φ2

∣∣∣∣∣∣∣
−φsen(u) φ′cos(u) −φ′sen(u)

φcos(u) φ′sen(u) −φ′cos(u)

0 ψ′ 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

g =

〈
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xvv

〉
=

1√
φ2

∣∣∣∣∣∣∣
−φsen(u) φ′cos(u) −φ′′cos(u)

φcos(u) φ′sen(u) −φ′′sen(u)

0 ψ′ 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −ψ′φ′′ − ψ′′φ′.

Assim,

K =
eg − f 2

EG− F 2
=
−(φψ′)(−ψ′φ′′ − ψ′′φ′)

φ2
= −ψ

′(ψ′φ′′ − ψ′′φ′)
φ

,

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
= =

1

2

(−ψ′ + φ(ψ′φ′′ − ψ′′φ′))
φ

.

Como α é parametrizada pelo comprimento de arco, derivando com relação a v a expressão
(φ′(v))2 + (ψ′(v))2 = 1, obtemos

2φ′φ′′ + 2ψ′ψ′′ = 0

⇒ φ′φ′′ = −ψ′ψ′′.

Logo,

K = −ψ
′(ψ′φ′′ − ψ′′φ′)

φ
= −(ψ′)2φ′′ − ψ′ψ′′φ′

φ
= −(ψ′)2φ′′ − (φ′)2φ′′

φ
= −φ

′′

φ
.
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A expressão da curvatura acima é conveniente para o cálculo da curvatura Gaussiana de
uma superfície de revolução qualquer, cuja curva geratriz é parametrizada pelo compri-
mento de arco.

Exemplo 13. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da esfera, cuja parametrização é
dada por (Figura 2.8)

x(u, v) = (sen(v)cos(u), sen(v)sen(u), cos(v)),

onde, u ∈ (0, 2π) e v ∈ (0, π).

Como a esfera é uma superfície de revolução, obtida pela rotação da curva α(v) =

(sen(v), cos(v)), que é p.c.a. segue que o valor da curvatura Gaussiana é dado por

K = −(sen(v))′′

sen(v)
=
sen(v)

sen(v)
= 1.

Figura 2.8: Esfera.

Fonte: Autoria própria.

Exemplo 14. Vamos calcular as curvaturas Gaussiana e média da pseudoesfera cuja
curva geratriz é α(v) = (sen(v), cos(v) + ln(tan(v

2
))) e sua parametrização é dada por

(Figura 2.9)

x(u, v) = (sen(v)cos(u), sen(v)sen(u), cos(v) + ln(tan(v
2
))),

onde v ∈
(

0,
π

2

)
e u ∈ (0, 2π).

Claramente, ||α′|| 6= 1, com isso não podemos usar a definição de curvatura do Exemplo
12, tendo em vista que a curva geratriz não é parametrizada pelo comprimento do arco.
Sendo assim, devemos calcular os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais.
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Calculando as derivadas parciais de primeira e segunda ordem com relação a u e v, temos

xu = (−sen(v)sen(u), sen(v)cos(u), 0),

xv =

(
cos(v)cos(u), cos(v)sen(u),−sen(v) +

sec2(v
2
)

2tan(v
2
))

)
,

xuu = (−sen(v)cos(u),−sen(v)sen(u), 0),

xvv =

(
−sen(v)cos(u),−sen(v)sen(u),−cos(v) +

sec2(v
2
)

2
−
sec4(v

2
)

4tan(v
2
)

)
,

xuv = (−cos(v)sen(u), cos(v)cos(u), 0).

Assim,

E = 〈xu,xu〉 = sen2(v), e =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xuu

)
= −sen(v)cos(v),

F = 〈xu,xv〉 = 0, f =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xuv

)
= 0,

G = 〈xv,xv〉 = cot2(v), g =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xvv

)
= cot(v).

Finalmente, temos

K =
eg − f 2

EG− F 2
= − cos2(v)

(sen2(v)cot2(v))
= −1,

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1

2

(
−sen(v)cos(v)cot2(v) + cot(v)sen2(v)

sen2(v)cot2(v)

)
=

1

2
(tan(v)− cot(v)).

Figura 2.9: Pseudoesfera.

Fonte: Autoria própria.

Exemplo 15. Vamos calcular as curvaturas Gaussiana e média do toro, coberto pela
parametrização (Figura 2.10),
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x(u, v) = ((a+ rcos(u))cos(v), (a+ rcos(u))sen(v), rsen(u)),

onde, u ∈ (0, 2π), v ∈ (0, 2π), a > r > 0.

Calculando os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais obtemos,

xu = (−rsen(u)cos(v),−rsen(u)sen(v), rcos(u)),

xv = (−(a+ rcos(u))sen(v), (a+ rcos(u))cos(v), 0),

xuu = (−rcos(u)cos(v),−rcos(u)sen(v),−rsen(u)),

xvv = (−(a+ rcos(u))cos(v),−(a+ rcos(u))sen(v), 0),

xuv = (rsen(u)sen(v),−rsen(u)cos(v), 0).

Assim,

E = 〈xu,xu〉 = r2, e =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xuu

)
= r,

F = 〈xu,xv〉 = 0, f =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xuv

)
= 0,

G = 〈xv,xv〉 = (a+ rcos(u))2, g =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xvv

)
= cos(u)(a+ rcos(u)).

Concluímos que

K =
cos(u)

r(a+ rcos(u))
,

H =
1

2

(
r(a+ rcos(u))2 + cos(u)(a+ rcos(u))r2

r2(a+ rcos(u))2

)
=

1

2

(
cos(u)

a
+

2

r

)
.

Da expressão acima, decorre que K = 0 quando cos(u) = 0, isto é, u =
π

2
e u =

3π

2
. K

é negativa na região do toro dada por
π

2
< u <

3π

2
e K é positiva na região dada por

0 < u <
π

2
ou

3π

2
< u < 2π.

Figura 2.10: Toro.

Fonte: Autoria própria.
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Exemplo 16. Determine as curvaturas Gaussiana e média do catenóide, cuja parametri-
zação é dada por (Figura 2.11)

x(u, v) =
(
acosh

(v
a

)
cos(u), acosh

(v
a

)
sen(u), v

)
, u ∈ (0, 2π), v ∈ R, a > 0.

Para o cálculo dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais necessitamos
das derivadas parciais de primeira e segunda ordem,

xu =
(
−acosh

(v
a

)
sen(u), acosh

(v
a

)
cos(u), 0

)
,

xv =
(
senh

(v
a

)
cos(u), senh

(v
a

)
sen(u), 1

)
,

xuu =
(
−acosh

(v
a

)
cos(u),−acosh

(v
a

)
sen(u), 0

)
,

xvv =

cos(u)cosh
(v
a

)
a

,
sen(u)cosh

(v
a

)
a

, 0

 ,

xuv =
(
senh

(v
a

)
sen(u), senh

(v
a

)
cos(u), 0)

)
.

Segue que,

E = 〈xu,xu〉 = a2cosh2
(v
a

)
, e =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xuu

)
= −a,

F = 〈xu,xv〉 = 0, f =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xuv

)
= 0,

G = 〈xv,xv〉 = cosh2
(v
a

)
, g =

(
xu ∧ xv
||xu ∧ xv||

,xvv

)
=

1

a
.

Portanto,

K =

 −1

a2cosh4
(v
a

)
 , H =

−acosh2
(v
a

)
+ acosh2

(v
a

)
2a2cosh2

(v
a

)
cosh2

(v
a

) = 0.

Figura 2.11: Catenóide.

Fonte: Autoria própria.

.
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Capítulo 3

Geometria Intrínseca de Superfícies

Este capítulo será dedicado ao estudo da geometria intrínseca da superfície. Estudare-
mos propriedades locais importantes de uma superfície que podem ser expressas apenas
em termos da primeira forma fundamental. A terminologia "intrínseca" se justifica pois,
como tais propriedades dependem apenas da primeira forma fundamental não precisamos
fazer menção ao ambiente R3.

Na Seção 3.1 definiremos a noção de isometria, que basicamente torna precisa a noção
intuitiva de duas superfícies possuírem localmente as mesmas propriedades métricas.

Na Seção 3.2 mostraremos a fórmula de Gauss que expressa a curvatura Gaussiana K
em função dos coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas, isto significa
que K é um conceito intrínseco.

Por fim, na Seção 3.3, estudaremos a derivada covariante de um campo de vetores sobre
uma superfície. Tal conceito é uma generalização da derivada usual de campos de vetores
no plano.

3.1 Isometria e aplicações conformes

Sabemos que embora o cilindro e o plano sejam superfícies diferentes, os coeficientes
da primeira forma fundamental coincidem, isto significa que localmente o cilindro e o
plano se comportam da mesma maneira para questões métricas. O fato do cilindro e do
plano possuírem os mesmos coeficientes da primeira forma fundamental não é coincidência.
Considere S e S superfícies regulares.

Definição 19. Um difeomorfismo ϕ : S → S é uma isometria se para todo p ∈ S e para
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todos os pares w1, w2 ∈ TpS temos

〈w1, w2〉p = 〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉ϕ(p).

Dizemos então que, S e S são isométricas. Em outras palavras, um difeomorfismo ϕ é
isometria se a diferencial dϕ preserva o produto interno, consequentemente ela preserva
comprimentos e ângulos. Se dϕ é isometria, temos

Ip(w) = 〈w,w〉p = 〈dϕp(w), dϕp(w)〉ϕ(p) = Iϕ(p)(dϕp(w)), ∀w ∈ TpS.

Inversamente, se um difeomorfismo ϕ preserva a primeira forma, isto é

Ip(w) = Iϕ(p)(dϕp(w)) ∀w ∈ TpS,

então,

Ip(w1 + w2) = 〈w1, w2〉+ 2〈w1, w2〉+ 〈w2, w2〉

⇒ 2〈w1, w2〉 = Ip(w1 + w2)− Ip(w1)− Ip(w2)

⇒ 2〈w1, w2〉 = 2〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉

⇒ 〈w1, w2〉 = 〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉.

Logo, ϕ é uma isometria.

Definição 20. Uma aplicação ϕ : V → S definida em uma vizinhança V de p ∈ S é uma
isometria local em p se existe uma vizinhança V de ϕ(p) ∈ S tal que ϕ : V → V seja
uma isometria. Se para todo p ∈ S for possível estabelecer uma isometria local, então
S e S são ditas localmente isométricas. Se ϕ : S → S é um difeomorfismo e existe uma
isometria local para cada p ∈ S, então ϕ é uma isometria global.

Pode ocorrer de duas superfícies serem localmente isométricas e não serem globalmente
isométricas. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 17. Seja Π ⊂ R3 um plano passando pelo ponto p0 = (x0, y0, z0) e contendo
os vetores ortonormais w1 = (a1, a2, a3) e w2 = (b1, b2, b3) cuja parametrização x : U ⊂
R2 → R3 é dada por,

x(u, v) = p0 + uw1 + vw2, u, v ∈ R,

e um cilindro C, cuja parametrização x : U ⊂ R2 → R3 é dada por,

x(u, v) = (cos(u), sen(u), v),
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onde U = {(u, v) ∈ R2; 0 < u < 2π,−∞ < v < +∞}. Vamos mostrar que ϕ = x ◦ x−1 :

x(U) → x(U) é isometria. Considere α(t) = (u(t), v(t)) curva em U ⊂ R2. Note que,
se w ∈ Tp(x(U)) então w é vetor tangente a curva x(u(t), v(t)). Desta forma, podemos
escrever w como combinação linear da base associada a x(u, v), isto é,

w = xuu
′ + xvv

′.

Como dϕp(w) é vetor tangente a curva ϕ(x(u(t), v(t)) = x(u(t), v(t)) então, dϕp(w) pode
ser escrito como,

dϕp(w) = xuu
′ + xvv

′.

Observe que,

E = 〈w1, w1〉 = 1,

F = 〈w1, w2〉 = 0,

G = 〈w2, w2〉 = 1,

são os coeficientes da primeira forma da parametrização dada para o plano. Prosseguindo
com os cálculos dos coeficientes para o cilindro obtemos,

E = 〈(− sen(u), cos(u), 0), (− sen(u), cos(u), 0)〉 = sen2(u) + cos2(u) = 1,

F = 〈(− sen(u), cos(u), 0), (0, 0, 1)〉 = 0,

G = 〈(0, 0, 1), (0, 0, 1)〉 = 1.

Como E = E,F = F e G = G, segue que

Ip(w) = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2 = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2 = Iϕ(p)(dϕp(w)).

Com isso concluímos que o cilindro é localmente isométrico ao plano. A isometria global
não ocorre pelo fato de não existir homeomorfismo entre o plano e o cilindro. O que
acontece com o plano e o cilindro é um caso particular da proposição a seguir.

Proposição 13. Assuma a existência de parametrizações x : U → S e x : U → S tal que
E = E,F = F e G = G em U . Então a aplicação ϕ : x ◦ x−1 : x(U) → S é isometria
local.

Demonstração. Seja p ∈ x(U) e w ∈ TpS. Então w é tangente a uma curva x(α(t))

em t = 0, onde α(t) = (u(t), v(t)) é uma curva em U . Assim, w pode ser escrito (em
t = 0) como w = xuu

′ + xvv
′. Por definição, o vetor dϕp(w) é vetor tangente à curva
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x ◦ x−1 ◦ x(α(t)) = x(α(t)) em t = 0 (Figura 3.1). Logo,

dϕp(w) = xuu
′ + xvv

′,

como Ip(w) = E(u′)2 + 2Fu′v′+G(v′)2, Iϕ(p)(dϕp(w)) = E(u′)2 + 2Fu′v′+G(v′)2 e temos
por hipótese E = E,F = F e G = G, concluímos que Ip(w) = Iϕ(p)(dϕp(w)) para todo
p ∈ x(U) e todo w ∈ TpS. Portanto, ϕ é uma isometria local.

Figura 3.1: Diagrama da aplicação ϕ.

Fonte: CARMO,2005,p. 264.

Exemplo 18. Seja S uma superfície de revolução e seja

x(u, v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v)) 0 < u < 2π, a < v < b, f(v) > 0,

uma parametrização para S. Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental,
obtemos

E = (f(v))2, F = 0, G = (f ′(v))2 + (g′(v))2.

Em particular, a superfície gerada pela rotação da curva x = acosh(v), z = av, −∞ <

v < +∞, é chamada de catenóide e uma parametrização para o catenóide é dada por,

x(u, v) = (acosh(v)cos(u), acosh(v)sen(u), av) 0 < u < 2π, −∞ < v < +∞.
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Os coeficientes da primeira forma fundamental do catenóide são,

E = a2cosh2(v), F = 0, G = a2cosh2(v).

Agora vamos mostrar que o catenóide é localmente isométrico ao helicóide. Uma para-
metrização para o helicóide é dada por

x(u, v) = (vcos(u), vsen(u), au) a > 0, 0 < u < 2π, −∞ < v < +∞.

Para mostrar o que desejamos, basta provar que os coeficientes da primeira forma funda-
mental para alguma parametrização do helicóide e do catenóide são iguais. Desta forma,
considere a mudança de parâmetros,

u = u, v = asenh(v), a < u < 2π, −∞ < v < +∞.

Note que, a nova parametrização

x(u, v) = (asenh(v)cos(u), asenh(v)sen(u), au), a < u < 2π, −∞ < v < +∞,

é diferenciável, pode-se mostrar que x é homeomorfismo e o determinante do jacobiano

∣∣∣∣∂(ū, v̄)

∂(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ū

∂u

∂ū

∂v
∂v̄

∂u

∂v̄

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0

0 acosh(v)

∣∣∣∣∣∣ = acosh(v),

nunca se anula, garantido a validade da condição 3 da Definição 4. Por fim, calculando
os coeficientes da primeira forma fundamental da parametrização x(u, v) do helicóide
obtemos

E = a2cosh2(v), F = 0, G = a2cosh2(v).

Concluímos, portanto, que o catenóide é localmente isométrico ao helicóide.

O fato de conseguirmos calcular comprimentos de curvas na superfície usando somente
a primeira forma, nos permite introduzir a noção de distância "intrínseca" para pontos
de S. A grosso modo, definimos d(p, q) entre dois pontos de S como sendo o ínfimo dos
comprimentos das curvas em S ligando p a q, isto é,

d(p, q) = inf(l(αp,q)),
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onde αp,q é uma curva parametrizada diferenciável por partes unindo p a q e l(αp,q) seu
comprimento. Perceba que essa distância é maior ou igual a distância ||p − q|| para
p, q ∈ R3 (Figura 3.2).

Figura 3.2: Distância de p a q.

Fonte: CARMO,2005,p. 270.

Um fato interessante é que se ϕ : S −→ S é isometria, então d(p, q) = d(ϕ(p), ϕ(q)),
p, q ∈ S. Assim, a noção de isometria é o conceito natural de equivalência para as propri-
edades métricas de superfícies regulares. Dizemos que duas superfícies são metricamente
equivalentes se existe uma isometria ϕ entre S e S.

Definição 21. Um difeomorfismo ϕ : S −→ S é uma aplicação conforme se para todo
p ∈ S e para todo v1, v2 ∈ TpS

〈dϕp(v1), dϕp(v2)〉 = λ2(p)〈v1, v2〉p,

onde λ2 é uma função diferenciável em S que não se anula. Nesta situação as superfícies
S e S são chamadas superfícies conformes.

Uma aplicação ϕ : V −→ S de uma vizinhança V de p ∈ S em S é uma aplicação
conforme local se existir uma vizinhança V de ϕ(p) tal que ϕ : V −→ V é uma aplicação
conforme. Se para cada p ∈ S existir uma aplicação conforme local em p, a superfície S
é considerada localmente conforme a S.
O significado geométrico da definição acima é que aplicações conformes preservam ângulos.
Na verdade, seja α : I −→ S e β : I −→ S duas curvas em S que se cruzam em, digamos,
t = 0. Seu ângulo θ em t = 0 é dado por

cos(θ) =
〈α′(0), β′(0)〉
|α′(0)| · |β′(0)|

.

Uma aplicação conforme ϕ : S −→ S aplica essas curvas em curvas ϕ ◦ α : I −→ S,
ϕ ◦ β : I −→ S que se intersectam em t = 0, fazendo um ângulo θ̄ dado por,

cos(θ) =
〈dϕp(α′(0), dϕp(β

′(0)〉
|dϕp(α′(0)| · |dϕp(β′(0)|

=
λ2(0)〈α′(0), β′(0)〉
λ2(0)|α′(0)| · |β′(0)|

= cos(θ).
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Proposição 14. Seja x : U −→ S e x : U −→ S parametrizações tal que E = λ2E,
F = λ2F e G = λ2G em U , onde λ2 é uma função diferenciável em U e nunca se anula.
Então a aplicação ϕ : x ◦ x−1 : x(U) −→ S é uma aplicação conforme local.

Demonstração. Considere p ∈ x(U) e w ∈ TpS. Observe que w é vetor tangente a uma
curva que é expressa em coordenadas por x(α(t)), vale ressaltar que α(t) = (u(t), v(t)) ∈
U . Podemos escrever w como

w = xuu
′ + xvv

′.

Por definição de diferencial dϕp(w) é vetor tangente da curva x◦x−1◦x(α(t)) = x(α(t)) ∈
S. Sendo assim, dϕp(w) é dada por

dϕp(w) = xuu
′ + xvv

′.

Segue que,

Ip(w) = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2 = λ2(E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2) = λ2(Iϕ(p)(dϕp(w)).

Com isso, concluímos que Ip(w) = λ2(Iϕ(p)(dϕp(w)) para todo p ∈ S e w ∈ TpS. Logo
ϕ : x ◦ x−1 : x(U) −→ S é uma aplicação conforme local.

O seguinte teorema nos fornece a propriedade mais importante de aplicações conformes,
mas não será demonstrado aqui.

Teorema 2. Duas superfícies regulares quaisquer são localmente conformes.

A ideia de demonstrar este teorema se baseia na possibilidade de parametrizar uma vizi-
nhança de qualquer ponto de uma superfície regular de tal forma que os coeficientes da
primeira forma sejam,

E = λ2(u, v) > 0, F = 0, G = λ2(u, v).

Esse sistema de coordenadas é denominado isotérmico.
A demonstração do teorema não será apresentando aqui, o leitor poderá encontrar em [9],
p. 15-35.

3.2 O teorema de Gauss e as equações de compatibili-

dade

Nesta seção temos como objetivo mostrar a fórmula de Gauss que expressa a curvatura
Gaussiana K em função dos coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas,
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isso nos diz que K é um conceito intrínseco. Prosseguindo de modo análogo ao estudo
das propriedades locais das curvas, vamos atribuir a cada ponto da superfície um triedro
{xu,xv, N} e estudar as derivadas desses vetores. Seja x : U ⊂ R2 −→ S uma parametri-
zação na orientação de S. É possível atribuir para cada ponto de x(U) um triedo natural
dado pelos vetores xu,xv e N . Iremos expressar as derivadas dos vetores xu,xv e N na
base {xu,xv, N}. Como N é vetor normal e unitário, segue que 〈N,N〉 = 1, derivando
com respeito a u (analogamente a v) obtemos 〈Nu, N〉 = 0, logo Nu ∈ TpS (analogamente
Nv ∈ TpS). Segue que,

Nu = a11xu + a21xv,

Nv = a12xu + a22xv,

xuu = Γ1
11xu + Γ2

11xv + L1N,

xuv = Γ1
12xu + Γ2

12xv + L2N, (3.1)

xvu = Γ1
21xu + Γ2

21xv + L2N,

xvv = Γ1
22xu + Γ2

22xv + L3N,

onde os aij, i, j = 1, 2, são dados por,

a11 =
fF − eG
EG− F 2

, a12 =
gF − fG
EG− F 2

,

a21 =
eF − fE
EG− F 2

, a22 =
fF − gE
EG− F 2

,

e os outros coeficientes devem ser determinados. Os coeficientes Γkij, i, j, k = 1, 2, são cha-
mados de símbolos de Christoffel de S na parametrização x. Como xuv = xvu, concluímos
que Γ1

12 = Γ1
21 e Γ2

12 = Γ2
21, isto é, os símbolos de Christoffel são simétricos com relação

aos índices baixos. Observe que,

e = 〈N,xuu〉,

f = 〈N,xuv〉 = 〈N,xvu〉,

g = 〈N,xvv〉,

são os coeficientes da segunda forma fundamental. Daí,

e =〈N,Γ1
11xu + Γ2

11xv + L1N〉

=Γ1
11〈N,xu〉+ Γ2

11〈N,xv〉+ L1〈N,N〉 = L1.
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Prosseguindo de maneira análoga para xuv,xvu e xvv, iremos obter L2 = L2 = f , L3 = g.
Para determinar os símbolos de Christoffel, observe o seguinte

E = 〈xu,xu〉,

Eu = 2〈xuu,xu〉.

Por outro lado,

〈xuu,xu〉 = 〈Γ1
11xu + Γ2

11xv + L1N,xu〉 = Γ1
11E + Γ2

11F.

Portanto,

Γ1
11E + Γ2

11F =
Eu
2
.

Procedendo de forma análoga com as outras combinações de produtos internos entre
derivadas parciais de segunda ordem e primeira ordem da parametrização x, obtemos

Γ1
11E + Γ2

11F = 〈xuu,xu〉 =
Eu
2
,

Γ1
11F + Γ2

11G = 〈xuu,xv〉 = Fu −
Ev
2
,


Γ1

12E + Γ2
12F = 〈xuv,xu〉 =

Ev
2
,

Γ1
12F + Γ2

12G = 〈xuv,xv〉 =
Gu

2
,

Γ1
22E + Γ2

22F = 〈xvv,xu〉 = Fv −
Gu

2
,

Γ1
22F + Γ2

22G = 〈xvv,xv〉 =
Gv

2
,

Observe que as Equações acima foram agrupadas em três pares de Equações e que para
cada par o determinante do sistema é EG − F 2 6= 0. É possível resolver o sistema
acima e calcular os símbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira forma
fundamental e de suas derivadas. Um fato importante, que segue da solução do sistema
acima, é que todos os conceitos e propriedades geométricas expressas em termos dos
símbolos de Christoffel são invariantes por isometria.

Exemplo 19. Iremos calcular os símbolos de Christoffel para uma superfície de revolução
cuja sua parametrização é dada por

x(u, v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v)) f(v) > 0,
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onde u ∈ (0, 2π) e a < v < b. Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental,
obtemos

E = (f(v))2, F = 0, G = (f ′(v))2 + (g′(v))2.

segue daí que,

Eu = 0, Ev = 2f(v) · f ′(v),

Fu = 0, Fv = 0,

Gu = 0, Gv = 2(f ′(v)f ′′(v) + g′(v)g′′(v)).

Analisando o sistema dos pares de Equações acima, com os resultados adquiridos para os
coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas, segue que,

Γ1
11 = 0, Γ2

11 = − f(v) · f ′(v)

(f ′(v))2 + (g′(v))2
,

Γ1
12 =

f(v) · f ′(v)

(f(v))2
, Γ2

12 = 0,

Γ1
22 = 0, Γ1

22 =
f ′(v) · f ′′(v) + g′(v) · g′′(v)

(f ′(v))2 + (g′(v))2
.

Como vimos inicialmente, as expressões das derivadas de xu, xv e N na base {xu,xv, N}
envolvem somente o conhecimento dos coeficientes das primeira e segunda formas funda-
mentais de S. Uma forma de conseguirmos relacionar esses coeficientes é considerar as
expressões,

(xuu)v − (xuv)u = 0,

(xvv)u − (xvu)v = 0, (3.2)

Nuv −Nvu = 0.

Substituindo os valores de (3.1) podemos escrever as relações de (3.2) na forma

A1xu +B1xv + C1N = 0,

A2xu +B2xv + C2N = 0,

A3xu +B3xv + C3N = 0,

onde Ai,Bi,Ci, i = 1, 2, 3, são funções de E,F ,G,e,f ,g e suas derivadas. Como os vetores
xu, xv, N são linearmente independentes, implica que existem 9 relações tal que

Ai = 0, Bi = 0, Ci = 0, i = 1, 2, 3.
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Como exemplo, iremos determinar as relações A1 = B1 = C1 = 0. Usaremos os valores
de (3.1) e da primeira expressão obtida em (3.2), podemos escrever

Γ1
11xuv + Γ2

11xvv + eNv + (Γ1
11)vxu + (Γ2

11)vxv + evN

= Γ1
12xuu + Γ2

12xvu + fNu + (Γ1
12)uxu + (Γ2

12)uxv + fuN.
(3.3)

Usando os valores de (3.1) em (3.3) e igualando aos coeficientes de xv obtemos B1 = 0 e
escrevemos

Γ1
11Γ2

12 + Γ2
11Γ2

22 + ea22 + (Γ2
11)v = Γ1

12Γ2
11 + Γ2

12Γ2
12 + fa21 + (Γ2

12)u.

Introduzindo os valores de a21 e a22 dados por

a21 =
eF − fE
EG− F 2

, a22 =
fF − gE
EG− F 2

,

obtemos

(Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ1
12Γ2

11 + Γ2
12Γ2

12 − Γ2
11Γ2

22 − Γ1
11Γ2

12 = e

(
fF − gE
EG− F 2

)
− f

(
eF − fE
EG− F 2

)
=

(
efF − efF − egE + f 2E

EG− F 2

)
= −E

(
eg − f 2

EG− F 2

)
= −EK. (3.4)

Convém neste momento interromper nossos cálculos para chamar a atenção para o fato
de que a equação acima prova o seguinte teorema.

Teorema 3. (Teorema Egregium de Gauss) A curvatura Gaussiana K de uma superfície
é invariante por isometrias locais.

Demonstração. De fato, se x : U ⊂ R2 −→ S é uma parametrização de S em p e se
ϕ : V ⊂ S −→ S, onde V ⊂ x(U) é uma vizinhança de p, é uma isometria local em
p, então y = ϕ ◦ x é uma parametrização de S em ϕ(p). Como ϕ é uma isometria,
os coeficientes da primeira forma fundamental das parametrizações x e y são iguais em
pontos correspondentes q e ϕ(q), q ∈ V , consequentemente, os símbolos de Christoffel
correspondentes também são iguais. Observe que acima expressamos K em um ponto,
em função dos símbolos de Christoffel em uma dada parametrização. Segue daí que
K(q) = K(ϕ(q)) ∀q ∈ V .

A expressão acima que produz o valor da curvatura K em termos dos coeficientes da
primeira forma fundamental e de suas derivadas, é conhecida como a fórmula de Gauss.
Este teorema é um dos fatos mais importantes da geometria diferencial. Como provamos
na seção anterior que o catenóide é localmente isométrico ao helicóide, concluímos então
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que suas curvaturas Gaussianas são iguais nos pontos correspondentes.
Visando mais um resultado geométrico, voltamos aos nossos cálculos. Usando novamente
os valores de (3.1) em (3.3) e igualando aos coeficientes de xu obtemos A1 = 0 e escrevemos

Γ1
11Γ1

12 + Γ2
11Γ1

22 + ea12 + (Γ1
11)v = Γ1

12Γ1
11 + Γ2

12Γ1
21 + fa11 + (Γ1

12)u

⇒ (Γ1
12)u − (Γ1

11)v + Γ1
12Γ1

11 + Γ2
12Γ1

21 − Γ1
11Γ1

12 − Γ2
11Γ1

22 = ea12 − fa11

⇒ (Γ1
12)u − (Γ1

11)v + Γ2
12Γ1

21 − Γ2
11Γ1

22 = ea12 − fa11.

Introduzindos os valores de a11 e a12 dados por

a11 =
fF − eG
EG− F 2

, a12 =
gF − fG
EG− F 2

,

obtemos

(Γ1
12)u − (Γ1

11)v + Γ2
12Γ1

21 − Γ2
11Γ1

22 = e

(
gF − fG
EG− F 2

)
− f

(
fF − eG
EG− F 2

)
⇒ (Γ1

12)u − (Γ1
11)v + Γ2

12Γ1
21 − Γ2

11Γ1
22 = FK. (3.5)

Por fim, substituindo os valores de xuv e xvu de (3.1) em (3.3) e igualando os coeficientes
de N obtemos C1 = 0 e escrevemos na forma

fΓ1
11 + gΓ2

11 + ev = eΓ1
12 + fΓ2

12 + fu

⇒ ev − fu = eΓ1
12 + f(Γ2

12 − Γ1
11)− gΓ2

11. (3.6)

Aplicando o mesmo processo na segunda expressão de (3.2), obtemos que ambas as equa-
ções A2 = 0 e B2 = 0 fornecem novamente a fórmula de Gauss. Além disso, C2 = 0 é
dado por

fv − gu = eΓ1
22 + f(Γ2

22 − Γ1
12)− gΓ2

12 (3.7)

O mesmo processo pode ser aplicado à última expressão de (3.2), resultando que C3 = 0

é a identidade, isto é usando à última expressão de (3.2) e os valores de (3.1) obtemos

Nuv = Nvu

⇒ (a11)vxu + (a11)xuv + (a12)vxv + a21xvv = (a12)uxu + a12xuu + (a22)uxv + a22xvu,
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igualando os coeficientes de N da expressão acima e introduzindo os valores de (aij) visto
anteriormente, escrevemos(

fF − eG
EG− F 2

)
f +

(
eF − fE
EG− F 2

)
g =

(
gF − fG
EG− F 2

)
e+

(
fF − gE
EG− F 2

)
f

⇒ f 2F − f 2F − efG+ efG+ egF − egF − gfE + gfE = 0

⇒ 0 = 0.

Além disso, A3 = 0 e B3 = 0 são novamente (3.6) e (3.7). As Equações (3.6) e (3.7)

são chamadas de equações de Mainardi-Codazzi. A fórmula de Gauss e as equações de
Mainardi-Codazzi são conhecidas como equações de compatibilidade da teoria das super-
fícies.
Uma pergunta natural é: será que existem outras relações de compatibilidade entre a
primeira e a segunda formas fundamentais, além daquelas já obtidas? O teorema abaixo
(que não será demonstrado aqui) mostra que a resposta é não. Em outras palavras, por
derivações sucessivas ou qualquer outro processo não obteríamos relações adicionais entre
os coeficientes E, F , G, e, f , g e suas derivadas. Na verdade, o teorema é mais explícito e
afirma que o conhecimento da primeira e a segunda formas fundamentais determina uma
superfície localmente.

Teorema 4. (Bonnet) Sejam E, F , G, e, f , g funções diferenciáveis, definido em um
conjunto aberto V ⊂ R2 , com E > 0 e G > 0. Suponha que as funções satisfazem
formalmente as equações de Gauss e Mainardi-Codazzi e que EG− F 2 > 0. Então, para
cada q ∈ V existe uma vizinhança U ⊂ V de q e um difeomorfismo x : U −→ x(U) ⊂ R3

de modo que a superfície regular x(U) ⊂ R3 tem E, F , G e e, f , g como coeficientes
da primeira e da segunda formas fundamentais, respectivamente. Além disso, se U for
conexo e se

x : U −→ x(U) ⊂ R3,

é outro difeomorfismo que satisfaz as mesmas condições, então existe um translação T e
uma transformação ortogonal linear especial ρ em R3 de tal modo que x = T ◦ ρ ◦ x.

O teorema acima não será demonstrado aqui, mas o leitor poderá encontrar a demonstra-
ção na referência [1], p. 373-379.

Proposição 15. Se x é uma parametrização ortogonal (isto é F = 0), então

K = − 1

2
√
EG

{(
Ev√
EG

)
v

+

(
Gu√
EG

)
u

}
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Demonstração. De fato, observe que

K = − 1

2
√
EG
·
{(

Ev√
EG

)
v

+

(
Gu√
EG

)
u

}
K = − 1

2
√
EG
·

(
Evv ·

√
EG

EG
− Ev · (Ev ·G+ E ·Gv)

2
√
EG · EG

+
Guu ·

√
EG

EG
− Gu · (Eu ·G+ E ·Gu)

2
√
EG · EG

)

K = − Evv
2EG

+
(Ev)

2 ·G
4(EG)2

+
Ev · E ·Gv

4(EG)2
− Guu

2EG
+
Gu · Eu ·G

4(EG)2
+

(Gu)
2 · E

4(EG)2
.

Pela Equação (3.4), temos

(Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ1
12 · Γ2

11 + Γ2
12 · Γ2

12 − Γ2
11 · Γ2

22 − Γ1
11 · Γ2

12 = −EK. (3.8)

Do sistema a seguir, como F = 0, obtemos os valores para os símbolos de Christoffel em
função dos coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas

Γ1
11E + Γ2

11F =
Eu
2
,

Γ1
11F + Γ2

11G = Fu −
Ev
2
,

Γ1
12E + Γ2

12F =
Ev
2
,

Γ1
12F + Γ2

12G =
Gu

2
,

Γ1
22E + Γ2

22F = Fv −
Gu

2
,

Γ1
22F + Γ2

22G =
Gv

2
,

Γ2
12 =

Gu

2G
, Γ2

11 = −Ev
2G

, Γ1
12 =

Ev
2E

, Γ2
22 =

Gv

2G
, Γ1

11 =
Eu
2E

.

Substituindo os valores encontrados acima em (3.8), obtemos(
Gu

2G

)
u

+

(
Ev
2G

)
v

+

(
Ev
2E

)
·
(
−Ev

2G

)
+

(
Gu

2G

)2

+

(
Ev
2G

)
·
(
Gv

2G

)
−
(
Eu
2E

)
·
(
Gu

2G

)
= −EK.

Desenvolvendo a equação e isolando K, obtemos

Guu

2EG
− (Gu)

2

2G2E
+

Evv
2EG

−Ev ·Gv

2G2E
− (Ev)

2

4E2G
+

(Gu)
2

4G2E
+
Ev ·Gv

4G2E
− Eu ·Gu

4E2G
= −K

+
Evv
2EG

− (Ev)
2 ·G

4(EG)2
−Ev ·Gv · E

4(EG)2
+

Guu

2EG
− Eu ·Gu ·G

4(EG)2
−(Gu)

2 · E
4(EG)2

= −K

− Evv
2EG

+
(Ev)

2 ·G
4(EG)2

+
Ev ·Gv · E

4(EG)2
− Guu

2EG
+
Eu ·Gu ·G

4(EG)2
+

(Gu)
2 · E

4(EG)2
= K.

Como queríamos mostrar.
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3.3 Transporte Paralelo e Geodésicas

Vamos começar com a definição da derivada covariante de um campo de vetores. Lem-
bramos que um campo de vetores tangentes em um conjunto aberto U ⊂ S de uma super-
fície regular S, é uma correspondência w que atribui a cada p ∈ U um vetor w(p) ∈ Tp(S).
O campo vetorial w é diferenciável em p se, para alguma parametrização x(u, v) em p, as
componentes a e b de w = axu + bxv na base {xu,xv} são funções diferenciáveis em p. O
campo vetorial w é diferenciável em U se é diferenciável para todo p ∈ U .

Definição 22. Seja w um campo diferenciável de vetores em um conjunto aberto U ⊂ S e
p ∈ U . Seja y ∈ TpS. Considere uma curva parametrizada α : (−ε, ε)→ U , com α(0) = p

e α′(0) = y, e seja w(t), t ∈ (−ε, ε), a restrição do campo de vetores w à curva α. O vetor

obtido pela projeção de
(
dw

dt

)
(0) sobre o plano TpS é chamado a derivada covariante em

p do campo de vetores w em relação ao vetor y. Esta derivada covariante é denotada por
Dw
dt

(0) ou (Dyw)(p) (Figura 3.3).

Figura 3.3: A derivada covariante.

Fonte: CARMO,2005,p. 286.

Vamos agora mostrar que a derivada covariante é um conceito intrínseco da geometria
e que não depende da escolha da curva α. Considere α(t) = x(u(t), v(t)) e

w(t) = a(u(t), v(t))(xu) + b(u(t), v(t))(xv)

= a(t)(xu) + b(t)(xv),

a expressão de w(t) na parametrização x(u, v). Então

dw

dt
= a′xu + b′xv + a(t) · (xuuu′(t) + xuvv

′(t)) + b(t) · (xvuu′(t) + xvvv
′(t)).
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Como
Dw

dt
é a componente de

dw

dt
no plano tangente, usando a expressão (3.1) e elimi-

nando a componente normal, obtemos

Dw

dt
=a′xu + b′xv + a · [(Γ1

11xu + Γ2
11xv)u

′ + (Γ1
12xu + Γ2

12xv)v
′]+

b[(Γ1
21xu + Γ2

21xv)u
′ + (Γ1

22xu + Γ2
22xv)v

′]

Dw

dt
=xu · (a′ + Γ1

11au
′ + Γ1

12av
′ + Γ1

12bu
′ + Γ1

22bv
′)+

xv · (b′ + Γ2
11au

′ + Γ2
12av

′ + Γ2
21bu

′ + Γ2
22bv

′). (3.9)

Podemos observar que a expressão acima nos diz que Dw/dt depende apenas do vetor
(u′(t), v′(t)) e não da curva α. Ademais, a expressão está escrita em termos dos símbolos
de Christoffel, ou seja, em termos da primeira forma fundamental e suas derivadas o que
conclui nossa demonstração.
Ao considerarmos a superfície S como o plano, podemos obter uma parametrização onde
E = G = 1 e F = 0, com isso obtemos que Γkij = 0 e consequentemente pela Equação
(3.9), podemos observar que a derivada covariante é a derivada usual de vetores no plano,
isto é

Dw

dt
= a′(t)xu + b′(t)xv.

Neste ponto, podemos observar que a derivada covariante é uma generalização da derivada
usual de vetores no plano.

Definição 23. A curva parametrizada α : [0, l] −→ S é a restrição para [0, l] de uma
aplicação diferenciável de (0− ε, l+ ε), com ε > 0, em S. Se α(0) = p e α(l) = q, dizemos
que α une p a q. A curva α é regular se α′(t) 6= 0 para todo t ∈ [0, l]. Por conveniência
usaremos I = [0, l] sempre que a especificação do ponto final l não for necessária.

Definição 24. Seja α : I −→ S curva parametrizada em S. Um campo de vetores w ao
longo de α é uma correspondência que atribui a cada t ∈ I um vetor

w(t) ∈ Tα(t)S.

Tal campo é diferenciável em t0 ∈ I se para alguma parametrização x(u, v) em α(t0) as
funções componentes a(t), b(t) de w(t) = axu + bxv são funções diferenciáveis de t no
ponto t0. O campo w é diferenciável em I se é diferenciável em todos os pontos de t ∈ I.

Um exemplo de um campo de vetores (diferenciável) ao longo de α é dado pelo campo
α′(t) dos vetores tangentes de α (Figura 3.4).
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Figura 3.4: O campo de vetores tangentes ao longo de uma curva α.

Fonte: CARMO,2005,p. 287.

Definição 25. Seja w um campo de vetores diferenciável ao longo de α : I −→ S. A
expressão obtida acima para derivada covariante (Dw/dt)(t), t ∈ I, está bem definida e é
chamada derivada covariante de w em t.

De um ponto de vista externo a superfície, a fim de obter a derivada covariante de um
campo w ao longo de α : I −→ S com t ∈ I tomamos a derivada usual (dw/dt)(t) de w em
t e projetamos este vetor ortogonalmente em Tα(t)S. Segue que quando duas superfícies
são tangentes ao longo de uma curva parametrizada α a derivada covariante de um campo
w ao longo de α é a mesma para ambas as superfícies.
Observe que se α(t) é uma curva em S, podemos pensar nela como a trajetória de um
ponto que está se movendo na superfície. Desta forma, α′(t) é então a velocidade e α′′(t)
a aceleração. A derivada covariante Dα′/dt do campo α′(t) é a componente tangencial da
aceleração α′′(t). Intuitivamente Dα′/dt é a aceleração do ponto α(t) visto de S.

Definição 26. Um campo de vetores w ao longo de uma curva parametrizada α : I −→ S

é dito paralelo se Dw/dt = 0 para todo t ∈ I.

Proposição 16. Sejam w e v campos paralelos ao longo de α : I −→ S. Então 〈w(t), v(t)〉
é constante. Em particular, |w(t)| e |v(t)| são constantes e o ângulo entre w(t) e v(t)

também é constante.

Demonstração. Observe que se w é campo paralelo ao longo de α, então dw/dt é normal
a Tα(t)S, isto é

〈v(t), w′(t)〉 = 0, t ∈ I.

Pelo mesmo argumento acima, segue que

〈v′(t), w(t)〉 = 0, t ∈ I.
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Portanto,

(〈v(t), w(t)〉)′ = 〈v′(t), w(t)〉+ 〈v(t), w′(t)〉 = 0, t ∈ I.

Logo o produto interno entre v(t) e w(t) é constante. Para mostrar que |v(t)| é constante,
basta considerar w(t) = v(t) e repetir o processo acima (analogamente para |w(t)|), isto
é, se w(t) = v(t) obtemos

(〈v(t), v(t)〉)′ = 〈v′(t), v(t)〉+ 〈v(t), v′(t)〉 = 0, t ∈ I

⇒ 〈v(t), v(t)〉 = c ≥ 0, c ∈ R.

Como |v(t)|2 = 〈v(t), v(t)〉, segue que |v(t)| é constante. Uma vez que o produto interno
entre os dois campos é constante e a norma de cada um também é constante, segue de
imediato que o ângulo entre v(t) e w(t) também é constante.

O campo de vetores tangentes de um meridiano (parametrizado pelo comprimento de
arco) de uma esfera unitária S2 é um campo paralelo em S2 (Figura 3.5). De fato, seja
α(t) o campo de vetores tangentes do meridiano parametrizado pelo comprimento de arco.
Então

〈α′(t), α′(t)〉 = 1,

e derivando em ambos os lados com relação a t, obtemos

2〈α′′(t), α′(t)〉 = 0.

Portanto, α′′(t) é ortogonal a α′(t), logo sua derivada covariante é zero.

Figura 3.5: Campo paralelo em S2.

Fonte: CARMO,2005,p. 289.
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A seguir veremos uma proposição que garante a existência de um campo de vetores
paralelos ao longo de uma curva parametrizada α(t) e que eles são completamente deter-
minados por seus valores em um ponto t0.

Proposição 17. Seja α : I −→ S uma curva parametrizada em S e seja w0 ∈ Tα(t0)S, t0 ∈
I. Então existe um único campo vetorial paralelo w(t) ao longo de α(t), com w(t0) = w0.

A demonstração deste resultado será feita mais adiante como aplicação da Proposição 18,
p. 74.
A proposição acima nos permite definir transporte paralelo de um vetor ao longo de uma
curva parametrizada.

Definição 27. Seja α : I −→ S uma curva parametrizada e w0 ∈ Tα(t0)S, t0 ∈ I. Seja
w o campo de vetores paralelo ao longo de α, com w(t0) = w0. O vetor w(t1), t1 ∈ I, é
chamado de transporte paralelo de w0 ao longo de α no ponto t1.

Note que se a curva α : I −→ S, t ∈ I é regular, então o transporte paralelo não depende
da parametrização de α(I). Com efeito, se β : J −→ S, σ ∈ J é outra parametrização
regular para α(I) e t : J −→ I é tal que dt/dσ 6= 0 ∀t ∈ I, então da Equação (3.9)
temos

Dw

dσ
=
Dw

dt

dt

dσ
, t ∈ I, σ ∈ J.

Assim, w(t) é paralelo, se e só se, w(σ) é paralelo.
A Proposição 16 contém uma propriedade interessante do transporte paralelo. Fixe dois
pontos p, q ∈ S e uma curva parametrizada α : I −→ S, com α(0) = p, α(1) = q. Denote
por Pα : TpS −→ TqS a aplicação que atribui a cada v ∈ TpS seu transporte paralelo ao
longo de α em q. A Proposição 16 diz que esta aplicação é uma isometria linear.
Outra propriedade interessante do transporte paralelo é que se duas superfícies S e S ′ são
tangentes ao longo de uma curva parametrizada α e w0 é um vetor de Tα(t0)S = Tα(t0)S

′,
então w(t) é o transporte paralelo de w0 em relação à superfície S se e somente se w(t)

é o transporte paralelo de w0 em relação a S ′. Na verdade, a derivada covariante Dw/dt
de w é a mesma para ambas as superfícies.

Exemplo 20. Seja C um paralelo de colatitude ϕ de uma esfera unitária e seja w0 um
vetor unitário, tangente a C em algum ponto p de C. Determinamos o transporte paralelo
de w0 ao longo de C, parametrizado pelo comprimento do arco s, com s = 0 em p (Figura
3.6).
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Figura 3.6: Transporte paralelo em superfícies tangentes.

Fonte: CARMO,2005,p. 291-292

Considere o cone que é tangente à esfera ao longo de C. O ângulo ψ no vértice deste cone
é dado por ψ = (π/2)− ϕ. Pela propriedade acima, o problema se reduz à determinação
do transporte paralelo de w0, ao longo de C, em relação ao cone tangente. Sabemos
que um cone menos uma geratriz é isométrico a um conjunto aberto U ⊂ R2 dado em
coordenadas polares por

0 < ρ < +∞, 0 < θ < 2π sen(ψ).

Como no plano o transporte paralelo coincide com a noção usual, obtemos, para um
deslocamento s de p, correspondendo ao ângulo central θ, que o ângulo orientado formado
pelo vetor tangente t(s) com o transporte paralelo w(s) é dado por 2π − θ.

Definição 28. A aplicação α : [0, l] −→ S é uma curva parametrizada regular por partes
se α é contínua e existe uma partição

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tk < tk+1 = l,

do intervalo [0, l] de forma que a restrição α|[ti, ti+1], i = 0, ..., k, é uma curva parametri-
zada regular. Cada α|[ti, ti+1] é chamado de arco regular de α.

A noção de transporte paralelo pode ser facilmente estendida a curvas parametrizadas
regulares por partes. Se, digamos, o valor inicial w0 está no intervalo [ti, ti+1], realizamos
o transporte paralelo no arco regular α|[ti, ti+1] como usual; se ti+1 6= l, tomamos w(ti+1)

como o valor inicial para o transporte paralelo no próximo arco α|[ti+1, ti+2] e assim por
diante.

Definição 29. Uma curva parametrizada γ : I −→ S não constante é uma geodésica em
t ∈ I se o seu campo de vetores tangentes γ′(t) é paralelo ao longo de γ em t, isto é,

Dγ′(t)

dt
= 0.



Capítulo 3. Geometria Intrínseca de Superfícies 69

γ é uma geodésica parametrizada se é geodésica para todo t ∈ I.

Observe que pela Proposição 16, |γ′(t)| = c 6= 0. Portanto, podemos introduzir o com-
primento do arco s = ct como um parâmetro, e concluímos que o parâmetro t de uma
geodésica parametrizada γ é proporcional ao comprimento de arco de γ.
Observe que uma geodésica parametrizada pode admitir auto interseções, entretanto,
seu vetor tangente nunca se anula e consequentemente a parametrização é regular. As
considerações anteriores nos permitem estender a definição de geodésica para subconjuntos
de S que são curvas regulares.

Definição 30. Uma curva C regular conexa em S é dita uma geodésica se, para cada
p ∈ C, a parametrização α(s) de uma vizinhança coordenada de p pelo comprimento do
arco s é uma geodésica parametrizada, isto é, α′(s) é um campo de vetores paralelo ao
longo de α(s).

Note que cada linha reta contida em uma superfície satisfaz a definição acima. De um
ponto de vista externo à superfície S, a definição 30 é equivalente a dizer que α′′(s) = kn

é normal ao plano tangente, ou seja, paralelo ao vetor normal à superfície. Em outras
palavras, uma curva regular C ⊂ S (k 6= 0) é uma geodésica se, e somente se, sua normal
principal em cada ponto p ∈ C é paralelo ao vetor normal de S em p.
A propriedade acima pode ser usada para identificar algumas geodésicas geometricamente,
conforme mostrado no exemplo abaixo.

Exemplo 21. Os grandes círculos de uma esfera S2 são geodésicas. Na verdade, os
grandes círculos C são obtidos intersectando a esfera com um plano que passa através do
centro O da esfera. A normal principal em um ponto p ∈ C encontra-se na direção do
segmento que liga p a O porque C é um círculo de centro O. Sabemos que o vetor normal
de S2 está na mesma direção, que verifica nossa afirmação.

Definição 31. Seja w um campo diferenciável de vetores unitários ao longo de uma curva
parametrizada α : I −→ S em uma superfície orientada S. Uma vez que w(t), t ∈ I, é um
campo de vetores unitários, (dw/dt)(t) é normal a w(t) e, portanto,

Dw

dt
= λ(N × w(t)).

O número real λ = λ(t), denotado por [Dw/dt], é chamado de valor algébrico da derivada
covariante de w em t. Observe que o sinal de [Dw/dt] depende da orientação de S e que
[Dw/dt] = 〈dw/dt,N×w〉, isto é, o valor algébrico é a componente da projeção ortogonal
de dw/dt sobre N × w.

A partir de agora, a orientação de S terá um papel essencial nos conceitos a serem intro-
duzidos. Devemos agora definir, para uma curva em uma superfície, um conceito que é
análogo a curvatura das curvas planas.
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Figura 3.7: A curvatura geodésica.

Fonte: CARMO,2005,p. 298.

Definição 32. Seja C uma curva regular orientada contida em uma superfície orientada
S, e seja α(s) uma parametrização de C, em uma vizinhança de p ∈ S, pelo comprimento
do arco s. O valor algébrico da derivada covariante [Dα′(s)/ds] = kg de α′(s) em p é
chamado curvatura geodésica de C em p (Figura 3.7).

As curvas regulares que são geodésicas são caracterizadas como curvas cuja curvatura
geodésica é zero. De um ponto de vista externo à superfície, o valor absoluto do curvatura
geodésica kg de C em p é o valor absoluto da componente tangencial do vetor α′′(s) = kn,
onde k é a curvatura de C em p e n é o vetor normal de C em p. Lembrando que o valor
absoluto da componente normal do vetor kn é o valor absoluto da curvatura normal kn
de C ⊂ S em p, com isso temos,

k2 = k2
g + k2

n.

Por exemplo, o valor absoluto da curvatura geodésica kg de um paralelo C de colatitude
ϕ em uma esfera unitária S2 pode ser calculado a partir da relação (Figura 3.8),

Figura 3.8: Curvatura geodésica de um paralelo em S2.

Fonte: CARMO,2005,p. 299.
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1

sen2ϕ
= k2

n + k2
g = 1 + k2

g ;

isto é,

k2
g =

1

sen2ϕ
− 1

= cot2 ϕ.

O sinal de kg depende das orientações de S2 e C. Uma outra consequência dessa interpre-
tação externa é que, quando duas superfícies são tangentes ao longo de uma curva regular
C, o valor absoluto da curvatura geodésica de C é a mesma em relação a qualquer uma
das duas superfícies. Observe que a curvatura geodésica de C ⊂ S muda de sinal quando
mudamos a orientação de C ou S.
Devemos agora obter uma expressão para o valor algébrico da derivada covariante. Para
isso, precisamos de algumas preliminares. Sejam v e w dois campos de vetores dife-
renciáveis ao longo da curva parametrizada α : I −→ S, com |v(t)| = |w(t)| = 1, t ∈ I.
Queremos definir uma função diferenciável ϕ : I −→ R de tal forma que ϕ(t), t ∈ I, é uma
determinação do ângulo de v(t) para w(t) na orientação de S. Para isso, consideramos o
campo vetorial diferenciável v ao longo de α, definido pela condição de que {v(t), v(t)} é
uma base ortonormal positiva para cada t ∈ I. Assim, w(t) pode ser expresso como

w(t) = a(t)v(t) + b(t)v(t),

onde a e b são funções diferenciáveis em I e a2+b2 = 1. O lema a seguir mostra que, fixando
uma determinação ϕ0 do ângulo de v(t0) a w(t0) é possível "estendê-lo" diferenciavelmente
em I, e isso produz a função desejada.

Lema 1. Sejam a e b funções diferenciáveis em I com a2 + b2 = 1 e ϕ0 seja tal que
a(t0) = cosϕ0, b(t0) = senϕ0. Então a função diferenciável

ϕ = ϕ0 +

∫ t

t0

(ab′ − ba′)dt,

é tal que cosϕ(t) = a(t), senϕ(t) = b(t), t ∈ I e ϕ(t0) = ϕ0.

Demonstração. Observe que é suficiente mostrar que a função

(a(t)− cosϕ(t))2 + (b(t)− senϕ(t))2 = 2− 2(a(t) cosϕ(t) + b(t) senϕ(t)),
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é nula, ou seja,

A(t) = a(t) cosϕ(t) + b(t) senϕ(t) = 1.

Como que a2(t) + b2(t) = 1, isto significa dizer que ao derivarmos com respeito a t, em
ambos os lados, obteremos imediatamente a(t) ·a′(t) = −b(t) ·b′(t). Desta forma, podemos
observar que

A′(t) = a′ · cosϕ− a · senϕ · ϕ′ + b′ · senϕ+ b · cosϕ · ϕ′

= −b′ senϕ(a2 + b2)− a′ cosϕ(a2 + b2) + a′ · cosϕ+ b′ · senϕ

= 0, (3.10)

visto que,

ϕ′(t) = a(t) · b′(t)− b(t) · a′(t)

⇒ b(t) · ϕ′(t) = a(t) · b′(t) · b(t)− b2(t) · a′(t)

⇒ b(t) · ϕ′(t) = −a2(t) · a′(t)− b2(t) · a′(t)

⇒ −b(t) · ϕ′(t) = (a2(t) + b2(t)) · a′(t).

De modo análogo multiplicando ϕ′ por a(t) obtemos a(t) · ϕ′(t) = (b2(t) + a2(t)) · b′(t).
Sendo assim, podemos concluir da Equação (3.10) que A(t) é uma função constante e
como por hipótese, sabemos que A(t0) = 1, concluímos que A(t) = 1, t ∈ I, provando
nosso lema.

Podemos agora relacionar a derivada covariante de dois campos de vetores unitários ao
longo de uma curva com a variação do ângulo que eles formam.

Lema 2. Seja v e w dois campos diferenciáveis de vetores ao longo de uma curva α :

I −→ S, com |v(t)| = |w(t)| = 1, t ∈ I. Então,[
Dw

dt

]
−
[
Dv

dt

]
=
dϕ

dt
,

onde ϕ é uma determinação diferenciável do ângulo de v a w, como dado no Lema 1.

Demonstração. Primeiro provaremos o caso onde ϕ 6= 0. Observe que cosϕ = 〈v, w〉.
Derivando em ambos os lados, obtemos a seguinte expressão,

〈v′, w〉+ 〈v, w′〉 = − senϕ · ϕ′.

Como |v| = 1, temos que v ⊥ v′. Desta forma, ou v′ pertence ao espaço tangente e é
ortogonal a v ou é paralelo ao vetor normal a S, segue que a derivada covariante ou coincide
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com o vetor v′ ou é zero (analogamente para w). Logo a equação acima é equivalente a

〈Dv/dt, w〉+ 〈v,Dw/dt〉 = − senϕ · ϕ′. (3.11)

Perceba que,

〈Dv/dt, w〉 = 〈λ · (N × v), w〉 = [Dv/dt] · 〈N × v, w〉.

Portanto, podemos reescrever o lado esquerdo da expressão (3.11) da seguinte maneira,

〈Dv/dt, w〉+ 〈v,Dw/dt〉 = [Dv/dt] · 〈N × v, w〉+ [Dw/dt] · 〈v,N × w〉.

Como −〈N × v, w〉 = 〈v,N × w〉 e 〈N × v, w〉 = cosβ = sen
(π

2
− β

)
= senϕ, onde β é

o ângulo formado entre os vetores unitários N × v e w. Segue então que,

〈Dv/dt, w〉+ 〈v,Dw/dt〉 = ([Dv/dt]− [Dw/dt]) · 〈N × v, w〉

⇒ − senϕ · ϕ′ = ([Dv/dt]− [Dw/dt]) · senϕ

⇒ −ϕ′ = [Dv/dt]− [Dw/dt]

⇒ ϕ′ = [Dw/dt]− [Dv/dt],

e isso prova o resultado para ϕ 6= 0. Se ϕ = 0 em p, ou ϕ ≡ 0 em uma vizinhança U
de p, ou existe uma sequência (pn) → p com ϕ(pn) = 0. No primeiro caso, ϕ′ ≡ 0 em
U, v = w e o resultado é provado imediatamente. No segundo caso, o resultado se verifica
pela continuidade, pois se lim pn = p, como ϕ é diferenciável consequentemente contínua,
tem-se limϕ(pn) = ϕ(p) = 0.

Uma consequência do Lema 2 é a seguinte observação: seja C uma curva orientada regular
em S, α(s) uma parametrização pelo comprimento de arco s de C em p ∈ C, e v(s) um
campo paralelo ao longo de α(s). Então, tomando w(s) = α′(s), obtemos

kg(s) =

[
Dα′(s)

ds

]
=
dϕ

ds
.

Em outras palavras, a curvatura geodésica é a taxa de variação do ângulo que a tangente
à curva faz com uma direção paralela ao longo da curva, no caso da observação acima
essa direção paralela é o campo de vetores v. No caso do plano, a direção paralela é fixa
e a curvatura geodésica reduz-se à curvatura usual.
Agora podemos obter a expressão para o valor algébrico da derivada covariante. Sempre
que falamos de uma parametrização de uma superfície orientada, essa parametrização é
assumida como compatível com orientação.
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Proposição 18. Seja x(u, v) uma parametrização ortogonal (isto é, F = 0) de uma vizi-
nhança de uma superfície orientada S, e w(t) um campo de vetores unitário e diferenciável
ao longo da curva x(u(t), v(t)). Então,[

Dw

dt

]
=

1

2
√
EG
·
{
Gu

dv

dt
− Ev

du

dt

}
+
dϕ

dt
,

onde ϕ(t) é o ângulo de xu para w(t) na orientação dada.

Demonstração. Considere e1 =
xu√
E

e e2 =
xv√
G

vetores tangentes unitários para as curvas

coordenadas. Observe que e1 e e2 pertencem ao espaço tangente, logo o produto vetorial
e1 ∧ e2 = N , onde N é a orientação dada de S. Usando o Lema 2, podemos escrever,[

Dw

dt

]
−
[
De1

dt

]
=
dϕ

dt

⇒
[
Dw

dt

]
=

[
De1

dt

]
+
dϕ

dt
.

onde e1(t) = e1(u(t), v(t)) é o campo e1 restrito a curva x(u(t), v(t)). Agora, usando a
definição do valor algébrico, temos que,[

De1

dt

]
= 〈de1/dt,N ∧ e1〉 = 〈de1/dt, e2〉 = 〈(e1)u · du/dt+ (e1)v · dv/dt, e2〉

= 〈(e1)u, e2〉 · du/dt+ 〈(e1)v, e2)〉 · dv/dt.

Por hipótese, a parametrização é ortogonal, então obtemos,

〈xuu,xv〉 = −1

2
Ev,

segue daí que,

〈(e1)u, e2〉 =

〈(
xu√
E

)
u

,
xv√
G

〉
=

〈(
xuu√
E
,
xv√
G

)〉
−
〈(

xuEu
2E2

,
xv√
G

)〉
= − Ev

2
√
EG

.

De modo análogo,

〈(e1)v, e2〉 =
Gu

2
√
EG

.
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Ou seja, [
Dw

dt

]
= − Ev

2
√
EG
· du
dt

+
Gu

2
√
EG
· dv
dt

+
dϕ

dt

=
1

2
√
EG
·
{
Gu

dv

dt
− Ev

du

dt

}
+
dϕ

dt
.

Como queríamos demonstrar.

Como aplicação da Proposição 18, provaremos a existência e a unicidade do transporte
paralelo (Proposição 17).

Demonstração. (Proposição 17) Vamos assumir inicialmente que a curva parametrizada
α : I −→ S está contida em uma vizinhança coordenada de uma parametrização ortogonal
x(u, v). Então usando a notação da Proposição 18, com a condição de paralelismo do
campo w, obtemos

dϕ

dt
= − 1

2
√
EG
·
{
Gu

dv

dt
− Ev

du

dt

}
= B(t).

Denotando por ϕ0 uma determinação do ângulo orientado de xu para w0, o campo w é
inteiramente determinado por

ϕ = ϕ0 +

∫ t

t0

B(t)dt,

que prova a existência e unicidade de w neste caso, pois para cada ponto t, determinamos
o ângulo ϕ que é formado de xu para w. Se α(I) não está contida em uma vizinhança
coordenada, vamos dividir α(I) em um número finito de partes, cada uma contida em uma
vizinhança coordenada. Usando a unicidade da primeira parte da prova nas intersecções
não vazias de cada uma dessas partes, o resultado se estender naturalmente para o presente
caso.

Uma aplicação da Proposição 18 é a seguinte expressão para a curvatura geodésica, co-
nhecida como fórmula de Liouville.

Proposição 19. (Liouville) Seja α(s) uma parametrização pelo comprimento de arco de
uma vizinhança de um ponto p ∈ S de uma curva orientada regular C em uma superfície
orientada S. Seja x(u, v) uma parametrização ortogonal de S em p e ϕ(s) o ângulo que
xu faz com α′(s) na orientação dada. Então

kg = (kg)1 · cosϕ+ (kg)2 · senϕ+
dϕ

ds
,

onde (kg)1 e (kg)2 são as curvaturas geodésicas das curvas coordenadas v = const. e
u = const. respectivamente.
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Demonstração. Defina w = α′(s). Da Proposição 18, obtemos

kg =
1

2
√
EG
·
{
Gu

dv

ds
− Ev

du

ds

}
+
dϕ

ds
.

Ao longo da curva v = const. e u = u(s), temos dv/ds = 0 e du/ds =
1√
E
. Portanto,

(kg)1 = − Ev

2E
√
G
,

(kg)2 =
Gu

2G
√
E
.

Observe que,

kg =
Gu

2
√
G
√
E

dv

ds
− Ev

2
√
G
√
E

du

ds
+
dϕ

ds
.

Ao introduzir as relações obtidas acima na fórmula de kg, obtemos,

kg = (kg)1 ·
√
E
du

ds
+ (kg)2 ·

√
G
dv

ds
+
dϕ

ds
,

uma vez que,

√
E
du

ds
=

〈
α′(s),

xu√
E

〉
= cosϕ ,

√
G
dv

ds
= senϕ.

Como queríamos.

Vamos agora introduzir as equações de uma geodésica em uma vizinhança coordenada.
Para isso, seja γ : I −→ S uma curva parametrizada em S e seja x(u, v) uma parametriza-
ção de S em uma vizinhança V de γ(t0), t0 ∈ I. Seja J ⊂ I um intervalo aberto contendo
t0 de tal forma que γ(J) ⊂ V . Seja x(u(t), v(t)), t ∈ J , a expressão em coordenadas de
γ : J −→ S na parametrização x. Então, o campo de vetores tangentes w = γ′(t), t ∈ J ,
é dado por

w = u′(t)xu + v′(t)xv.

Portanto, o fato de que w é campo paralelo, isto é
Dw

dt
= 0, é equivalente ao sistema

de equações diferenciais (usando a expressão para derivada covariante em termos dos
símbolos de Christoffel, fazendo a = u′ e b = v′),

u′′ + Γ1
11(u′)2 + 2Γ1

12u
′v′ + Γ1

22(v′)2 = 0,

v′′ + Γ2
11(u′)2 + 2Γ2

12u
′v′ + Γ2

22(v′)2 = 0. (3.12)
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Em outras palavras, γ : I −→ S é geodésica se, e somente se, o sistema acima é satisfeito
para todo intervalo J ⊂ I, tal que γ(J) está contido em uma vizinhança coordenada.
O sistema acima é conhecido como as equações diferenciais das geodésicas de S. Uma
consequência importante do fato de que as geodésicas são caracterizadas pelo sistema
(3.12) é a seguinte proposição.

Proposição 20. Dado um ponto p ∈ S e um vetor w ∈ Tp(S), w 6= 0, existe ε > 0 e uma
única geodésica parametrizada γ : (−ε, ε) −→ S, tal que γ(0) = p, γ′(0) = w.

Este resultado não será demonstrado aqui, mas o leitor poderá encontrar a demonstração
na referência [1].
Agora iremos mostrar alguns exemplos de aplicações geométricas das equações diferenciais
(3.12).

Exemplo 22. Devemos usar o sistema (3.12) para estudar localmente a geodésica de uma
superfície de revolução com a parametrização,

x = f(v) cosu, y = f(v) senu, z = g(v).

No exemplo 19 deste material, calculamos os símbolos de Christoffel para parametrização
dada acima,

Γ1
11 = 0, Γ2

11 = − f(v) · f ′(v)

(f ′(v))2 + (g′(v))2
,

Γ1
12 =

f(v) · f ′(v)

(f(v))2
, Γ2

12 = 0,

Γ1
22 = 0, Γ1

22 =
f ′(v) · f ′′(v) + g′(v) · g′′(v)

(f ′(v))2 + (g′(v))2
,

substituindo esses valores na Equação (3.12), obtemos

u′′ +
2ff ′

f 2
u′v′ = 0,

v′′ − ff ′

(f ′)2 + (g′)2
(u′)2 +

f ′f ′′ + g′g′′

(f ′)2 + (g′)2
(v′)2 = 0. (3.13)

Vamos obter algumas conclusões a partir dessas equações. Primeiro, os meridianos u =
const. e v = v(s), parametrizado pelo comprimento de arco s, são geodésicas. Na verdade,
a primeira Equação de (3.13) é trivialmente satisfeita por u = const. A segunda equação
torna-se

v′′ +
f ′f ′′ + g′g′′

(f ′)2 + (g′)2
(v′)2 = 0.
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Calculando a primeira forma fundamental em (0, v′(s)), temos

Ip(0, v
′(s)) =

[
0 v′(s)

] [ (f(v))2 0

0 (f ′(v))2 + (g′(v))2

][
0

v′(s)

]
= 1.

Segue que,

((f ′)2 + (g′)2)(v′)2 = 1

⇒ (v′)2 =
1

(f ′)2 + (g′)2
.

Derivando a expressão acima com respeito ao comprimento de arco s, temos

2v′v′′ = − 2(f ′f ′′ + g′g′′)

((f ′)2 + (g′)2)2
(v′) = −2(f ′f ′′ + g′g′′)

(f ′)2 + (g′)2
(v′)3,

⇒ v′′ = −(f ′f ′′ + g′g′′)

(f ′)2 + (g′)2
(v′)2, v′ 6= 0.

Ou seja, ao longo do meridiano, a segunda Equação de (3.13) também é satisfeita, o que
mostra que os meridianos são geodésicas. Agora vamos determinar quais paralelos v =
const. u = u(s), parametrizados pelo comprimento do arco, são geodésicas. A primeira
das Equações (3.13) nos dá,

u′′ = 0⇒ u′ = const.,

e a segunda equação nos diz que,

ff ′

(f ′)2 + (g′)2
(u′)2 = 0.

Para que o paralelo v = const. e u = u(s) seja geodésica, é necessário que f ′ = 0, pois
por hipótese f > 0.
Em outras palavras, uma condição necessária para que um paralelo de uma superfície de
revolução seja geodésica é que, tal paralelo seja gerado pela rotação de um ponto da curva
geratriz onde a tangente é paralela ao eixo de revolução. Esta condição é suficiente, já que
ela implica que a reta normal do paralelo coincide com a reta normal à superfície (Figura
3.9).
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Figura 3.9: Paralelos que são geodésica em uma superfície de revolução.

Fonte: Autoria própria.

Devemos obter para uso posterior uma consequência geométrica interessante da primeira
das Equações (3.13), tal consequência conhecida como relação de Clairaut. Observe que
tal equação pode ser escrita como,

(f 2u′)′ = f 2u′′ + 2ff ′u′v′ = 0.

Consequentemente,

f 2u′ = const. = c.

Por outro lado, o ângulo θ, 0 ≤ θ ≤ π/2, de uma geodésica com um paralelo que a
intersecta é dado por,

cos θ =
|〈xu,xuu′ + xvv

′〉|
|xu|

= |fu′|,

onde {xu,xv} é a base associada à parametrização dada. Como f = r é o raio do paralelo
no ponto de interseção, obtemos a relação de Clairaut

r cos(θ) = cosnt. = |c|.

Finalmente, seja u = u(s) e v = v(s) uma geodésica parametrizada pelo comprimento de
arco, que assumiremos não ser um meridiano ou um paralelo da superfície. Vimos que
a primeira Equação de (3.13), pode ser escrita como f 2u′ = c 6= 0. Como a geodésica é
parametrizada pelo comprimento de arco, calculando a primeira forma fundamental em
(u′(s), v′(s))

Ip(u
′(s), v′(s)) =

[
u′(s) v′(s)

] [ (f(v))2 0

0 (f ′(v))2 + (g′(v))2

][
u′(s)

v′(s)

]
= 1.
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Segue daí que

1 = f 2

(
du

ds

)2

+ ((f ′)2 + (g′)2)

(
dv

ds

)2

, (3.14)

juntando a equação acima com a primeira Equação (3.13), é equivalente à segunda Equa-
ção (3.13). Substituindo f 2u′ = c na equação acima, obtemos

((f ′)2 + (g′)2)

(
dv

ds

)2

+ f 2u′u′ = 1

⇒ ((f ′)2 + (g′)2)

(
dv

ds

)2

+
c2

f 2
= 1.

Derivando com relação a s, temos

2
dv

ds

(
dv

ds

)′
((f ′)2 + (g′)2) +

(
dv

ds

)2

(2f ′f ′′ + 2g′g′′)
dv

ds
− 2ff ′c2

f 4

dv

ds
= 0

⇒ 2
dv

ds

(
d2v

ds2

)
((f ′)2 + (g′)2) +

(
dv

ds

)2

(2f ′f ′′ + 2g′g′′)
dv

ds
=

2ff ′c2

f 4

dv

ds
.

Analisando a equação acima, basta multiplicar por
1

2v′((f ′)2 + (g′)2)
e substituir

c2

f 4
=

(u′)2, que iremos obter a segunda Equação de (3.13),

v′′ − ff ′

(f ′)2 + (g′)2
(u′)2 +

f ′f ′′ + g′g′′

(f ′)2 + (g′)2
(v′)2 = 0.

Observe que a geodésica pode ser tangente a um paralelo que não é geodésica, então
v′(s) = 0. No entanto, a relação de Clairaut mostra que esse fato acontece apenas em
pontos isolados. Por outro lado, como c 6= 0, já que a geodésica não é um meridiano,
obtemos que u′(s) 6= 0. Segue-se que podemos inverter u = u(s), obtendo s = s(u),
e, portanto, v = v(s(u)). Desta forma, multiplicando a Equação (3.14) por (ds/du)2,
obtemos, (

ds

du

)2

= f 2

(
du

ds

)2(
ds

du

)2

+ ((f ′)2 + (g′)2)

(
dv

ds

)2(
ds

du

)2

⇒
(
ds

du

)2

= f 2 + ((f ′)2 + (g′)2)

(
dv

ds

)2(
ds

du

)2

.
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Usando o fato de que (s′)2 =
f 4

c2
,

f 4

c2
= f 2 + ((f ′)2 + (g′)2)

(
dv

du

)2

⇒ f 2 = c2 + c2 ((f ′)2 + (g′)2)

f 2

(
dv

du

)2

,

consequentemente,

f 2 − c2 = c2 ((f ′)2 + (g′)2)

f 2

(
dv

du

)2

⇒ f 2

c2

(f 2 − c2)

((f ′)2 + (g′)2)
=

(
dv

du

)2

⇒ f

c

√
f 2 − c2

(f ′)2 + (g′)2
=
dv

du
.

Assim, podemos reescrever a equação acima na forma

du

dv
=
c

f

√
(f ′)2 + (g′)2

f 2 − c2
. (3.15)

Podemos perceber que a Equação (3.15) é do tipo separável, portanto integrando em
ambos os lados com relação a v, obtemos

u = c

∫
1

f

√
(f ′)2 + (g′)2

f 2 − c2
dv +K, (3.16)

que é a equação de um segmento de uma geodésica de uma superfície de revolução que
não é nem um paralelo nem um meridiano.
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Capítulo 4

O Teorema de Gauss-Bonnet e suas
aplicações

4.1 Prólogo

Neste capítulo temos como objetivo apresentar o teorema de Gauss-Bonnet (versão
local e global) e algumas de suas consequências. O teorema de Gauss-Bonnet é um dos
teorema mais importante na geometria diferencial das superfícies. Uma primeira versão
deste teorema foi apresentada por Gauss, e lida com triângulos geodésicos em superfícies.
A grosso modo, a versão dizia que o excesso sobre π da soma dos ângulos internos ϕ1, ϕ2, ϕ3

de um triângulo geodésico T é igual à integral dupla da curvatura gaussiana K sobre T ,
isto é,

3∑
i=1

ϕi − π =

∫∫
T

Kdσ.

A partir da igualdade acima, podemos observar que se a curvatura Gaussiana for igual
a zero teríamos

∑
ϕi = π. Exatamente o que acontece no plano, a soma dos ângulos

internos de um triângulo, cujos os lados são formados por segmento de retas que são "as
geodésicas do plano" é sempre igual a π. Agora se K ≡ 1, teríamos

3∑
i=1

ϕi − π = A(T ) > 0,

logo, pensando na esfera unitária, podemos perceber que a soma dos ângulos internos de
um triângulo geodésico nesta superfície é exatamente igual a π mais a área de T . Para o
caso, onde K ≡ −1 (pseudoesfera, por exemplo), podemos perceber que

3∑
i=1

ϕi − π = −A(T ) < 0.
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Ou seja, a soma dos ângulos internos de um triângulo geodésico nesta superfície é menor
que π (Figura 4.1).

Figura 4.1: Triângulo geodésico na Pseudoesfera e na esfera unitária.

Fonte: CARMO, 2005, p. 318.

A extensão do teorema para uma região delimitada por uma curva simples que não é
geodésica é devido a Pierre Ossian Bonnet. Para estendê-lo ainda mais, por exemplo, para
superfícies compactas, algumas considerações topológicas entrarão em jogo. Na verdade,
uma das características mais importantes do teorema de Gauss-Bonnet é que ele fornece
uma relação notável entre a topologia de uma superfície compacta e a integral de sua
curvatura. Para estudarmos com mais detalhes a versão local e global deste teorema,
precisaremos de algumas definições.

4.2 Teorema de Gauss-Bonnet (Local)

Seja α : [0, l] −→ S uma aplicação contínua em um intervalo fechado [0, l] e S uma
superfície regular S. Dizemos que α é curva parametrizada, simples, fechada e regular
por partes se,

1. α(0) = α(l);

2. t1 6= t2, com t1, t2 ∈ [0, l) implica que α(t1) 6= α(t2);

3. Existe uma subdivisão

0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tk < tk+1 = l,

de (0, l] tal que α é diferenciável e regular em cada (ti, ti+1), i = 0, . . . , k.

A condição 1 nos diz que α é fechada, a condição 2 garante que não existe auto interseção
e a condição 3 garante que ela seja regular por partes.
Os pontos α(ti), i = 0, . . . , k, são chamados de vértices de α e os traços α([ti, ti+1]) são
chamados de arcos regulares de α. É comum chamar o traço α([0, l]) de curva fechada
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regular por partes. Pela condição de regularidade, para cada vértice α(ti) existe um limite
lateral, isto é, para t < ti,

lim
t→ti

α′(t) = α′(ti − 0) 6= 0,

para t > ti,
lim
t→ti

α′(t) = α′(ti + 0) 6= 0.

Seja S uma superfície com orientação e seja |θi|, onde 0 ≤ |θi| ≤ π, o menor ângulo
de α′(ti − 0) para α′(ti + 0). Se |θi| 6= π, então o sinal de θi é dado pelo determinante
(α′(ti − 0), α′(ti + 0), N). Isso significa que se o vértice α(ti) não é uma cúspide (Figura
4.2), o sinal de θi é dado pela orientação de S. O ângulo θi, com −π < θi < π é chamado
de ângulo externo ao vértice α(ti).

Figura 4.2: Ângulos externos de curvas regulares por partes.

Fonte: CARMO, 2005, p. 319.

No caso onde |θi| = π, ou seja, em α(ti) temos uma cúspide, escolhemos o sinal de
θi da seguinte maneira: considere α uma curva simples, fechada, contida na imagem de
uma parametrização conforme com uma orientação dada e assuma que α(ti) temos uma
cúspide. Escolha os eixos coordenados xy, com α(ti) = (0, 0) na orientação dada. Assuma
ainda que a parte de α chegando em α(ti) está apontando para a parte negativa do eixo
x e a parte de α deixando α(ti) está apontando para a parte positiva do eixo x. Para um
pequeno ε > 0, a parte de α que chega em α(ti), e perto dele, é dado por uma função
y = f(x), 0 < x < ε, e a parte de α saindo α(ti), e perto dele, é dado por uma função
y = g(x), 0 < x < ε. Se f > 0 e g < 0, definimos, θ(ti) = π e se f < 0 e g > 0, definimos,
θ(ti) = −π (Figura 4.3).
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Figura 4.3: O sinal do ângulo externo no caso de uma cúspide.

Fonte: CARMO, 2016, p. 270.

O que segue é o primeiro fato topológico que não será demonstrado neste material.

Teorema 5. (Teorema do índice de rotação) Seja x : U ⊂ R2 −→ S uma parametrização
compatível com a orientação de S. Suponha também que U é homeomorfo a um disco
aberto no plano. Seja α : [0, l] −→ x(U) ⊂ S curva parametrizada, simples, fechada
e regular por partes, com vértices α(ti) e ângulos externos θi, i = 1, 2, . . . , k. Sejam
ϕi : [ti, ti+1] −→ R funções diferenciáveis que medem para cada ponto t ∈ [ti, ti+1] o
ângulo positivo de xu para α′(t). Então

k∑
i=0

(ϕi(ti+1)− ϕi(ti)) +
k∑
i=0

θi = ±2π.

Onde o sinal de mais ou menos depende da orientação de α.

Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada em [11], p. 50 - 62.
Ainda precisamos de algumas terminologias para enunciar e demonstrar a versão local do
teorema de Gauss-Bonnet.

Definição 33. Seja S uma superfície orientada. A região R ⊂ S (união de um aberto
conexo com sua fronteira) é chamada região simples se R é homeomorfo a um disco e a
fronteira ∂R de R é o traço de uma curva α : I −→ S parametrizada, fechada, simples e
regular por partes (Figura 4.4).

Figura 4.4: Região simples R na superfície S.

Fonte: Autoria própria.
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Dizemos que α é orientada positivamente se para cada α(t), pertencente ao arco regular,
a base ortogonal positiva {α′(t), h(t)} satisfaz a condição de que h(t) aponta para R. Mais
precisamente, para qualquer curva β : I −→ R com β(0) = α(t) e β′(0) 6= α′(t) temos que
〈β′(0), h(t)〉 > 0. Intuitivamente, isso significa que se alguém está andando na curva α na
direção positiva e com a cabeça apontando para N , então a região R está a sua esquerda
(Figura 4.5).

Figura 4.5: Curva da fronteira orientada positivamente.

Fonte: CARMO, 2005, p. 321.

Proposição 21. Seja x : U ⊂ R2 −→ S uma parametrização de S compatível com
orientação e seja R ⊂ x(U) uma região delimitada de S. Se f é função diferenciável em
S, então a integral ∫∫

x−1(R)

f(u, v)
√
EG− F 2dudv

independe de x, escolhida na classe de orientação de x. Esta integral tem um significado
geométrico e é chamado de integral de f sobre a região R. É comum denotá-la por∫∫

R

fdσ.

Teorema 6. (Teorema de Gauss-Bonnet local) Seja x : U −→ S uma parametrização
ortogonal (isto é F = 0) de uma superfície orientada S, onde U ⊂ R2 é homeomorfo a
um disco aberto e x é compatível com a orientação de S. Seja R ⊂ x(U) uma região
simples de S e seja α : I −→ S tal que ∂R = α(I). Assuma que α é orientada positi-
vamente e parametrizada pelo comprimento de arco s. Seja α(s0), . . . , α(sk) e θ0, . . . , θk,
respectivamente, os vértices e os ângulos externos de α. Então,

k∑
i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds+

∫∫
R

Kdσ +
k∑
i=0

θi = 2π, (4.1)
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onde kg é a curvatura geodésica dos arco regulares de α e K é a curvatura Gaussiana de
S.

A restrição de que a região R esteja contida no conjunto de imagens de uma parametriza-
ção ortogonal é necessária apenas para simplificar a prova e ser capaz de usar o Teorema
(5). Como veremos mais tarde (Corolário 1 do teorema de Gauss-Bonnet - global) o
resultado acima ainda vale para qualquer região simples de uma superfície regular.

Demonstração. Considere α(s) = x(u(s), v(s)) expressa na parametrização x. Sabemos
que a curvatura geodésica é dada por

kg(s) =

[
Dα′(s)

ds

]
=

1

2
√
EG

{
Gu

dv

ds
− Ev

du

ds

}
+
dϕi
ds

,

onde ϕi = ϕi(s) é função diferenciável que calcula o ângulo positivo de xu a α′(s) em
[si, si+1]. Integrando a expressão acima em cada intervalo [si, si+1] e somando os resulta-
dos, obtemos,

k∑
i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds =
k∑
i=0

∫ si+1

si

1

2
√
EG

{
Gu

dv

ds
− Ev

du

ds

}
ds+

k∑
i=0

∫ si+1

si

dϕi
ds

ds. (4.2)

Como a parametrização é ortogonal, pela Proposição 15 a curvatura Gaussiana pode ser
obtida por

K = − 1

2
√
EG

{(
Ev√
EG

)
v

+

(
Gu√
EG

)
u

}
⇒K
√
EG = −1

2

{(
Ev√
EG

)
v

+

(
Gu√
EG

)
u

}
.

Integrando em ambos os lados sobre x−1(R), obtemos∫∫
x−1(R)

K
√
EGdudv =

∫∫
x−1(R)

− 1

2

{(
Ev√
EG

)
v

+

(
Gu√
EG

)
u

}
dudv,

pela Proposição 21, temos ∫∫
R

Kdσ =

∫∫
x−1(R)

K
√
EGdudv.

Assim ∫∫
R

Kdσ =

∫∫
x−1(R)

− 1

2

{(
Ev√
EG

)
v

+

(
Gu√
EG

)
u

}
dudv,
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fazendo −P (u, v) =
Ev√
EG

e Q(u, v) =
Gu√
EG

, escrevemos

∫∫
R

Kdσ = −
∫∫

x−1(R)

1

2
{(−P (u, v))v + (Q(u, v))u} dudv.

Usando o Teorema de Green, na região x−1(R) ⊂ R2, cuja fronteira é dada pela curva
γ(s) = (u(s), v(s)), obtemos

k∑
i=1

∫ si+1

si

−1

2

(
P (u, v)

du

ds
+Q(u, v)

dv

ds

)
ds = −

∫∫
x−1(R)

1

2
{(−P (u, v))v + (Q(u, v))u} dudv.

Com isso, escrevemos

∫∫
R

Kdσ =
k∑
i=1

∫ si+1

si

−1

2

(
P (u, v)

du

ds
+Q(u, v)

dv

ds

)
ds

⇒
∫∫
R

Kdσ =
k∑
i=1

∫ si+1

si

− 1

2
√
EG

(
−Ev

du

ds
+Gu

dv

ds

)
ds,

substituindo a expressão obtida imediatamente acima na Equação (4.2), temos

∫∫
R

Kdσ = −
k∑
i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds+
k∑
i=0

∫ si+1

si

dϕi
ds

ds

⇒
∫∫
R

Kdσ +
k∑
i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds =
k∑
i=0

∫ si+1

si

dϕi
ds

ds.

(4.3)

Perceba que
k∑
i=0

∫ si+1

si

dϕi
ds

ds =
k∑
i=0

(ϕi(si+1)− ϕi(si)),

utilizando o Teorema 5, obtemos

k∑
i=0

(ϕi(si+1)− ϕi(si)) +
k∑
i=0

θi = 2π

⇒
k∑
i=0

(ϕi(si+1)− ϕi(si)) = 2π −
k∑
i=0

θi,
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substituindo a expressão acima na Equação (4.3), temos

∫∫
R

Kdσ +
k∑
i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds = 2π −
k∑
i=0

θi

⇒
∫∫
R

Kdσ +
k∑
i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds+
k∑
i=0

θi = 2π,

como desejávamos.

Agora, vamos mostrar como as técnicas usadas na demonstração desse teorema podem
ser usadas para uma interpretação da curvatura Gaussiana em termos do paralelismo.
Para fazer isso, seja x : U −→ S uma parametrização ortogonal no ponto p ∈ S e seja
R ⊂ x(U) uma região simples sem vértices, contendo p em seu interior. Seja α : [0, l] −→
x(U) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s tal que o traço de α é a
fronteira de R. Seja w0 um vetor unitário tangente a S em α(0) e seja w(s), s ∈ [0, l] o
transporte paralelo de w0 ao longo de α (Figura 4.6).

Figura 4.6: Transporte paralelo de w0 ao longo de α.

Fonte: CARMO, 2005, p. 324.

Como w é campo paralelo, temos que a Dw/ds = 0, segue daí que,

0 =

∫ l

0

[
Dw

ds

]
ds,

usando a Proposição 18 e o Teorema de Green no plano uv, obtemos,

0 =

∫ l

0

1

2
√
EG

{
Gu

dv

ds
− Ev

du

ds

}
ds+

∫ l

0

dϕ

ds
ds

= −
∫∫
R

Kdσ + ϕ(l)− ϕ(0).

Onde ϕ = ϕ(s) é a determinação diferenciável que calcula o ângulo entre xu para w(s).
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Segue daí que, ϕ(l)− ϕ(0) = ∆ϕ é dado por,

∆ϕ =

∫∫
R

Kdσ. (4.4)

Note que, ∆ϕ não depende da escolha de w0 e segue da expressão acima que ∆ϕ não
depende da escolha de α(0) também. Para cumprir com nosso objetivo precisaremos da
seguinte proposição.

Proposição 22. Seja S uma superfície e p ∈ S tal que a curvatura Gaussiana K(p) 6= 0,
e seja V uma vizinhança conexa de p onde K não muda de sinal. Então,

K(p) = lim
A→0

A′

A
,

onde A é a área de uma região B ⊂ V contendo p, A′ é a área da imagem de B pela
aplicação de Gauss N : S → S2, e o limite é tomado através de uma sequência de regiões
Bn, para n suficientemente grande.

A demonstração desta proposição poderá ser encontrada em [1], p. 197.
Desta forma, tomando o limite em (4.4) no sentido da Proposição 22, temos

lim
R→p

∆ϕ

A(R)
= lim

R→p

1

A(R)

∫∫
R

Kdσ = K(p),

onde A(R) é denota a área da região R. Obtemos a desejada interpretação de K.

4.3 Triangulação

Para falar da versão global do teorema, precisaremos de mais alguns conceitos prelimi-
nares.

Definição 34. Seja S uma superfície regular. Uma região conexa R ⊂ S é dita regular
se R é compacto e a fronteira ∂R é uma união finita de uma curva simples, fechada e
regular por partes (Figura 4.7).

Figura 4.7: Região regular e região não regular.

Fonte: Autoria própria.
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Por conveniência, vamos considerar uma superfície compacta como uma região regular,
cuja fronteira é vazia.

Definição 35. Uma região simples que tenha apenas 3 vértices com ângulos externos
αi 6= 0, i = 1, 2, 3, é chamado de triângulo. Uma triangulação de uma região regular
R ⊂ S é uma família finita β de triângulos, Ti = 1, . . . , n, tal que

1)
n⋃
i=1

Ti = R.

2) Se Ti
⋂
Tj 6= ∅, então Ti

⋂
Tj é uma aresta comum de Ti e Tj ou um vértice comum

de Ti e Tj (Figura 4.8).

Figura 4.8: Interpretação da definição de triangulação.

Fonte: Autoria própria.

Definição 36. Dada uma triangulação β de uma região regular R ⊂ S de uma superfície
S, denotaremos por F o número de faces, por E o número de arestas e por V o número
de vértices da triangulação. O número F − E + V = χ é chamado de característica de
Euler-Poincaré da triangulação.

As proposições que seguem serão apresentadas sem demonstrações. Uma exposição desses
fatos pode ser encontrado em [12], Cap. 1.

Proposição 23. Toda região regular de uma superfície regular admite triangulação.

Proposição 24. Seja S uma superfície orientada e {xα} , α ∈ A, uma família de parame-
trizações compatível com a orientação de S. Seja R ⊂ S uma região regular de S. Então,
existe uma triangulação β de R tal que todo triângulo T ∈ β está contido em alguma
vizinhança coordenada da família {xα}. Além disso, se a fronteira de todo triângulo de
β é positivamente orientado, triângulos adjacentes determinam orientações opostas nas
arestas em comum (Figura 4.9).



Capítulo 4. O Teorema de Gauss-Bonnet e suas aplicações 92

Figura 4.9: Esquema da Proposição 24.

Fonte: Autoria própria.

Proposição 25. Se R ⊂ S é uma região regular da superfície S, a característica de
Euler-Poincaré não depende da triangulação de R. É conveniente, portanto, denotar por
χ(R).

A proposição acima diz que a característica de Euler-Poincaré é uma invariante topológica
de uma região regular R. Para o interesse das aplicações do teorema de Gauss-Bonnet,
convém mencionar que invariantes topológicos permitem a classificação topológica de su-
perfícies compactas em R3. Um cálculo direto mostra que a característica de Euler-
Poincaré da esfera é igual a 2, a do toro (esfera com uma alça) é 0, para dois toros (esfera
com duas alças) é −2 e, em geral, para n-toros (esfera com n alças) é −2(n− 1) (Figura
4.10). A proposição seguinte mostra que está é a lista topológica de todas as superfícies
compactas em R3.

Figura 4.10: Algumas superfícies compactas de R3.

Fonte: Autoria própria.
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Proposição 26. Seja S ⊂ R3 uma superfície conexa e compacta, então um dos valores
2, 0,−2, . . . ,−2n, . . . é assumido pela característica χ(S). Além disso, se S ′ ⊂ R3 é outra
superfície compacta e χ(S) = χ(S ′) então S é homeomorfa a S ′. Em outras palavras,
todas as superfície S ⊂ R3 conexa e compacta é homeomorfa a uma esfera com certo
número g de alças. O número

g =
2− χ(S)

2

é chamado gênero de S.

Proposição 27. seja R ⊂ S uma região regular de uma superfície orientada S e seja β
uma triangulação de R, tal que todo triângulo Tj ∈ β, com j = 1, . . . , k, está contido
em uma vizinhança coordenada xj(Uj) de uma família de parametrizações {xα} , α ∈ A,
compatível com a orientação de S. Seja f uma função diferenciável em S. Então

k∑
j=1

∫∫
x−1
j (Tj)

f(ui, vj)
√
EjGj − F 2

j dujdvj

não depende da triangulação β e nem da família {xj} de parametrizações de S. A soma
tem, entretanto, um significado geométrico e é chamado a integral de f sobre a região
regular R. É geralmente denotado por, ∫∫

R

fdσ.

4.4 Teorema de Gauss-Bonnet (Global)

Antes de enunciarmos o teorema de Gauss-Bonnet em sua versão global, vamos de-
monstrar o seguinte resultado.

Proposição 28. Seja β uma triangulação de uma região regular R ⊂ S de uma superfície
S, então vale a seguinte igualdade

3F = 2Ai + Ae,

onde F representa o número de faces, Ai o número de arestas internas e Ae o número de
arestas externas da triangulação β.

Demonstração. O resultado se verifica via indução sobre o número de faces da triangulação
β. Para o caso F = 1, isto é, a região é triangularizada por apenas um triângulo, obtemos
F = 1, Ai = 0 e Ae = 3, daí

3.(1) = 2.(0) + 3⇒ 3 = 3.
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Agora, suponha que a igualdade é válida para uma quantidade F = K de faces da
triangulação β. Queremos mostrar que o resultado também é válido para K + 1 faces na
triangulação, digamos, β′ de R. Para isso, se faz necessário dividir esta demonstração em
quatro casos, a saber

1. Dada uma triangulação β′, remova um triângulo que não tem nenhuma aresta em
comum com outro triângulo (Figura 4.11).

Figura 4.11: Esquema do caso 1.

Fonte: Autoria própria.

Sendo assim,
F = F ′ − 1, Ai = A′i, Ae = A′e − 3,

onde F ′, A′i e A′e são os números de faces, arestas internas e arestas externas respec-
tivamente da triangulação β′. Assim,

3F = 2Ai + Ae

⇒ 3(F ′ − 1) = 2A′i + A′e − 3

⇒ 3F ′ − 3 = 2A′i + A′e − 3

⇒ 3F ′ = 2A′i + A′e.

2. Dada uma triangulação β′, remova um triângulo que tem apenas uma aresta em
comum com outro triângulo (Figura 4.12).

Figura 4.12: Esquema do caso 2.

Fonte: Autoria própria.
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Observe que ao remover o triângulo que tem uma aresta em comum na figura acima,
tal aresta que antes era interna passa a ser externa. Logo

F = F ′ − 1, Ai = A′i − 1, Ae = A′e − 1,

assim
3F = 2Ai + Ae

⇒ 3(F ′ − 1) = 2(A′i − 1) + A′e − 1

⇒ 3F ′ − 3 = 2A′i − 2 + A′e − 1

⇒ 3F ′ = 2A′i + A′e.

3. Dada uma triangulação β′, remova um triângulo que tem apenas duas arestas em
comum com outros triângulos (Figura 4.13).

Figura 4.13: Esquema do caso 3.

Fonte: Autoria própria.

Daí,
F = F ′ − 1, Ai = A′i − 2, Ae = A′e + 1,

logo
3F = 2Ai + Ae

⇒ 3(F ′ − 1) = 2(A′i − 2) + A′e + 1

⇒ 3F ′ − 3 = 2A′i − 4 + A′e + 1

⇒ 3F ′ = 2A′i + A′e.

4. Dada uma triangulação β′, remova um triângulo que tem todas as arestas em comum
com outros triângulos (Figura 4.14).
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Figura 4.14: Esquema do caso 4.

Fonte: Autoria própria.

Assim,
F = F ′ − 1, Ai = A′i − 3, Ae = A′e + 3,

logo
3F = 2Ai + Ae

⇒ 3(F ′ − 1) = 2(A′i − 3) + A′e + 3

⇒ 3F ′ − 3 = 2A′i − 6 + A′e + 3

⇒ 3F ′ = 2A′i + A′e.

Teorema 7. (Teorema de Gauss-Bonnet global) Seja R ⊂ S uma região regular de uma
superfície orientada e seja C1, . . . , Cn curvas regulares por partes, fechadas, simples e que
formam a fronteira ∂R de R. Suponha que cada Ci é positivamente orientada e seja
θ1, . . . , θp o conjunto de todos os ângulos externos de C1, . . . , Cn. Então

n∑
i=n

∫
Ci

kg(s)ds+

∫∫
R

Kdσ +

p∑
l=1

θl = 2πχ(R),

onde s denota o comprimento de arco de Ci.

Demonstração. Considere uma triangulação β de uma região R tal que cada triângulo Tj
está contido em uma vizinhança coordenada de uma família de parametrizações ortogonais
compatível com a orientação de S. Tal triangulação existe por conta da Proposição 24.
Além disso, se a fronteira de cada triângulo de β é positivamente orientada, obtemos
orientações opostas nas arestas que são comuns para triângulos adjacentes (Figura 4.15).
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Figura 4.15: Triangulação em uma região regular R.

Fonte: CARMO, 2005, p. 329.

Aplicando em cada triângulo o teorema local de Gauss-Bonnet, considerando o resultado
obtido na Proposição 27 e observando fato de que cada aresta é contada duas vezes em
orientações opostas, temos

n∑
i=1

∫
Ci

kg(s)ds+

∫∫
R

Kdσ +

F,3∑
j,k=1

θj,k = 2πF, (4.5)

onde F denota o número de triângulo de β, e θj1, θj2, θj3 são os ângulos externos de cada
triângulo Tj. Introduzindo os ângulos internos do triângulo Tj, dado por ϕjk = π − θjk,
obtemos

F,3∑
j,k=1

θjk =

F,3∑
j,k=1

π −
F,3∑
j,k=1

ϕjk = 3πF −
F,3∑
j,k=1

ϕjk.

Usando a seguinte notação,

Ee = número de arestas externas de β,
Ei = número de arestas internas de β,
Ve = número de vértices externos de β,
Vi = número de vértices internos de β.

Observe que os ângulos internos da triangulação se classificam em três tipos, a saber

• Vértices internos;

• Vértices externos introduzidos pela triângulação;

• Vértices das curvas Ci (Figura 4.16).
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Figura 4.16: Ângulos internos na triangulação.

Fonte: Autoria própria.

Assim,
F,3∑
j,k=1

ϕjk = 2πVi + πVet +

p∑
l=1

(π − θl)

⇒
F,3∑
j,k=1

ϕjk = 2πVi + πVet + πVec −
p∑
l=1

θl,

onde Vet é quantidade de vértices externos introduzidos pela triangulação β e Vec é a
quantidade de vértices das curvas Ci. Além disso, Ve = Vet + Vec, sendo assim escrevemos

F,3∑
j,k=1

ϕjk = 2πVi + πVe −
p∑
l=1

θl.

Daí,
F,3∑
j,k=1

θjk = 3πF −

(
2πVi + πVe −

p∑
l=1

θl

)
, (4.6)

substituindo a Equação (4.6) na Equação (4.5), obtemos

n∑
i=1

∫
Ci

kg(s)ds+

∫∫
R

Kdσ + 3πF −

(
2πVi + πVe −

p∑
l=1

θl

)
= 2πF

⇒
n∑
i=1

∫
Ci

kg(s)ds+

∫∫
R

Kdσ +

p∑
l=1

θl = −πF + 2πVi + πVe.

Da equação obtida acima, resta-nos mostrar que

−πF + 2πVi + πVe = 2πχ(R).
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De fato,
−πF + 2πVi + πVe = 2πF − 3πF + 2πVi + πVe

= 2πF − 3πF + πVe − πVe + 2πVi + πVe

= 2πF + 2πV − 3πF − πVe
= 2πF + 2πV − 2πA− 3πF − πVe + 2πA

= 2πχ(R)− 3πF − πVe + 2πA.

Pela Proposição 28, obtemos

−3πF − πVe + 2πA = −(2πAi + πAe)− πVe + 2πA

= −2πAi − πAe − πVe + 2πA,

como as curvas Ci são fechadas, então Ve = Ae, logo

−3πF − πVe + 2πA = −2πAi − 2πAe + 2πA

= −2πA+ 2πA

= 0.

Segue daí que
n∑
i=1

∫
Ci

kg(s)ds+

∫∫
R

Kdσ +

p∑
l=1

θl = 2πχ(R).

Como a característica de Euler Poincaré de uma região simples é igual a 1, obtemos.

Corolário 1. Se R é uma região simples de S, então

k∑
i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds+

∫∫
R

Kdσ +
k∑
i=0

θi = 2π.

O Corolário 1 acima nos diz que o teorema de Gauss-Bonnet em sua versão global implica
o teorema de Gauss-Bonnet em sua versão local. Levando em consideração o fato de que
uma superfície compacta pode ser considerada como uma região regular com fronteira
vazia, obtemos.

Corolário 2. Seja S uma superfície compacta com orientação, então∫∫
S

Kdσ = 2πχ(S).

Para trazer ao leitor a intuição do Corolário 2 , basta considerarmos todas as superfícies
que são homeomorfas a uma esfera e perceber que em cada caso a função curvatura se
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distribui de tal maneira que a "curvatura total", ou seja,
∫∫
S

Kdσ, é a mesma para todos

os casos.

A seguir, apresentaremos algumas aplicações do teorema de Gauss-Bonnet. Para essas
aplicações, é conveniente assumir que cada curva regular por partes, fechada e simples no
plano (portanto, sem auto-interseções) é a fronteira de uma região simples.

1) Uma superfície compacta de curvatura positiva é homeomorfa a uma esfera.

Como a característica de Euler-Poincaré de tal superfície é positiva e pela Proposição
25 a esfera é a única superfície compacta de R3 que satisfaz esta condição segue o
afirmado.

2) Seja S uma superfície orientada de curvatura negativa ou zero. Então duas geodé-
sicas γ1 e γ2 que começam em um ponto p ∈ S não podem se encontrar novamente
em um ponto q ∈ S de tal forma que os traços de γ1 e γ2 constituam a fronteira de
uma região simples R de S.

Assuma que o contrário é verdadeiro. Pelo teorema de Gauss-Bonnet (R é simples)∫∫
R

Kdσ + θ1 + θ2 = 2π,

onde θ1 e θ2 são os ângulos externos da região R. Além disso, as geodésicas γ1 e
γ2 não podem ser mutuamente tangentes, consequência do teorema de existência e
unicidade do sistema de EDO que define a geodésica. Logo θi < π, i = 1, 2. Por
outro lado, K ≤ 0, portanto temos uma contradição.

Quando θ1 = θ2 = 0, os traços das geodésicas γ1 e γ2 constituem uma geodésica
fechada e simples de S (ou seja, uma curva regular fechada que é uma geodésica).
Segue, pelo teorema de Gauss-Bonnet, que em uma superfície de curvatura zero ou
negativa, não existe uma geodésica fechada e simples que é fronteira de uma região
simples de S.

3) Seja S uma superfície, com curvatura Gaussiana K < 0, difeomorfa a um cilindro.
Então S tem no máximo uma geodésica fechada simples.

Suponha que S contém uma geodésica fechada simples Γ. Pelo item 2 e pela exis-
tência de um difeomorfismo ϕ de S com o plano P menos um ponto q ∈ P, ϕ(Γ)

é fronteira de uma região simples de P contendo q. Suponha agora que S contém
outra geodésica fechada e simples Γ′, afirmamos que não existe intersecção entre
Γ e Γ′. Caso contrário, os arcos de ϕ(Γ) e ϕ(Γ′) entre dois pontos de intersecção
consecutivos, r1 e r2, seria a fronteira de uma região simples, contradizendo o item
2 (Figura 4.17).
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Figura 4.17: Esquema da demonstração do item 3.

Fonte: CARMO, 2005, p. 332.

Nós podemos agora aplicar o teorema de Gauss-Bonnet à região R limitada por
duas geodésica simples sem interseção Γ e Γ′ de S. Como χ(R) = 0 (pode-se ver
facilmente triangularizando a região), obtemos∫∫

R

Kdσ = 2πχ(R) = 0,

o que é uma contradição, pois por hipótese K < 0.

4) Se existir duas geodésicas fechadas simples Γ1 e Γ2, em uma superfície conexa e
compacta S de curvatura positiva, então Γ1 e Γ2 se intersectam.

Suponha que as geodésicas Γ1 e Γ2 não se intersectam. Pelo item 1) sabemos que
S é homeomorfa a uma esfera, então o conjunto formado por Γ1 e Γ2 é fronteira de
uma região R e segue que χ(R) = 0. Sabemos que a curvatura geodésica de uma
geodésica é igual a 0 e por hipótese as geodésicas são fechadas e simples. Isto nos diz
que a região R não possui ângulos externos. Logo, pelo teorema de Gauss-Bonnet∫∫

R

Kdσ = 0.

O que é uma contradição, pois por hipótese K > 0.

5) Seja α : I −→ R3 uma curva parametrizada, regular e fechada, cuja curvatura nunca
se anula. Suponha que a curva descrita pelo vetor normal n(s) na esfera unitária S2

é simples. Desta forma, n(I) divide a esfera em duas regiões de áreas iguais.

Iremos assumir que a curva é parametrizada pelo comprimento de arco. Seja s̄ o
comprimento de arco da curva n = n(s) de S2, onde s(s̄) é a inversa de s̄(s). A
curvatura geodésica k̄g de n(s) é,

k̄g =

〈
d2n

ds̄2
, n× dn

ds̄

〉



Capítulo 4. O Teorema de Gauss-Bonnet e suas aplicações 102

Observe que n = b × t, desta forma, n′ = b′ × t + b × t′. Sabemos que, b′ = τ · n e
t′ = k ·n. Com isso, (derivando com respeito ao comprimento de arco s) concluímos
que

dn

ds̄
=
dn

ds

ds

ds̄
= (−τ · b− k · t)ds

ds̄

d2n

ds̄2
= (−τ · b− k · t)d

2s

ds̄2
+ (−k′t− τ ′b)

(
ds

ds̄

)2

− (k2 + τ 2)n

(
ds

ds̄

)2

.

Além disso, observe que

s̄(s) =

s∫
s0

||n′(t)||dt

⇒ ds̄

ds
= ||n′(s)|| =

√
〈n′(s), n′(s)〉

⇒
(
ds̄

ds

)2

= 〈−τ · b− k · t,−τ · b− k · t〉

⇒
(
ds̄

ds

)2

= τ 2〈b, b〉+ k2〈t, t〉

⇒
(
ds̄

ds

)2

= k2 + τ 2

⇒
(
ds

ds̄

)2

=
1

k2 + τ 2
.

Sendo assim obtemos,

k̄g = 〈n′′, n× n′〉 =
ds

ds̄
〈n′′, (−τ(n× b)− k(n× t))〉

=
ds

ds̄
〈n′′, kb− τt〉

=
ds

ds̄

d2s

ds̄2
〈−τb− kt, kb− τt〉+

(
ds

ds̄

)3

〈−k′t− τ ′b, kb− τt〉

+

(
ds

ds̄

)3

〈−(k2 + τ 2)n, kb− τt〉

=

(
ds

ds̄

)3

(−kτ ′ + k′τ)

= −τ
′k − k′τ
k2 + τ 2

ds

ds̄
= − d

ds
arctan

(τ
k

) ds
ds̄
.

Suponha sem perda de generalidade que I = [0, l]. Sendo assim s([0, l̄]) = [0, l],
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temos

l̄∫
0

k̄gds̄ = −
l∫
0

d

ds
arctan

(τ
k

)
ds = 0,

pois α é curva fechada, daí, τ(0) = τ(l) e k(0) = k(l). Assim, aplicando o teorema
Gauss-Bonnet a uma das regiões R cuja fronteira é dada por n(I), usando o fato de
que K ≡ 1 e a característica de R ser igual a 1, pois R é homeomorfo a uma região
simples, obtemos ∫∫

R

Kdσ +

∫
∂R

k̄gds̄ = 2π

⇒
∫∫
R

1dσ = 2π = A(R).

Sabemos que a área da esfera unitária é igual a 4π. Desta forma, mostramos o que
desejamos.

6) Seja T um triângulo geodésico (isto é, os lados de T são geodésicas) de uma superfície
orientada S. Assuma que a curvatura Gaussiana K não muda de sinal em T . Seja
θ1, θ2, θ3 os ângulos externos de T e seja ϕ1 = π − θ1, ϕ2 = π − θ2, ϕ3 = π − θ3

ângulos internos. Pelo teorema de Gauss-Bonnet,

∫∫
T

Kdσ +
3∑
i=1

θi = 2π.

Portanto,

∫∫
T

Kdσ = 2π −
3∑
i=1

(π − ϕi)

⇒
∫∫
T

Kdσ = −π +
3∑
i=1

ϕi.

Segue que a soma dos ângulos internos,
3∑
i=1

ϕi, de um triângulo geodésico é igual a

π se K = 0, maior que π se K > 0 e menor que π se K < 0.

Além disso, a diferença
3∑
i=1

ϕi − π é dada precisamente pela
∫∫
T

Kdσ. Se K 6= 0

em T , e a restrição de N a T é injetiva, esta integral é a área da imagem N(T )

de T pela aplicação de Gauss N : S −→ S2. Essa foi a forma que Gauss declarou
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seu teorema: O excesso do triângulo geodésico T é igual a área de imagem esférica
N(T ).

O fato acima está relacionado a uma polêmica sobre a demonstração do quinto
axioma (axioma das paralelas), do qual segue que a soma dos ângulos internos de
qualquer triângulo é igual a π. Considerando as geodésicas retas, é possível mostrar
que as superfícies de curvatura Gaussiana negativa constante constitui um modelo
local de uma geometria onde os axiomas de Euclides são válidos, exceto o quinto e
o axioma que garante a possibilidade de estender linhas retas indefinidamente. Na
realidade, Hilbert mostrou que não existe em R3 uma superfície de curvatura Gaus-
siana negativa constante cujas geodésicas podem ser estendidas indefinidamente (a
Pseudoesfera, tem uma aresta circular de pontos singulares). Portanto, as superfí-
cies de R3 com curvatura Gaussiana constante negativa não fornecem um modelo
para testar a independência do quinto axioma. Entretanto, usando a noção de su-
perfície abstrata é possível contornar essa inconveniência e construir um modelo
de geometria onde todos os axiomas de Euclides menos o quinto são válidos. Este
axioma, é portanto, independente dos demais.

7) Campo de vetores na superfície. Seja v um campo de vetores diferenciável em uma
superfície orientada S. Dizemos que p é um ponto singular de v se v(p) = 0. O
ponto singular p é isolado se existe uma vizinhança V de p em S tal que v não tem
pontos singulares em V além de p. Para cada ponto singular isolado p de um campo
vetorial v, nós associamos um número inteiro, o índice de v, definido da seguinte
maneira. Seja x : U −→ S uma parametrização ortogonal de p = x(0, 0) compatível
com a orientação de S, e seja α : [0, l] −→ S curva parametrizada, simples, regular
por partes, fechada e orientada positivamente tal que α[0, l] ⊂ x(U) é fronteira de
uma região R que contém p como seu único ponto singular. Seja v = v(t), t ∈ [0, l], a
restrição do campo v ao longo de α e seja ϕ = ϕ(t) uma determinação diferenciável
do ângulo formado de xu para v(t). Uma vez que α é curva fechada, há um inteiro
definido por

2πI = ϕ(l)− ϕ(0) =

∫ l

0

dϕ

dt
dt,

onde I é chamado de índice de v em p.

Devemos mostrar que esta definição não depende da escolha da parametrização e
da curva α com as propriedades acima. Seja w0 ∈ Tα(0)S e seja w(t) o transporte
paralelo de w0 ao longo de α. Seja ψ(t) uma determinação diferenciável do ângulo
formado de xu para w(t). Então, como nós vimos na interpretação de K em termos
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do transporte paralelo,

ψ(l)− ψ(0) =

∫∫
R

Kdσ.

Ao subtrair as relações acima, obtemos∫∫
R

Kdσ − 2πI = (ψ − ϕ)(l)− (ψ − ϕ)(0) (4.7)

Pelo Lema 1, podemos observar que ψ − ϕ não depende de xu e consequentemente
o índice I não depende da parametrização x. A prova de que o índice não depende
da escolha de α será apenas esboçada.

Sejam α0 e α1 duas curvas como na definição de índice, vamos mostrar que o índice
de v é o mesmo para ambas as curvas. Inicialmente, suponha que os traços de α0

e α1 não se intersectam, então existe um homeomorfismo da região limitada pelos
traços de α0 e α1 em uma região plana limitada por dois círculos concêntricos C0

e C1. Uma vez que podemos obter uma família de círculos concêntricos Ct que
dependem continuamente de t e deformam C0 em C1, nós obtemos uma família de
curvas αt que dependem continuamente de t e deformam α0 em α1 (Figura 4.18).

Figura 4.18: Deformação de Ct.

Fonte: CARMO, 2005, p. 336.

Denote por It o índice de v calculado com a curva αt. Como o índice é uma integral,
It depende continuamente de t, t ∈ [0, 1]. Sendo um inteiro, It é constante sobre
está deformação e I0 = I1, como desejamos. Se os traços de α0 e α1 se intersectam
então, basta escolher uma curva suficientemente pequena de modo que seu traço
não tenha intersecção com α0 e α1 e aplicar o resultado anterior.

Deve-se notar que a definição de índice ainda pode ser aplicada quando p não é um ponto
singular de v (isto é v(p) 6= 0). Acontece, entretanto, que o índice é zero. Isso decorre do
fato de que, uma vez que I não depende de xu, podemos escolher xu como o próprio v,
assim ϕ(t) ≡ 0.
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Mostraremos alguns exemplos de índices de campos de vetores no plano xy que tem (0, 0)

como um ponto singular. As curvas que aparecem no desenho são as trajetórias dos
campos de vetores.

Exemplo 23. Seja w(x, y) = (−x,−y) (Figura 4.19).

Figura 4.19: Campo de vetores.

Fonte: CARMO, 2005, p. 336.

Considere a curva fechada α(t) = (cos t, sent), t ∈ [0, 2π]. Restringindo w a curva α,
obtemos

w(t) = w(α(t)) = (− cos t,− sent) = (cos(t+ π), sen(t+ π)),

observe que o ângulo positivo ϕ de (1, 0) a w(t) é dada por,

cosϕ = cos(t+ π)⇒ ϕ = t+ π.

Portanto, o índice é dado por

I =
ϕ(2π)− ϕ(0)

2π
⇒ I =

3π − π
2π

= 1.

Exemplo 24. Seja w(x, y) = (−x, y) (Figura 4.20).

Figura 4.20: Campo de vetores.

Fonte: CARMO, 2005, p. 336.
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Considere a curva fechada α(t) = (cos t, sent), t ∈ [0, 2π]. Restringindo w a curva α,
obtemos

w(t) = w(α(t)) = (− cos t, sent) = (cos(π − t), sen(π − t)).

Pelo mesmo cálculo do exemplo anterior, obtemos que o ângulo positivo ϕ de (1, 0) a w(t)

é dado por ϕ(t) = π − t. Desta forma, o índice I é,

I =
ϕ(2π)− ϕ(0)

2π
=
−π − π

2π
= −1.

Sejam S ⊂ R3 uma superfície compacta orientada e v um campo de vetores diferenciável
em S cujos pontos singulares são isolados. Então v tem um número finito de singulari-
dades, pois, caso contrário, o conjunto dos pontos singulares teria, por compacidade, um
ponto de acumulação que seria uma singularidade não isolada. Seja {Xα} uma família de
parametrizações ortogonais compatíveis com a orientação de S. Seja β uma triangulação
de S tal que,

1. Cada triângulo T ∈ β está contido em alguma vizinhança coordenada da família
{Xα};

2. Cada triângulo T ∈ β contém no máximo um ponto singular, e se existir, está no
seu interior;

3. A fronteira de qualquer triângulo T ∈ β está orientada positivamente.

Aplicando a Equação 4.7 em cada um dos triângulos T ∈ β e somando os resultados,
levando em consideração que a borda de cada triângulo aparece duas vezes com orientações
opostas, nós obtemos

∫∫
S

Kdσ − 2π
k∑
i=1

Ii = 0,

onde Ii é o índice do ponto singular pi, i = 1 . . . k. Pelo Corolário 2 segue que,

k∑
i=1

Ii =
1

2π

∫∫
S

Kdσ = χ(S).

Assim, provamos o seguinte teorema.

Teorema 8. (Teorema de Poincaré) A soma dos índices de um campo de vetores diferen-
ciável v com singularidades isoladas em uma superfície compacta S é igual a característica
de Euler-Poincaré de S.
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Este resultado implica que
∑

Ii não depende da escolha do campo v, apenas da topologia
de S. Por exemplo, em qualquer superfície homeomorfa a uma esfera, todos os campos de
vetores diferenciáveis com singularidades isoladas devem ter a soma de seus índices igual a
2. Em particular, nenhuma destas superfícies pode ter um campo de vetores diferenciável
sem pontos singulares.
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