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Resumo

Utilizando ferramentas de Análise Funcional e Topologia, estudamos equações que

descrevem o campo velocidade de um flúıdo viscoelástico, homogêneo, isotrópico

incompresśıvel tridimensional. Para garantir a existência e solução branda do problema

proposto, foi estudado o comportamento da famı́lia resolvente associada ao operador de

Stokes em espaços de potência fracionária.

Palavras-chave: Flúıdo Viscoelástico. Solução branda. Resolvente. Operador de Stokes.



Abstract

Using Functional Analysis and Topology tools, we study equations that describe the

velocity field of a three-dimensional incompressible, homogeneous, isotropic viscoelastic

fluid. To guarantee the existence and mild solution of the proposed problem, the behavior

of the solving family associated with the Stokes operator in fractional power spaces was

studied.

Keywords: Viscoelastic fluid. Mild solution. solving. Stokes Operator.
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Introdução 9

Introdução

Segundo Prüss (2013), se considerarmos um fluido viscoelástico incompresśıvel

isotrópico e homogêneo que ocupa uma região Ω, o campo velocidade u(t, x) do fluido

é governado pelas seguintes equações

ut(t, x) =

∫ t

0

da(τ)∆u(t− τ, x)−∇p(t, x) + h(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

div(u)(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,

(1)

utilizando as condições de contorno antiderrapantes, isto é, a velocidade é nula na fronteira

de Ω; aqui p(t, x) denota a pressão hidrostática no fluido, h representa uma força externa,

por exemplo a gravidade, e o núcleo da(t) é o módulo de cisalhamento. A equação

div(u)(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Ω, é consequência do fluido ser incompreenśıvel. O caso

a(t) ≡ a0 para t > 0 corresponde a um fluido Newtoniano com viscosidade a0 > 0, e (1)

torna-se então o bem conhecido sistema linear de Navier-Stokes.

Ainda segundo o Prüss (2013), materiais lineares isotrópicos e homogêneos são

descritos por meio de duas funções materiais, o módulo de cisalhamento da e o módulo de

compressão db. Se o material é além disso śıncrono ou incompresśıvel, apenas o módulo

de cisalhamento é necessário. Vamos mencionar brevemente alguns modelos padrão bem

conhecidos:

(i) Sólido de Hookean

a(t) = µt, k(t) =
1

µ
, t > 0.

(ii) Fluido Newtoniano

a(t) = ν, k(t) =
t

ν
, t > 0.
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(iii) Sólido de Kelvin-Voigt

a(t) = ν + µt, k(t) =
1

µ
(1− e−µt/ν), t > 0.

(iv) Fluido de Maxwell

a(t) = ν(1− e−µt/ν), k(t) =
1

µ
+

1

ν
, t > 0.

(v) Sólido Poynting-Thompson

a(t) = µ0t+ ν(1− e−µt/ν), k(t) = µ−10

[
1− µ(µ0 + µ)−1e

− µµ0t
ν(µ+µ0)

]
t > 0.

(vi) Material Tipo-Potência

a(t) =
tα

Γ(α + 1)
, k(t) =

t1−α

Γ(2− α)
, t > 0, em que α ∈ (0, 1).

A partir dessa discussão, sendo Ω ⊂ R3 um domı́nio limitado suave, consideraremos a

seguinte famı́lia de equações de Volterra não-lineares

ut =

∫ t

0

dgα(s)∆u(t− s, x)−∇p+ h− (u · ∇)u, em (0,∞)× Ω,

div(u) = 0, em (0,∞)× Ω,

u = 0, sobre (0,∞)× ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), em Ω,

(2)

em que p e h são funções dadas, 0 ≤ α < 1 e gα(t) =
tα

Γ(1 + α)
, t > 0. Estamos

particularmente interessados na teoria de existência, unicidade, regularidade e continuação

de soluções para o problema acima. Note que quando 0 < α < 1, dgα denota o módulo de

cisalhamento de um material Tipo-Potência. Por outro lado, o caso α = 0 corresponde ao

fluido Newtoniano com viscosidade 1, e o problema (2) torna-se as equações de Navier-
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Stokes 

ut = ∆u−∇p+ h− (u · ∇)u, em (0,∞)× Ω,

div(u) = 0, em (0,∞)× Ω,

u = 0, sobre (0,∞)× ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), em Ω,

(3)

Neste trabalho, desejamos discutir a existência e unicidade de solução para o problema

(2) em L2(Ω,R3). Nossa estratégia será reescrever o problema (2) como uma equação

integral em um espaço de Hilbert adequado. Consideremos a projeção ortogonal

P : L2(Ω,R3)→ Hσ,

em que Hσ é o fecho de {u ∈ C2(Ω,R3) : div(u) = 0, u · n = 0} em L2(Ω,R3). Aqui, n

representa o campo normal unitário apontando para fora de ∂Ω. O problema pode ser

visto como uma equação integral de evolução abstrata sobre Hσ dada por

u(t) =

∫ t

0

gα(t− s)Au(s)ds+

∫ t

0

Ph(s)ds−
∫ t

0

P (u(s) · ∇)u(s)ds+ u0, t ≥ 0, (4)

em que A : D(A) ⊂ Hσ → Hσ é o operador de Stokes A = P∆ com domı́nio

D(A) := H2(Ω,R3) ∩ {u ∈ H1
0 (Ω,R3) : div(u) = 0}.

Suponhamos por um momento que u : [0,∞) → Hσ satisfaz (4). Aplicando a

transformada de Laplace formalmente, obtemos

L
(
u(t)

)
= L

(∫ t

0

gα(t− s)Au(s)ds+

∫ t

0

Ph(s)ds−
∫ t

0

P (u(s) · ∇)u(s)ds+ u0

)

Como a transformada de Laplace é uma aplicação Linear obtemos

û(λ) = L

(∫ t

0

gα(t−s)Au(s)ds

)
+ L

(∫ t

0

Ph(s)ds

)
−L

(∫ t

0

P (u(s)·∇)u(s)ds

)
+ L

(
u0
)

portanto

û(λ) = λ−1 L
(
gα(t− s)Au(s)

)
+ λ−1 L

(
Ph(s)

)
+ λ−1 L

(
P (u(s) · ∇)u(s)

)
+ λ−1u0



Introdução 12

em que F (u) = −P (u · ∇)u. Obtemos então

û(λ) = λ−(α+1)Aû(λ) + λ−1Pĥ(λ) + λ−1F̂ (λ) + λ−1u0

dáı

û(λ)− λ−(1+α)Aû(λ) = λ−1Pĥ(λ) + λ−1F̂ (λ) + λ−1u0

que equivale a

(1− λ−(1+α)A)û(λ) = λ−1[Pĥ(λ) + F̂ (λ) + u0]

e conclúımos que

λ−(1+α)(λ1+α − A)û(λ) = λ−1[Pĥ(λ) + F̂ (λ) + u0].

Tomando λ1+α ∈ ρ(A), então

û(λ) = λ1+α(λα+1 − A)−1λ−1[Pĥ(λ) + F̂ (λ) + u0]

isto é

û(λ) = λα(λ1+α − A)−1Pĥ(λ) + λα(λ1+α − A)−1F̂ (λ) + λα(λ1+α − A)−1u0.

Usando a transformada inversa de Laplace, deduzimos que

u(t) = Eα(tA)u0 +

∫ t

0

Eα((t− s)A)F (u)(s)ds+

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds, t ≥ 0,

em que Eα(tA) é a transformada inversa de λα(λ1+α − A)−1, se t > 0, e E1+α(0A) := I.2

Na próxima Seção, mostraremos que esta função está bem definida para todo α ∈ [0, 1).

Motivados pela discussão acima e pela literatura relacionada, ver por exemplo

(PRÜSS, 2013), adotaremos o seguinte conceito de solução do problema (4):

Definição 0.1. Seja τ > 0.

(i) Uma função u : [0, τ ]→ Hσ é chamada solução branda do problema (4) em [0, τ ] se

2I denota o operador identidade.
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u ∈ C([0, τ ];Hσ) e para todo t ∈ [0, τ ]

u(t) = Eα(tA)u0 +

∫ t

0

Eα((t− s)A)F (u)(s)ds+

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds.

(ii) Uma função u : [0, τ) → Hσ é chamada solução branda do problema (4) em [0, τ)

se para qualquer τ ′ ∈ [0, τ), u é uma solução branda para (4) em [0, τ ′].

Nossos principais propósitos são determinar condições suficientes para existência e

unicidade de solução branda do problema (4), analisar a posśıvel continuação desta solução

para um intervalo maximal de existência, e seguiremos as ideias apresentadas em Silva

(2015) e Andrade, Viana e Silva (2021).
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Caṕıtulo 1

Sobre a famı́lia resolvente associada

ao operador de Stokes

Este caṕıtulo é dedicado a demonstrar as principais propriedades da famı́lia de

operadores {Eα(tA)}t≥0. Primeiro demonstraremos sua boa definição, uma limitação

uniforme, bem como sua continuidade forte, quando definidas sobre o espaço Hσ. Em

seguida, demonstraremos sua boa definição nos espaços de potência fracionária, uma

limitação e também sua continuidade forte nesses espaços, ressaltamos que nesses espaços

a limitação pode não ser uniforme em relação ao tempo.

Antes de provar o resultado de boa definição da famı́lia {Eα(tA)}t≥0, precisamos

fazer algumas considerações sobre o resolvente do operador de Stokes, bem como sobre o

caminho no qual a integral da transformada inversa de Laplace foi aplicada ao definir a

famı́lia {Eα(tA)}t≥0. Primeiro ressaltamos que segundo o (PRÜSS, 2013), o operador de

Stokes definido sobre o espaço que aqui tratamos, é autoadjunto e semidefinido positivo,

e como L2 é um espaço de Hilbert, o espectro do operador está contido na semirreta real

negativa, dessa forma, os pontos do plano complexo fora da semirreta real negativa está

no resolvente do operador A.

Seja A : D(A) ⊂ Hσ → Hσ o operador de Stokes A = P∆ com domı́nio

D(A) := H2(Ω,R3) ∩ {u ∈ H1
0 (Ω,R3) : div(u) = 0}.

Sendo α ∈ [0, 1), considere η0 ∈
(

(1+α)π
2

, π
)

tal que

Ση0 := {λ ∈ C \ {0} : |arg(λ)| < η0} ⊂ ρ(A),
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e

‖(λ− A)−1‖L(Hσ ,Hσ) ≤ C|λ|−1, ∀λ ∈ Ση0 ,

para alguma constante C > 0. Seja η ∈
(
π
2
, η0
1+α

)
; note que se arg(λ) = η, então, pela

fórmula de potenciação de De Moivre, arg(λ1+α) = (1 + α)arg(λ) = (1 + α)η < η0. Ou

seja, se arg(λ) = η, então λ1+α ∈ Ση0 ⊂ ρ(A) e ‖(λ1+α − A)−1‖L(Hσ ,Hσ) ≤ C|λ|−(1+α), ver

Figuras 1.1 e 1.2.

η0

Ση0 ⊂ ρ(A)

Figura 1.1: Setor Ση0 .

η0
η

λ1+α

η0
η

(1 + α)η

Figura 1.2: Mapa λ1+α.

Proposição 1.1. Considere α ∈ [0, 1). A função

Eα(tA) :=


1

2πi

∫
Ha

eλtλα(λ1+α − A)−1dλ, se t > 0,

I, se t = 0,
(1.1)
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em que Ha é um caminho de Hankel adequado e I é o operador identidade, está bem

definida e existe uma constante M > 1 tal que

‖Eα(tA)x‖Hσ ≤M‖x‖Hσ ,

para quaisquer t ≥ 0 e x ∈ Hσ.

Demonstração. Para r > 0 e η ∈
(
π
2
, η0
1+α

)
seja

Eα(tA) :=
1

2πi

∫
Ha

eλtλα(λ1+α − A)−1dλ, t ≥ 0,

em que Ha é o caminho de Hankel

Ha = Ha(r, η) := {seiη : r ≤ s <∞} ∪ {reis : |s| ≤ η} ∪ {se−iη : r ≤ s <∞}

= Ha1 +Ha2 −Ha3.

Para cada t > 0 fixado, se assumirmos que r = 1
t
, então

• Sobre Ha1 ∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha1

eλtλα(λ1+α − A)−1xdλ

∥∥∥∥
Hσ

=
1

2π

∥∥∥∥∥
∫ ∞

1
t

ese
iηtsαeiηα((seiη)1+α − A)−1eiηxds

∥∥∥∥∥
Hσ

≤ 1

2π

∫ ∞
1
t

|eseiηt||seiη|α‖
(
(seiη)1+α − A

)−1‖Hσ |eiη|‖x‖Hσds
≤ 1

2π

∫ ∞
1
t

|eseiηt||seiη|αC(|seiη|1+α)−1|eiη|‖x‖Hσds

≤ C

2π

∫ ∞
1
t

|es(cos η+i sin η)t||s|α|eiη|α|s|−α−1|eiη|−α−1‖x‖Hσds

=
C

2π

∫ ∞
1
t

est cos ηs−1ds‖x‖Hσ

≤ C

2π

∫ ∞
1
t

est cos ηtds‖x‖Hσ =
C

2π

ecos η

| cos η|
‖x‖Hσ .

• Sobre Ha2 ∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha2

eλtλα(λ1+α − A)−1xdλ

∥∥∥∥
Hσ
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=
1

2π

∥∥∥∥∫ η

−η
ere

ist(reis)α((reis)1+α − A)−1rieisxds

∥∥∥∥
Hσ

≤ 1

2π

∫ η

−η
|ereist(reis)α|‖

(
(reis)1+α − A

)−1‖Hσ |rieis|‖x‖Hσds
≤ C

2π

∫ η

−η
|er(cos s+i sin s)t||reis|α|reis|−(1+α)|rieis|ds‖x‖Hσ

=
C

2π

∫ η

−η
|er cos st||ei sin st||r|α|eis|α|r|−(1+α)|eis|−(1+α)|r||ieis|ds‖x‖Hσ

=
C

2π

∫ η

−η
ecos sr1+αr−α−1ds‖x‖Hσ

=
C

2π

∫ η

−η
ecos sds‖x‖Hσ

≤ C

2π

∫ η

−η
e ds‖x‖Hσ

=
C

2π
e2η‖x‖Hσ .

• Sobre Ha3 procedemos como em Ha1.

Tomando M > max{M1, 1}, em que M1 é a soma de todas as cotas obtidas acima,

deduzimos que Eα(tA) está bem definido para cada t ≥ 0.

Vamos mostrar agora que a integral em (1.1) é independente de r > 0 e de

η ∈
(
π
2
, η0
1+α

)
. Considere r, r′ ∈ (0,∞) e η, η′ ∈

(
π
2
, η0
1+α

)
, sem perda de generalidade,

suponha que η′ > η e r > r′. Seja D a região entre as curvas Ha(r, η) e Ha(r′, η′) e para

cada n ∈ N seja Dn := D ∩ {z ∈ C : |z| ≤ n}, (ver a Figura 1.3). Pelo Teorema da

Figura 1.3: Região Dn
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Integral de Cauchy, ∫
∂Dn

eλtλα(λ1+α − A)−1dλ = 0.

Seja R1 e R2 os arcos contidos em {z ∈ C : |z| = n}, então

∥∥∥∥∫
R1

eλtλα(λ1+α − A)−1dλ

∥∥∥∥
L(Hσ)

=

∥∥∥∥∥
∫ η′

η

etne
si

(nesi)α
(
(nesi)1+α − A

)−1
niesids

∥∥∥∥∥
L(Hσ)

≤
∫ η′

η

|etnesi ||(nesi)α|‖
(
(nesi)1+α − A

)−1 ‖L(Hσ)|niesi|ds
≤ C

∫ η′

η

ent cos snαn−α−1nds

≤ C

∫ η′

η

enLtds = CenLt(η′ − η),

em que L = sup
s∈[η,η′]

cos s < 0. Portanto, a integral acima tende para zero quando n→∞.

Um procedimento similar mostra que a integral sobre o arco R2 tem a mesma propriedade.

Consequentemente,

∫
Ha(η,r)

eλtλα(λ1+α − A)−1dλ =

∫
Ha(η′,r′)

eλtλα(λ1+α − A)−1dλ,

e isto conclui a demonstração.

Observação 1.2. Se considerarmos 0 < α < c < 1 para algum c, então os ângulos η0

e η não precisam depender de α (apenas de c). De fato, basta tomar η0 ∈
(

(1+c)π
2

, π
)

e

η ∈
(
π
2
, η0
1+c

)
. Portanto, se existir c tal que 0 < α < c < 1, podemos escolher um caminho

Ha independente de α.

Consequentemente, se α0, αn ∈ [0, 1) para todo n = 1, 2, · · · são tais que limn→∞ αn =

α0, podemos escolher um caminho Ha tal que Eαn esteja bem-definido para todo

n = 0, 1, 2, · · · .

O próximo resultado garante que dado x ∈ Hσ, a famĺia Eα(·A)x : [0,+∞) → Hσ

é uma função cont́ınua. Essa propriedade é chamada de continuidade forte da famı́lia

resolvente.

Proposição 1.3. A famı́lia resolvente {Eα(tA)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre Hσ.

Demonstração. Seja τ > 0 e considere {tn}n∈N ⊂ (0, τ) tal que tn → τ quando n → ∞.



Caṕıtulo 1. Sobre a famı́lia resolvente associada ao operador de Stokes 19

Claramente existe δ > 0 tal que 0 < δ < tn < τ para todo n ∈ N. Note que, para x ∈ Hσ

‖Eα(τA)x− Eα(tnA)x‖Hσ =
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

(eλτ − eλtn)λα(λ1+α − A)−1xdλ

∥∥∥∥
Hσ

.

Como na demonstração da Proposição 1.1, analisaremos a integral acima sobre os

caminhos Ha1, Ha2 e Ha3 separadamente. Aqui vamos considerar r > 0 constante.

• Sobre Ha1, ∥∥∥∥∫
Ha1

(eλτ − eλtn)λα(λ1+α − A)−1xdλ

∥∥∥∥
Hσ

=

∥∥∥∥∫ ∞
r

(eτse
iη − etnseiη)(seiη)((seiη)1+α − A)−1xeiηds

∥∥∥∥
Hσ

≤ C

∫ ∞
r

∣∣∣eτseiη − etnseiη ∣∣∣ s−1ds‖x‖Hσ .
Como

∣∣∣eτseiη − etnseiη ∣∣∣ s−1 → 0 quando n→∞ e

∣∣∣eτseiη − etnseiη ∣∣∣ s−1 ≤ (eτs cos η + etns cos η)s−1 ≤ (eτs cos η + ecs cos η)s−1,

logo, pelo Teorema da Convergência Dominada (ver APÊNDICE A, teorema 3.16),

∫ ∞
r

∣∣∣eτseiη − etnseiη ∣∣∣ s−1ds→ 0, quando n→∞.

• Sobre Ha2,∥∥∥∥∫
Ha2

(eλτ − eλtn)λα(λ1+α − A)−1xdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤ C

∫ η

−η

∣∣∣eτreis − etnreis∣∣∣ ds‖x‖Hσ .
Como

∣∣∣eτreis − etnreis∣∣∣→ 0 quando n→∞ e

∣∣∣eτreis − etnreis∣∣∣ ≤ eτr cos s + etnr cos s ≤ 2eτr,

logo, pelo Teorema da Convergência Dominada,

∫ η

−η

∣∣∣eτreis − etnreis∣∣∣ ds→ 0 quando n→∞.

• Sobre Ha3 procedemos como em Ha1.
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Portanto, ‖Eα(τA)x − Eα(tnA)x‖Hσ → 0 quando n → ∞, para x ∈ Hσ.

Analogamente, se considerarmos {tn}n∈N ⊂ (τ,∞) tal que tn → τ quando n → ∞,

então ‖Eα(tnA)x− Eα(τA)x‖Hσ → 0 quando n→∞, para x ∈ Hσ.

Para mostrar a continuidade forte em t = 0, note que, pelo Teorema de Cauchy,

I =
1

2πi

(∫
Ha

eλλ−1dλ

)
I,

em que I é o operador identidade. Logo, fixando t > 0, se x ∈ D(A), então

‖Eα(tA)x− x‖Hσ =
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλt[λα(λ1+α − A)−1 − λ−1]xdλ
∥∥∥∥
Hσ

=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλt[λα(λ1+α − A)−1 − λ−1(λ1+α − A)−1(λ1+α − A)]xdλ

∥∥∥∥
Hσ

=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλt(λα+1 − A)−1)[λα − λ−1(λ1+α − A)]xdλ

∥∥∥∥
Hσ

=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλtλ−1(λ1+α − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
Hσ

.

Novamente, analisaremos a integral acima sobre os caminhos Ha1, Ha2 e Ha3

separadamente, aqui vamos considerar r = 1
t
.

• Sobre Ha1,

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha1

eλtλ−1(λ1+α − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤ 1

2π

∫ ∞
1
t

∥∥∥esteiη(seiη)−1((seiη)1+α − A)−1Axeiη
∥∥∥
Hσ

ds

≤ 1

2π
‖Ax‖Hσ

∫ ∞
1
t

est cos ηs−1Cs−(1+α)ds

=
C

2π
‖Ax‖Hσ

∫ ∞
1
t

est cos ηs−α−2ds

uma vez que 1
t
≤ s, vale que

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha1

eλtλ−1(λ1+α − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤ C

2π
‖Ax‖Hσtα+2

∫ ∞
1
t

est cos ηds

=
C

2π
‖Ax‖Hσtα+2 ecos η

| cos η|
−→ 0,

quando t→ 0+.
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• Sobre Ha2,

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha2

eλtλ−1(λ1+α − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤ C

2π
‖Ax‖Hσ

∫ η

−η
etr cos sr−α−2rds

como 1
r

= t tem-se, r−α−1 = r−(1+α) = t1+α, portanto

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha2

eλtλ−1(λ1+α − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤ C

2π
‖Ax‖Hσt1+α

∫ η

−η
ecos sds

≤ C

2π
‖Ax‖Hσt1+αe2η −→ 0,

quanto t→ 0+.

• Sobre Ha3, basta proceder como sobre Ha1.

Portanto,

lim
t→0+
‖Eα(tA)x− x‖Hσ = 0, se x ∈ D(A).

Resta mostrar que

lim
t→0+
‖Eα(tA)x− x‖Hσ = 0, ∀x ∈ Hσ.

Como D(A) é denso sobre Hσ, dados x ∈ Hσ e ε > 0 escolhemos y ∈ D(A) e δ > 0 tais

que

‖x− y‖Hσ ≤
ε

3M
e ‖Eα(tA)y − y‖Hσ ≤

ε

3
, se 0 < t < δ.

Então, para 0 < t < δ

‖Eα(tA)x− x‖Hσ = ‖Eα(tA)x− Eα(tA)y + Eα(tA)y − y + y − x‖Hσ

≤ ‖Eα(tA)(x− y)‖Hσ + ‖Eα(tA)y − y‖Hσ + ‖y − x‖Hσ

≤ M‖x− y‖Hσ +
ε

3
+

ε

3M
≤ ε.

Portanto,

lim
t→0+
‖Eα(tA)x− x‖Hσ = 0, ∀x ∈ Hσ.

Isto conclui a demonstração.

O próximo resultado garante a continuidade forte da famı́lia resolvente com respeito

ao parâmetro α ∈ [0, 1).

Proposição 1.4. Sejam αn, α0 ∈ [0, 1), com n = 1, 2, · · · , tais que αn → α0 quando
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n→∞. Então para todo x ∈ Hσ e t ≥ 0,

Eαn(tA)x→ Eα0(tA)x, quando n→∞.

Além disso, essa convergência é uniforme para t em intervalos limitados.

Demonstração. Primeiramente, pela Observação 1.2 podemos escolher um (único)

caminho Ha para o qual os operadores Eα0 e Eαn estejam bem definidos. Sendo x ∈ Hσ,

então

Eαn(tA)x− Eα0(tA)x =
1

2πi

∫
Ha

eλt[λαn(λαn+1 − A)−1x− λα0(λα0+1 − A)−1x]dλ,

para todo t ≥ 0. Por um lado, como A é um operador setorial, logo

‖λαn(λαn+1 − A)−1x− λα0(λα0+1 − A)−1x‖Hσ ≤ C(|λ|αn|λ|−αn−1 + |λ|α0|λ|−α0−1)‖x‖Hσ

= 2C|λ|−1‖x‖Hσ .

Por outro lado, para cada λ ∈ ρ(A) fixado

|eλt|‖λαn(λαn+1 − A)−1x− λα0(λα0+1 − A)−1x‖Hσ → 0, quando n→∞,

uniformemente para t em intervalos limitados1. Portanto, do Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue, conclúımos a demonstração.

Agora estamos interessados em estudar o comportamento da famı́lia de resolvente nos

espaços de potências fracionárias associados ao operador de Stokes Hβ
σ := D((−A)β), β ≥

0. Para β ≥ 0 esta escala satisfaz

Hβ
σ ↪→ H2β(Ω,R3).

Observamos que da continuidade da projeção P : L2(Ω,R3)→ Hσ os seguintes mergulhos

são verificados

Hβ
σ ↪→ Lrσ(Ω,R3), r ≤ 6

3− 4β
, 0 ≤ β <

3

4
,

1Observe que |etλ| é limitada se t ∈ [0, τ ] e λ ∈ Ha.
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e

Hβ
σ ←↩ Lsσ(Ω,R3), s ≥ 6

3− 4β
, −3

4
< β ≤ 0,

em que Lqσ(Ω,R3) é o fecho de {u ∈ C2(Ω,R3) : div(u) = 0, u · n = 0} em Lq(Ω,R3), ver

por exemplo (GIGA, 1981; WAHL, 1985).

Proposição 1.5. Sejam α ∈ [0, 1) e β ∈ [0, 1), então existe M̃ > 0 tal que para todo

x ∈ Hσ e t > 0,

‖Eα(tA)x‖
H
β
σ
≤ M̃t−(1+α)β‖x‖Hσ .

Demonstração. Sejam α ∈ [0, 1) e β ∈ [0, 1). Procederemos de maneira análoga a

demonstração da Proposição 1.1. Para r > 0 e η ∈
(
π
2
, η0
1+α

)
‖Eα(tA)x‖

H
β
σ

:=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλtλα(−A)β(λ1+α − A)−1dλ

∥∥∥∥
Hσ

,

em que Ha é o caminho tomado na demonstração da Proposição 1.1.

Para cada t > 0 fixado, se assumirmos que r = 1
t
, então:

• Sobre Ha1, utilizando a Proposição 3.14 (APÊNDICE A),

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha1

eλtλα(−A)β(λ1+α − A)−1xdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤ 1

2π

∫ ∞
1
t

|estecos ηsα|
∥∥(−A)β(λ1+α − A)−1x

∥∥
Hσ
ds

≤ k

2π

∫ ∞
1
t

est cos ηsαs(1+α)(β−1)ds‖x‖Hσ

=
k

2π

∫ ∞
1
t

est cos ηsβ(1+α)−1ds‖x‖Hσ ,

em que k é a constante que aparece na Proposição 3.14 (APÊNDICE A).

Caso 1 : Se β(1 + α)− 1 ≤ 0. como 1
t
≤ s então 1

s−(β(α+1)−1) ≤ t1−β(1+α), dáı

k

2π

∫ ∞
1
t

est cos ηsβ(1+α)−1ds ≤ k

2π
t1−β(1+α)

∫ ∞
1
t

est cos ηds

=
k

2π

ecos η

| cos η|
t−β(1+α).

Caso 2 : Se β(1 + α)− 1 > 0, integrando por partes

k

2π

∫ ∞
1
t

est cos ηsβ(1+α)−1ds =
k

2π

[
est cos η

t cos η
sβ(1+α)−1

]∞
1
t
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− k

2π

∫ ∞
1
t

est cos η

t cos η
(β(1 + α)− 1)sβ(1+α)−2ds

≤ k

2π

ecos η

| cos η|
t−β(1+α)

+
k(β(1 + α)− 1)t2−β(1+α)

2π| cos η|t

∫ ∞
1
t

est cos ηds

=
k

2π

ecos η

| cos η|
t−β(1+α) +

k(β(1 + α)− 1)ecos η

2π| cos η|2
t−β(1+α)

<
kecos η

2π| cos η|

(
1 +

1

| cos η|

)
t−β(1+α).

• Sobre Ha2, utilizando a Proposição 3.14 (APÊNDICE A),

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha2

eλtλα(−A)β(λ1+α − A)−1xdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤ k

2π

∫ η

−η
etr cos srαr(1+α)(β−1)rds‖x‖Hσ

=
k

2π
t−(1+α)β

∫ η

−η
ecos sds‖x‖Hσ

≤ kηe

π
t−(1+α)β‖x‖Hσ .

• Sobre Ha3, procedemos como em Ha1.

Tomando M̃ > 0 como a soma das cotas acima, conclúımos a demonstração.

Observação 1.6. Dados 0 ≤ θ ≤ β < 1 e x ∈ Hθ
σ, a Proposição 1.5 implica

‖Eα(tA)x‖
H
β
σ

= ‖Eα(tA)(−A)θx‖
H
β−θ
σ
≤ M̃t−(β−θ)(1+α)‖(−A)θx‖Hσ = M̃t−(β−θ)(1+α)‖x‖Hθ

σ
.

Particularmente, para 0 ≤ θ < 1
2

a famı́lia de operadores {tθ(1+α)Eα(tA) : H
1
2
σ → H

1
2
+θ

σ }t>0

é uniformemente limitada, pois, se x ∈ H
1
2
σ

‖t(1+α)θEα(tA)x‖
H

1
2+θ
σ

≤ t(1+α)θM̃t−θ(1+α)‖x‖
H

1
2
σ

= M̃‖x‖
H

1
2
σ

,

portanto

‖t(1+α)θEα(tA)‖
L

(
H

1
2
σ ,H

1
2+θ
σ

) ≤ M̃,

com M̃ independente de t. Além disso, dado u0 ∈ H
1
2
σ então

‖tθ(1+α)Eα(tA)u0‖
H

1
2+θ
σ

→ 0, (1.2)
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quando t→ 0+. De fato, dado ε > 0 tome x ∈ H
1
2
+θ

σ tal que ‖x− u0‖
H

1
2
σ

< ε
2M̃
, e escolha

δ =

(
ε

2M‖x‖
H

1
2+θ
σ

)−θ(1+α)
, portanto, se 0 ≤ t ≤ δ,

‖tθ(1+α)Eα(tA)u0‖
H

1
2+θ
σ

≤ ‖tθ(1+α)Eα(tA)(u0 − x)‖
H

1
2+θ
σ

+ tθ(1+α)‖Eα(tA)x‖
H

1
2+θ
σ

≤ M̃tθ(1+α)t−θ(1+α)‖u0 − x‖
H

1
2
σ

+Mtθ(1+α)‖x‖
H

1
2+θ
σ

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Com isto conclúımos a observação.

Proposição 1.7. Sejam α, β ∈ [0, 1), então a famı́lia de operadores {Eα(tA)}t≥0 é

fortemente cont́ınua sobre o espaço (Hβ
σ , ‖ · ‖Hβ

σ
).

Demonstração. Seja τ > 0 e considere uma sequência {tn} ⊂ (0, τ) tal que tn → τ quando

n→∞. Então, para x ∈ Hβ
σ ,

‖Eα(τA)x− Eα(tnA)x‖
H
β
σ

=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

(
eλτ − eλtn

)
λα(λ1+α − A)−1(−A)βxdλ

∥∥∥∥
Hσ

Vamos analisar a integral acima sobre os caminhos Ha1, Ha2 e Ha3 separadamente. Aqui

consideraremos r > 0 constante.

• Sobre Ha1,∥∥∥∥∫
Ha1

(
eλτ − eλtn

)
λα(λ1+α − A)−1(−A)βxdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤
∫ ∞
r

∣∣∣eτseiη − etnseiη ∣∣∣ s−1ds‖x‖Hβ
σ
.

Já vimos na demonstração da Proposição 1.3 que a integral do lado direito da desigualdade

acima tende para 0 quando n→∞.

• Sobre Ha2,∥∥∥∥∫
Ha2

(
eλτ − eλtn

)
λα(λ1+α − A)−1(−A)βxdλ

∥∥∥∥
Hσ

≤
∫ η

−η

∣∣∣eτreis − etnreis∣∣∣ ds‖x‖Hβ
σ
.

Pela demonstração da Proposição 1.3, a integral do lado direito da desigualdade acima

tenda para 0 quando n→∞.

• Sobre Ha3 procedemos como sobre Ha1.

Portanto, ‖Eα(τA)x − Eα(tnA)x‖
H
β
σ
→ 0 quando n → ∞, para x ∈ Hβ

σ .

Analogamente, se {tn}n∈N ⊂ (τ,∞) é uma sequência tal que tn → τ quando n → ∞,
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então ‖Eα(tnA)x − Eα(τA)x‖
H
β
σ
→ 0 quando n → ∞, para x ∈ Hβ

σ . Sendo assim, a

famı́lia {Eα(tA)}t>0 é fortemente cont́ınua sobre (Hβ
σ , ‖ · ‖Hβ

σ
).

Para mostrar a continuidade forte em t = 0, note que, pelo Teorema de Cauchy,

I =
1

2πi

(∫
Ha

eλλ−1dλ

)
I,

em que I é o operador identidade. Logo, fixando t > 0, se x ∈ D(A), então

‖Eα(tA)x− x‖
H
β
σ

=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλt[λα(λ1+α − A)−1 − λ−1]xdλ
∥∥∥∥
H
β
σ

=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλt[λα(λ1+α − A)−1 − λ−1(λ1+α − A)−1(λ1+α − A)]xdλ

∥∥∥∥
H
β
σ

=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλtλ−1(λ1+α − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
H
β
σ

.

Novamente, analisaremos a integral acima sobre os caminhos Ha1, Ha2 e Ha3

separadamente. Aqui consideraremos r = 1
t
.

• Sobre Ha1,

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha1

eλtλ−1(λ1+α − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
H
β
σ

≤ k

2π
‖Ax‖Hσ

∫ ∞
1
t

est cos ηs−1s(1+α)(β−1)ds

≤ k

2π
‖Ax‖Hσt1+(1+α)(1−β)

∫ ∞
1
t

est cos ηds

=
k

2π
‖Ax‖Hσt(1+α)(1−β)

ecos η

| cos η|
−→ 0,

quando t→ 0+.

• Sobre Ha2,

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha2

eλtλ−1(λ1+α − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
H
β
σ

≤ k

2π
‖Ax‖Hσ

∫ η

−η
etr cos sr−1r(1+α)(β−1)rds

=
k

2π
‖Ax‖Hσt(1+α)(1−β)

∫ η

−η
ecos sds

≤ k

2π
2ηe‖Ax‖Hσt(1+α)(1−β) −→ 0,

quanto t→ 0+.

• Sobre Ha3, basta proceder como sobre Ha1.
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Portanto,

lim
t→0+
‖Eα(tA)x− x‖

H
β
σ

= 0, se x ∈ D(A).

Resta mostrar que

lim
t→0+
‖Eα(tA)x− x‖

H
β
σ

= 0, ∀x ∈ Hβ
σ .

Como (D(A), ‖ · ‖
H
β
σ
) é denso sobre (Hβ

σ , ‖ · ‖Hβ
σ
), dados x ∈ Hβ

σ e ε > 0, escolhemos

y ∈ D(A) e δ > 0 tais que

‖x− y‖
H
β
σ
≤ ε

3M
e ‖Eα(tA)y − y‖

H
β
σ
≤ ε

3
, se 0 < t < δ.

Então, para 0 < t < δ

‖Eα(tA)x− x‖
H
β
σ

= ‖Eα(tA)x− Eα(tA)y + Eα(tA)y − y + y − x‖
H
β
σ

≤ ‖Eα(tA)(x− y)‖
H
β
σ

+ ‖Eα(tA)y − y‖
H
β
σ

+ ‖y − x‖
H
β
σ

≤ ‖Eα(tA)(−A)β(x− y)‖Hσ +
ε

3
+

ε

3M

= ‖Eα(tA)‖Hσ‖(−A)β(x− y)‖Hσ +
ε

3
+

ε

3M

≤ M‖x− y‖
H
β
σ

+
ε

3
+

ε

3M
≤ ε.

Portanto,

lim
t→0+
‖Eα(tA)x− x‖

H
β
σ

= 0, ∀x ∈ Hβ
σ .

Isto conclui a demonstração.
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Caṕıtulo 2

Existência de soluções brandas

Neste caṕıtulo mostraremos os principais resultados dessa monografia. Primeiro

mostraremos um resultado de existência e unicidade de solução branda do problema, bem

como regularidade em Hβ
σ . Para demonstrar esse resultados, precisamos supor o tempo

de existência de solução suficientemente pequeno, entretanto essa suposição é amenizada

pelo resultado que mostraremos a possibilidade de continuação da solução. Por fim,

concluiremos o trabalho mostrando um critério de possibilidade de solução global via

”explosão”.

Para atingirmos os objetivos citados acima, consideraremos o Problema (2) com

dado inicial u0 ∈ H
1
2 = H1

0,σ. Nós lembramos que H1
0,σ é o completamento do conjunto

C1
0,σ := {u ∈ C1

0 : div(u) = 0}

com a norma ‖|u|‖ = (‖∇u‖2Hσ + ‖u‖2Hσ)
1
2 . Note que para todo u ∈ H

1
2
σ ,

‖u‖
H

1
2
σ

= ‖∇u‖Hσ .

Além disso, para u ∈ H
1
2
σ a função F̃ (u) = −(−A)−

1
4P (u · ∇)u está bem definida em Hσ

e se u, v ∈ H
1
2
σ , então existe uma constante c > 0 tal que

‖F̃ (u)− F̃ (v)‖Hσ ≤ c(‖u‖
H

1
2
σ

+ ‖v‖
H

1
2
σ

)‖u− v‖
H

1
2
σ

(2.1)

e

‖F̃ (u)‖Hσ ≤ c‖u‖2
H

1
2
σ

. (2.2)
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Para um melhor entendimento e demonstração dessas afirmações, recomendamos os

trabalhos (FUJITA; KATO, 1964; WAHL, 1985).

Nesta seção, B : (0,∞)× (0,∞)→ (0,∞) denotará a função Beta que é definida por

B(a, b) =

∫ 1

0

(1− s)a−1sb−1ds.

Teorema 2.1. Considere α ∈ [0, 1/3). Seja u0 ∈ H
1
2
σ e suponha que Ph : (0,∞) → Hσ

é uma função cont́ınua tal que ‖Ph(s)‖Hσ ≤ ksγ, para algum k > 0 e γ > α−1
2
. Então

existem uma constante τ0 > 0 e uma única solução branda u ∈ C
(

[0, τ0];H
1
2
σ

)
para o

problema (4). Além disso, para todo 0 < θ < 1−3α
4(1+α)

u ∈ C((0, τ0];H
1
2
+θ

σ )

e

t(1+α)θ‖u(t)‖
H

1
2+θ
σ

→ 0 quando t→ 0.

Demonstração. Seja µ > 0 tal que ‖u0‖
H

1
2
σ

< µ
2
. Considere τ0 > 0 tal que para todo

0 ≤ t ≤ τ0

‖Eα(tA)u0‖
H

1
2
σ

≤ µ

2
,

M̃kB

(
1− α

2
, γ + 1

)
t
1−α
2

+γ ≤ µ

4
,

e

M̃cµt
1−3α

4 ≤ 1− 3α

16
. (2.3)

Considere o conjunto

K :=

{
v ∈ C

(
[0, τ0];H

1
2
σ

)
; sup
0≤s≤τ0

‖v(s)‖
H

1
2
σ

≤ µ

}
.

Sobre K definimos o operador

Tu(t) = Eα(tA)u0 +

∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (u)(s)ds+

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds,

em que F̃ (u) = −(−A)−
1
4P (u · ∇)u. Nosso propósito é mostrar que K é T -invariante e

que T é uma contração. Inicialmente, provaremos que T : K → K está bem definido e

dividiremos essa parte da demonstração nas duas afirmações seguintes. Usaremos (2.2)



Caṕıtulo 2. Existência de soluções brandas 30

para estimar as desigualdades abaixo.

Afirmação 1: Se u ∈ K, então Tu ∈ C
(

[0, τ0];H
1
2
σ

)
.

De fato, seja τ1 ∈ (0, τ0] e considere {tn}nN ⊂ [0, τ1] tal que limn→∞ tn = τ1. Então

‖Tu(tn)− Tu(τ1)‖
H

1
2
σ

=
∥∥∥Eα(tnA)u0 +

∫ tn

0

(−A)
1
4Eα((tn − s)A)F̃ (u)(s)ds

+

∫ tn

0

Eα((tn − s)A)Ph(s)ds− Eα(τ1A)u0

−
∫ τ1

0

(−A)
1
4Eα((τ1 − s)A)F̃ (u)(s)ds

−
∫ τ1

0

Eα((tn − s)A)Ph(s)ds
∥∥∥
H

1
2
σ

=
∥∥∥Eα(tnA)u0 − Eα(τ1A)u0 +

∫ tn

0

(−A)
1
4Eα((tn − s)A)F̃ (u)(s)ds

−
∫ tn

0

(−A)
1
4Eα((τ1 − s)A)F̃ (u)(s)ds

−
∫ τ1

tn

(−A)
1
4Eα((τ1 − s)A)F̃ (u)(s)ds

+

∫ tn

0

Eα((tn − s)A)Ph(s)ds

−
∫ tn

0

Eα((τ1 − s)A)Ph(s)ds

−
∫ τ1

tn

Eα((τ1 − s)A)Ph(s)ds
∥∥∥
H

1
2
σ

=
∥∥∥Eα(tnA)uo − Eα(τ1A)u0

+

∫ tn

0

(−A)
1
4 [Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A)]F̃ (u)(s)ds

+

∫ tn

0

[Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A)]Ph(s)ds

−
∫ τ1

tn

(−A)
1
4Eα((τ1 − s)A)F̃ (u)(s)ds

−
∫ τ1

tn

Eα((τ1 − s)A)Ph(s)ds
∥∥∥
H

1
2
σ

≤ ‖Eα(tnA)u0 − Eα(τ1A)u0‖
H

1
2
σ

+

∫ tn

0

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

ds

+

∫ tn

0

‖(Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds
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+

∫ τ1

tn

‖(−A)
1
4Eα((τ1 − s)A)F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

ds

+

∫ τ1

tn

‖Eα((τ1 − s)A)Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

:= I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4(n) + I5(n).

Analisaremos separadamente cada termo Ii(n), para i = 1, 2, 3, 4, 5.

• Para I1(n) : pela Proposição 1.7 a famı́lia {Eα(tA)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre

H
1
2
σ ,logo é fácil notar que

I1(n) := ‖Eα(tnA)u0 − Eα(τ1A)u0‖
H

1
2
σ

→ 0, quando n→∞.

• Para I2(n) : como a famı́lia {Eα(tA)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre H
3
4
σ , pela

Proposição 1.7, logo

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

= ‖(−A)
3
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A)‖Hσ‖F̃ (u)(s)‖Hσ

≤ ‖(Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A)‖
H

3
4
σ

c‖u‖2
H

1
2
σ

→ 0

quando n→∞. Além disso,

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

= ‖(−A)
3
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))F̃ (u)(s)‖Hσ

= ‖(−A)
3
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))‖Hσ‖F̃ (u)(s)‖Hσ

= ‖(Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))‖
H

3
4
σ

‖F̃ (u)(s)‖Hσ

≤ (‖(Eα((tn − s)A)
H

3
4
σ

+ ‖Eα((τ1 − s)A)‖)
H

3
4
σ

‖F̃ (u)(s)‖Hσ

≤ M̃
(
(tn − s)−

3
4
(1+α) + (τ1 − s)−

3
4
(1+α)

)
‖F̃ (u)(s)‖Hσ

≤ M̃c
(
(tn − s)−

3
4
(1+α) + (τ1 − s)−

3
4
(1+α)

)
‖u(s)‖2

H
1
2
σ

≤ M̃cµ2
(
(tn − s)−

3
4
(1+α) + (τ1 − s)−

3
4
(1+α)

)
,

em que o último termo da desigualdade acima é integrável em s sobre (0, tn). Portanto,

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, I2(n)→ 0 quando n→∞.
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• Para I3(n), note que

‖(Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))Ph(s)‖
H

1
2
σ

= ‖(−A)
1
2 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))Ph(s)‖Hσ

≤ (‖Eα((tn − s)A)‖
H

1
2
σ

+ ‖Eα((τ1 − s)A)‖
H

1
2
σ

)ksγ

≤ M̃k
(

(tn − s)−
1
2
(1+α)sγ + (τ1 − s)−

1
2
(1+α)sγ

)
.

Como o lado direito da desigualdade acima é integrável em s sobre (0, tn), logo pelo mesmo

argumento usado em I2(n), conclúımos que I3(n)→ 0 quando n→∞.

• Para I4(n) :

I4(n) =

∫ τ1

tn

‖(−A)
1
4Eα((τ1 − s)A)F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

ds

=

∫ τ1

tn

‖(−A)
3
4Eα((τ1 − s)A)‖Hσ‖F̃ (u)(s)‖Hσds

=

∫ τ1

tn

‖Eα((τ1 − s)A)‖
H

3
4
σ

‖F̃ (u)(s)‖Hσds

≤ M̃

∫ τ1

tn

(τ1 − s)−
3
4
(1+α)‖F̃ (u)(s)‖Hσds

≤ M̃c

∫ τ1

tn

(τ1 − s)−
3
4
(1+α)‖u(s)‖2

H
1
2
σ

ds

≤ M̃cµ2

∫ τ1

tn

(τ1 − s)−
3
4
(1+α)ds

Substituindo τ1 − s = x na desigualdade acima, tem-se ds = −dx e além disso quando

s = tn ⇒ x = τ1 − tn e quando s = τ1 ⇒ x = 0 portanto

I4(n) ≤ M̃cµ2
(
−
∫ 0

τ1−tn
x−

3
4
(1+α)dx

)
= M̃cµ2

∫ τ1−tn

0

x−
3
4
(1+α)dx = M̃cµ2 4

1− 3α
(τ1 − tn)

1−3α
4 → 0,

quando n→∞.

• Para I5(n) :

I5(n) =

∫ τ1

tn

‖Eα((τ1 − s)A)Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

=

∫ τ1

tn

‖(−A)
1
2Eα((τ1 − s)A)Ph(s)‖Hσds
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=

∫ τ1

tn

‖(−A)
1
2Eα((τ1 − s)A)‖Hσ‖Ph(s)‖Hσds

≤
∫ τ1

tn

‖Eα((τ1 − s)A)‖
1
2

Hσ
ksγds

= M̃k

∫ τ1

tn

(τ1 − s)−
1
2
(1+α)sγds

= M̃kτ
− 1

2
(1+α)

1 τ γ1

∫ τ1

tn

(
1− s

τ1

)− 1
2
(1+α)(

s

τ1

)γ
ds

Fazendo x = s
τ1
, temos τ1dx = ds, quando s = tn ⇒ x = tn

τ1
e quando s = τ1 ⇒ x = 1

portanto

I5(n) ≤ M̃kτ
γ− 1

2
(1+α)

1

∫ 1

tn
τ1

(1− x)−
1
2
(1+α)xγτ1dx

= M̃kτ
γ+ 1

2
(1−α)

1

∫ 1

tn
τ1

(1− x)−
1
2
(1+α)xγdx→ 0,

quando n→∞.

Portanto,

lim
n→∞

‖Tu(tn)− Tu(τ1)‖
H

1
2
σ

= 0.

Um argumento similar prova o caso τ1 ∈ [0, τ0) e tn → τ+1 . Sendo assim, Tu ∈

C([0, τ0];H
1
2
σ ).

Afirmação 2: ‖Tu(t)‖
H

1
2
σ

≤ µ, para todo t ∈ [0, τ0] e u ∈ K.

De fato, se u ∈ K, então

‖Tu(t)‖
H

1
2
σ

= ‖Eα(tA)u0 +

∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (u)(s)ds

+

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds‖
H

1
2
σ

≤ ‖Eα(tA)u0‖
H

1
2
σ

+

∫ t

0

‖(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

ds

+

∫ t

0

‖Eα((t− s)A)Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

≤ µ

2
+

∫ t

0

‖(−A)
3
4Eα((t− s)A‖Hσ‖F̃ (u)(s)‖Hσds+

+

∫ t

0

‖(−A)
1
2Eα((t− s)A)‖Hσ‖Ph(s)‖Hσds

≤ µ

2
+ M̃

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)‖F̃ (u)(s)‖Hσds
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+M̃

∫ t

0

(t− s)−
1
2
(1+α)‖Ph(s)‖Hσds

≤ µ

2
+ M̃c

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)‖u(s)‖2

H
1
2
σ

ds+ M̃k

∫ t

0

(t− s)−
1
2
(1+α)sγds

≤ µ

2
+ M̃cµ2

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)ds

+M̃kt−
1
2
(1+α)tγ

∫ t

0

(
1− s

t

)− 1
2
(1+α) (s

t

)γ
ds

Fazendo, na primeira integral, t − s = x temos ds = −dx quando s = 0 ⇒ x = t e

s = t ⇒ x = 0. Além disso, fazendo s
t

= x, na segunda integral, temos, ds = tdx, dáı

quando s = 0⇒ x = 0, e x = t⇒ x = 1, portanto temos;

‖Tu(t)‖
H

1
2
σ

≤ µ

2
+ M̃cµ2

(
−
∫ 0

t

x−
3
4
(1+α)dx

)
+ M̃ktγ−

1
2
(1+α)

∫ 1

0

(1− x)−
1
2
(1+α)xγtdx

=
µ

2
+ M̃cµ2

∫ t

0

x−
3
4
(1+α)dx+ M̃ktγ−

1
2
(1+α)

∫ 1

0

(1− x)−
1
2
(1+α)xγtdx

=
µ

2
+

4M̃cµ2

1− 3α
t
1
4
(1−3α) + M̃kB

(
1− α

2
, γ + 1

)
t
1
2
(1−α)+γ

≤ µ

2
+
µ

4
+
µ

4
= µ.

Mostraremos agora que T é uma contração sobre K, para isso usaremos a desigualdade

(2.1). Se u, v ∈ K, então

‖Tu(t)− Tv(t)‖
H

1
2
σ

=
∥∥∥∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)(F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s))ds

∥∥∥
H

1
2
σ

≤
∫ t

0

‖(−A)
1
4Eα((t− s)A)(F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s))‖

H
1
2
σ

ds

=

∫ t

0

‖(−A)
3
4Eα((t− s)A)‖Hσ‖F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s)‖Hσds

=

∫ t

0

‖Eα((t− s)A)‖
H

3
4
σ

‖F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s)‖Hσds

≤ M̃

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)‖F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s)‖Hσds

≤ M̃c

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)

(
‖u(s)‖

H
1
2
σ

+ ‖v(s)‖
H

1
2
σ

)
‖u(s)− v(s)‖

H
1
2
σ

ds

≤ 2M̃cµ

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)ds sup

0≤t≤τ0
‖u(t)− v(t)‖

H
1
2
σ

=
8M̃cµ

1− 3α
t
1
4
(1−3α) sup

0≤t≤τ0
‖u(t)− v(t)‖

H
1
2
σ

.
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Por (2.3) segue que 8M̃cµ
1−3α t

1
4
(1−3α) ≤ 1

2
para todo t ∈ [0, τ0], logo T é uma contração sobre

K e portanto possui um único ponto fixo u ∈ K (APÊNDICE A, Teorema 3.15).

Para provar a unicidade da solução branda, considere v ∈ C([0, τ0];H
1
2
σ ) outra solução

branda do Problema (4). Então para todo t ∈ [0, τ0]

‖u(t)− v(t)‖
H

1
2
σ

=
∥∥∥∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)(F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s))ds

∥∥∥
H

1
2
σ

≤
∫ t

0

‖(−A)
1
4Eα((t− s)A)(F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s))‖

H
1
2
σ

ds

=

∫ t

0

‖(−A)
3
4Eα((t− s)A)‖Hσ‖(F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s))‖Hσds

≤ M̃

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)‖F̃ (u)(s)− F̃ (v)(s)‖Hσds

≤ M̃c

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)(‖u(s)‖

H
1
2
σ

+ ‖v(s)‖
H

1
2
σ

)‖u(s)− v(s)‖
H

1
2
σ

ds

≤ M̃c sup
0≤s≤τ0

(‖u(s)‖
H

1
2
σ

+ ‖v(s)‖
H

1
2
σ

)

∫ t

0

(t− s)−
3
4
(1+α)‖u(s)− v(s)‖

H
1
2
σ

ds.

Logo pela Desigualdade Singular de Gronwall, (ver APÊNCICE A, Lema 3.17), ‖u(t) −

v(t)‖
H

1
2
σ

= 0 para todo t ∈ [0, τ0].

Para concluir a demonstração, considere 0 < θ < 1−3α
4(1+α)

, perceba que como α ∈ [0, 1
3
)

temos 1−3α
4(1+α)

< 1
2
. Então para todo t ∈ (0, τ0],

‖u(t)‖
H

1
2+θ
σ

=
∥∥∥∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (u)(s)ds+

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds+ Eα(tA)u0

∥∥∥
H

1
2+θ
σ

≤
∫ t

0

‖(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (u)(s)‖

H
1
2+θ
σ

ds

+

∫ t

0

‖Eα((t− s)A)Ph(s)‖
H

1
2+θ
σ

ds+ ‖Eα(tA)u0‖
H

1
2+θ
σ

=

∫ t

0

‖Eα((t− s)A)‖
H

1
2+θ
σ

‖F̃ (u)(s)‖Hσds

+

∫ t

0

‖Eα((t− s)A)‖
H

1
2+θ
σ

‖Ph(s)‖Hσds+ ‖Eα(tA)‖
H

1
2+θ
σ

‖u0‖
H

1
2
σ

≤ M̃

∫ t

0

(t− s)−(
3
4
+θ)(1+α)‖F̃ (u)(s)‖Hσds

+M̃

∫ t

0

(t− s)−(
1
2
+θ)(1+α)‖Ph(s)‖Hσds+ M̃t−θ(1+α)‖u0‖

H
1
2
σ

≤ M̃c

∫ t

0

(t− s)−(
3
4
+θ)(1+α)‖u(s)‖2

H
1
2
σ

ds
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+M̃k

∫ t

0

(t− s)−(
1
2
+θ)(1+α)sγds+ M̃t−θ(1+α)‖u0‖

H
1
2
σ

≤ M̃c sup
0≤s≤τ0

{
‖u(s)‖2

H
1
2
σ

}
t−(

3
4
+θ)(1+α)

∫ t

0

(
1− s

t

)−( 3
4
+θ)(1+α)

ds

+M̃kt−(
1
2
+θ)(1+α)tγ

∫ t

0

(
1− s

t

)−( 1
2
+θ)(1+α) (s

t

)γ
ds+ M̃t−θ(1+α)‖u0‖

H
1
2
σ

Fazendo s
t

= x, nas duas integrais acima,temos ds = tdx, além disso, quando s = 0 ⇒

x = 0, e quando s = t⇒ x = 1, dáı;

‖u(t)‖
H

1
2+θ
σ

≤ M̃c sup
0≤s≤τ0

{
‖u(s)‖2

H
1
2
σ

}
t−(

3
4
+θ)(1+α)+1

∫ 1

0

(1− x)−(
3
4
+θ)(1+α)dx

+M̃kt−(
1
2
+θ)(1+α)+γ+1

∫ 1

0

(1− x)−(
1
2
+θ)(1+α)xγdx+ M̃t−θ(1+α)‖u0‖

H
1
2
σ

= M̃c sup
0≤s≤τ0

{
‖u(s)‖2

H
1
2
σ

}
t−(

3
4
+θ)(1+α)+1B

(
1−

(3

4
+ θ
)

(1 + α), 1

)
+M̃kt−(

1
2
+θ)(1+α)+γ+1B

(
1−

(1

2
+ θ
)

(1 + α), γ + 1

)
+ M̃t−θ(1+α)‖u0‖

H
1
2
σ

Portanto, u : (0, τ0] → H
1
2
+θ

σ está bem definido. Além disso, da estimativa acima vemos

que para t > 0

tθ(1+α)‖u(t)‖
H

1
2+θ
σ

≤ M̃c sup
0≤s≤τ0

{
‖u(s)‖2

H
1
2
σ

}
t
1
4
(1−3α)B

(
1−

(3

4
+ θ
)

(1 + α), 1

)
+M̃kt

1
2
(1−α)+γB

(
1−

(1

2
+ θ
)

(1 + α), γ + 1

)
+tθ(1+α)‖Eα(tA)u0‖

H
1
2+θ
σ

.

Da Observação 1.6 segue que o lado direito da inequação acima tende para 0 quando

t → 0+. Com um argumento similar ao usado na Afirmação 1, provaremos que u ∈

C
(

(0, τ0];H
1
2
+θ

σ

)
. Seja τ1 ∈ (0, τ0] e considere {tn}n∈N ⊂ (0, τ1) tal que lim

n→∞
tn = τ1.

Então,

‖u(tn)− u(τ1)‖
H

1
2+θ
σ

≤ ‖Eα(tnA)u0 − Eα(τ1A)u0‖
H

1
2+θ
σ

+

∫ tn

0

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))F̃ (u)(s)‖

H
1
2+θ
σ

ds

+

∫ tn

0

‖(Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))Ph(s)‖
H

1
2+θ
σ

ds
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+

∫ τ1

tn

‖(−A)
1
4Eα((τ1 − s)A)F̃ (u)(s)‖

H
1
2+θ
σ

ds

+

∫ τ1

tn

‖Eα((τ1 − s)A)Ph(s)‖
H

1
2+θ
σ

ds

:= I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4(n) + I5(n).

Analisaremos separadamente cada termo Ii(n), para i = 1, 2, 3, 4, 5.

• I1(n) → 0 quando n → ∞, pois {Eα(tA)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre H
1
2
+θ

σ pela

Proposição 1.7.1

• Para I2(n), note que

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A))F̃ (u)(s)‖

H
1
2+θ
σ

= ‖Eα((tn − s)A)− Eα((τ1 − s)A)‖
H

3
4+θ
σ

‖F̃ (u)(s)‖Hσ

≤
[
‖Eα((tn − s)A)‖

H
3
4+θ
σ

+ ‖Eα((τ1 − s)A)‖
H

3
4+θ
σ

]
‖F̃ (u)(s)‖Hσ

≤ M̃
[
(tn − s)−(

3
4
+θ)(1+α) + (τ1 − s)−(

3
4
+θ)(1+α)

]
‖F̃ (u)(s)‖Hσ

≤ M̃c
[
(tn − s)−(

3
4
+θ)(1+α) + (τ1 − s)−(

3
4
+θ)(1+α)

]
sup

0≤s≤τ0
‖u(s)‖2

H
1
2
σ

.

Pela Proposição 1.7 a famı́lia {Eα(tA)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre H
3
4
+θ

σ , 2 e pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue I2(n)→ 0 quando n→∞.

• Para I3(n), note que

‖[Eα((tn − s)A))− Eα((τ1 − s)A)]Ph(s)‖
H

1
2+θ
σ

‖[‖Eα((tn − s)A)‖
H

1
2+θ
σ

+ ‖Eα((τ1 − s)A)‖
H

1
2+θ
σ

]‖Ph(s)‖Hσ

≤ M̃c
[
(tn − s)−(

1
2
+θ)(1+α) + (τ1 − s)−(

1
2
+θ)(1+α)

]
sγ.

Como {Eα(tA)}t≥0 é uma famı́lia fortemente cont́ınua sobre H
1
2
+θ

σ , pelo Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue I3(n)→ 0 quando n→∞.
1Podemos usar a Proposição 1.7, pois como θ < 1−3α

4(1+α) , logo (1 + α)( 1
2 + θ) < 1.

2Neste caso, basta observar que θ < 1−3α
4(1+α) ⇔ (1 + α)( 3

4 + θ) < 1.
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• Para I4(n), basta notar que

∫ τ1

tn

‖(−A)
1
4Eα((τ1 − s)A)F̃ (u)(s)‖

H
1
2+θ
σ

ds =

∫ τ1

tn

‖Eα((τ1 − s)A)‖
H

3
4+θ
σ

‖F̃ (u)(s)‖Hσds

≤ M̃c

∫ τ1

tn

(τ1 − s)−(
3
4
+θ)(1+α)‖u(s)‖2

H
1
2
σ

ds

≤ M̃c sup
0≤s≤τ0

‖u(s)‖2
H

1
2
σ

∫ τ1

tn

(τ1 − s)−(
3
4
+θ)(1+α)ds,

fazendo τ1− s = x, na integral acima, temos ds = −dx, quanto aos limites de integração,

quando s = tn ⇒ x = τ1 − tn e quando s = τ1 ⇒ x = 0, dśı;

= M̃c sup
0≤s≤τ0

‖u(s)‖2
H

1
2
σ

(
−
∫ 0

τ1−tn
x−(

3
4
+θ)(1+α)ds

)
= M̃c sup

0≤s≤τ0
‖u(s)‖2

H
1
2
σ

∫ τ1−tn

0

x−(
3
4
+θ)(1+α)ds

logo I4(n)→ 0 quando n→∞.

• Para I5(n), note que

∫ τ1

tn

‖Eα((τ1 − s)A)Ph(s)‖
H

1
2+θ
σ

ds =

∫ τ1

tn

‖Eα((τ1 − s)A)‖
H

1
2+θ
σ

‖Ph(s)‖Hσds

≤ M̃k

∫ τ1

tn

(τ1 − s)−(
1
2
+θ)(1+α)sγds

dividindo por τ1 e fazendo s
τ1

= x tem-se ds = τ1dx, quanto aos limites de integração,

quando s = tn ⇒ x = tn
τ1
, e quando s = τ1 ⇒ x = 1, dáı;

= M̃cτ
γ−( 1

2
+θ)(1+α)+1

1

∫ 1

tn
τ1

(1− x)−(
1
2
+θ)(1+α)sγdx,

logo I5(n)→ 0, quando n→∞.

Um argumento similar demonstra o caso τ1 ∈ (0, τ0) e tn → τ+1 . Portanto, u ∈

C
(

(0, τ0];H
1
2
+θ

σ

)
. Isto conclui a demonstração.

Daremos continuidade ao nosso estudo do Problema (4) demonstrando que a solução

branda proveniente do Teorema 2.1 tem uma única continuação para um intervalo maior

de existência.

Definição 2.2. Seja u : [0, τ ] → H
1
2
σ uma solução branda do problema (4). Se T > 0 e
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v : [0, τ + T ] → H
1
2
σ é uma solução branda do problema (4), então dizemos que v é uma

continuação de u em [0, τ + T ].

Teorema 2.3. Sob as condições do Teorema 2.1, seja τ0 e u : [0, τ0] → H
1
2
σ a solução

branda do problema (4). Então existe T > 0 e uma única continuação u∗ de u em

[0, τ0 + T ].

Demonstração. Para µ > 0 fixado, consideremos T > 0 tal que para todo t ∈ [τ0, τ0 + T ]

‖Eα(tA)u0 − Eα(τ0A)u0‖
H

1
2
σ

≤ µ

5
,

∥∥∥∥∫ τ0

0

(−A)
1
4 (Eα((t− s)A)− Eα((τ0 − s)A))F̃ (u)(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

≤ µ

5
,

∥∥∥∥∫ τ0

0

(Eα((t− s)A)− Eα((τ0 − s)A))Ph(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

≤ µ

5
, 3

4M̃

1− 3α

(
cµ2 + 2cµ‖u(τ0)‖

H
1
2
σ

+ ‖F̃ (u)(τ0)‖Hσ
)

(t− τ0)
1
4
(1−3α) ≤ µ

5
,

M̃ktγ+
1
2
(1−α)

∫ 1

τ0
t

(1− s)−
1
2
(1+α)sγds ≤ µ

5
.

Seja K o conjunto de todas as funções w ∈ C
(

[0, τ0 + T ];H
1
2
σ

)
tais que w(t) = u(t)

para todo t ∈ [0, τ0] e

‖w(t)− u(τ0)‖
H

1
2
σ

≤ µ, ∀ t ∈ [τ0, τ0 + T ].

Defina o operador Λ sobre K por

Λw(t) = Eα(tA)u0 +

∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (w)(s)ds−

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds,

em que F̃ (w) = −(−A)
1
4P (w · ∇)w. Mostraremos que Λ : K → K está bem definido e

3Podemos considerar T > 0 com essa propriedade porque {Eα(tA)}≥0 é fortemente cont́ınua sobre

H
1
2
σ e sobre H

3
4
σ , e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
t→τ+

0

∥∥∥∥∫ τ0

0

(−A)
1
4 (Eα((t− s)A)− Eα((τ0 − s)A))F̃ (u)(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

= 0,

e,

lim
t→τ+

0

∥∥∥∥∫ τ0

0

(Eα((t− s)A)− Eα((τ0 − s)A))Ph(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

= 0.
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que é uma contração.

Se w ∈ K, então para todo t ∈ [τ0, τ0 + T ]

‖Λw(t)− u(τ0)‖
H

1
2
σ

= ‖Eα(tA)u0 +

∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (w)(s)ds

+

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds

−Eα(τ0A)u0 −
∫ τ0

0

Eα((τ0 − s)A)F̃ (u)(s)ds

−
∫ τ0

0

Eα((τ0 − s)A)Ph(s)ds‖
H

1
2
σ

≤ ‖Eα(tA)u0 − Eα(τ0A)u0‖
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∥
∫ τ0

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (u)(s)ds

+

∫ t

τ0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (w)(s)ds

+

∫ τ0

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds+

∫ t

τ0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds

−
∫ τ0

0

Eα((τ0 − s)A)F̃ (u)(s)ds−
∫ τ0

0

Eα((τ0 − s)A)Ph(s)ds

∥∥∥∥∥
H

1
2
σ

≤ ‖Eα(tA)u0 − Eα(τ0A)u0‖
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ τ0

0

(−A)
1
4 (Eα((t− s)A)− Eα((τ0 − s)A)) F̃ (u)(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ τ0

0

(Eα((t− s)A)− Eα((τ0 − s)A))Ph(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ t

τ0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (w)(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ t

τ0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

≤ µ

5
+
µ

5
+
µ

5
+ M̃

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)‖F̃ (w)(s)‖Hσds

M̃k

∫ t

τ0

(t− s)−
1
2
(1+α)sγds

= M̃

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)(‖F̃ (w)(s)− F̃ (u)(τ0) + F̃ (u)(τ0)‖Hσds

+
3

µ
+ M̃kt−

1
2
(1+α)

∫ t

τ0

t−
1
2
(1+α)

(
1− s

t

)− 1
2
(1+α)(s

t

)γ
ds

Fazendo s
t

= x na última integral, temos ds = tdx, quanto aos limites de integração,

quando s = τ0 ⇒ x = τ0
t

e quando s = t⇒ x = 1, dáı;
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‖Λw(t)− u(τ0)‖
H

1
2
σ

≤ M̃

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)(‖F̃ (w)(s)− F̃ (u)(τ0)‖Hσ + ‖F̃ u(τ0)‖Hσ)ds

+
3

5
µ+ M̃kt−

1
2
(1+α)tγt

∫ 1

τ0
t

(1− x)−
1
2
(1+α)xγdx

≤ M̃

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)c(‖w(s)‖

H
1
2
σ

+ ‖u(τ0)‖
H

1
2
σ

)‖w(s)− u(τ0)‖
H

1
2
σ

ds

+M̃

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)‖F̃ u(τ0)‖Hσds+

4

5
µ

Fazendo t−s = x na segunda integral, temos ds = −dx, quanto aos limites de integração,

quando s = t0 ⇒ x = t− τ0 e quando s = t⇒ x = 0, dáı;

‖Λw(t)− u(τ0)‖
H

1
2
σ

≤ M̃c

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)(‖w(s) + u(τ0) + u(τ0)− u(τ0)‖

H
1
2
σ

)µds

+M̃‖F̃ (u)(τ0)‖Hσ

(
−
∫ 0

t−τ0
x−

3
4
(1+α)dx

)
+

4

5
µ

= M̃c

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)(‖w(s)− u(τ0)‖

H
1
2
σ

+ 2‖u(τ0)‖
H

1
2
σ

)µds

+M̃‖F̃ u(τ0)‖Hσ
∫ t−τ0

0

x−
3
4
(1+α)dx+

4

5
µ

≤ M̃cµ(µ+ 2‖u(τ0)‖
H

1
2
σ

)

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)ds

+M̃‖F̃ u(τ0)‖Hσ
∫ t−τ0

0

s−
3
4
(1+α)ds+

4

5
µ

Fazendo a mesma substituição da segunda integral na primeira integral tem-se;

‖Λw(t)− u(τ0)‖
H

1
2
σ

≤ M̃cµ(µ+ 2‖u(τ0)‖
H

1
2
σ

)

(
−
∫ 0

t−τ0
x−

3
4
(1+α)dx

)

+M̃‖F̃ u(τ0)‖Hσ
∫ t−τ0

0

x−
3
4
(1+α)dx+

4

5
µ

=
4M̃

1− 3α

(
cµ2 + 2cµ‖u(τ0)‖

H
1
2
σ

+ ‖F̃ (u)(τ0)‖Hσ
)

(t− τ0)
1−3α

4 +
4µ

5

≤ µ.

Além disso, Λw ∈ C([0, τ0 + T ];H
1
2
σ ). De fato, seja τ ∈ [τ0, τ0 + T ) e considere
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{tn}n∈N ⊂ [τ, τ0 + T ] tal que lim
n→∞

tn = τ, então

‖Λw(tn)− Λw(τ)‖
H

1
2
σ

= ‖Eα(tnA)u0 +

∫ tn

0

(−A)
1
4Eα((tn − s)A)F̃ (u)(s)ds

−
∫ tn

0

Eα((tn − s)A)Ph(s)ds− Eα(τA)u0

−
∫ τ

0

(−A)
1
4Eα((τ − s)A)F̃ (w)(s)ds

+

∫ τ

0

Eα((τ − s)A)Ph(s)‖
H

1
2
σ

≤ ‖Eα(tnA)u0 − Eα(τA)u0‖
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ τ

0

(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ − s)A))F̃ (w)(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ τ

0

(Eα((tn − s)A)− Eα((τ − s)A))Ph(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ tn

τ

(−A)
1
4Eα((tn − s)A)F̃ (w)(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ tn

τ

Eα((tn − s)A)Ph(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

:= I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4(n) + I5(n).

Analisaremos cada termo Ii(n) separadamente.

• I1(n)→ 0 quando n→∞, pois {Eα(tA)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre H
1
2
σ .

• Para I2(n), note que

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ − s)A))F̃ (w)(s)‖

H
1
2
σ

≤
(
‖Eα((tn − s)A)‖

H
3
4
σ

+ ‖Eα((τ − s)A)‖
H

3
4
σ

)
‖F̃ (u)(s)‖Hσ

≤ M̃
(

(tn − s)−
3
4
(1+α) + (τ − s)−

3
4
(1+α)

)
c‖w(s)‖2

H
1
2
σ

≤ M̃c
(

(tn − s)
−3(1+α)

4 + (τ − s)
−3(1+α)

4

)
sup

0≤s≤τ
‖w(s)‖2

H
1
2
σ

.

Além disso, como

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τ − s)A)F̃ (w)(s)‖

H
1
2
σ

= ‖Eα((tn − s)A)− Eα((τ − s)A)‖
H

3
4
σ

‖F̃ (w)(s)‖
H

1
2
σ

e {Eα(tA)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre H
3
4
σ , conclúımos pelo Teorema da Convergência
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Dominada de Lebesgue que I2(n)→ 0 quando n→∞.

• Para I3(n), note que

‖(Eα((tn − s)A)− Eα((τ − s)A))Ph(s)‖
H

1
2
σ

≤
(
‖Eα((tn − s)A)‖

H
1
2
σ

+ ‖Eα((τ − s)A)‖
H

1
2
σ

)
‖Ph(s)‖Hσ

≤ M̃k(tn − s)−
1
2
(1+α)sγ + M̃k(τ − s)−

1
2
(1+α)sγ.

Logo I3(n)→ 0 quando n→∞, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

• Para I4(n),

I4(n) ≤
∫ tn

τ

‖(−A)
1
4Eα((tn − s)A)F̃ (w)(s)‖

H
1
2
σ

ds

≤
∫ tn

τ

M̃(tn − s)−
3
4
(1+α)‖F̃ (w)(s)‖Hσds

≤ M̃c

∫ tn

τ

(tn − s)−
3
4
(1+α)‖w(s)‖2

H
1
2
σ

ds

≤ M̃c sup
0≤s≤τ0+T

‖w(s)‖2
H

1
2
σ

∫ tn

τ

(tn − s)−
3
4
(1+α)ds

Fazendo tn − s = x, na integral, temos

I4(n) ≤ M̃c sup
0≤s≤τ0+T

‖w(s)‖2
H

1
2
σ

∫ tn−τ

0

x−
3
4
(1+α)ds

= M̃c sup
0≤s≤τ0+T

‖w(s)‖2
H

1
2
σ

4

1− 3α
(tn − τ)

1−3α
4 .

Logo, I4(n)→ 0 quando n→∞.

• Para I5(n),

I5(n) ≤
∫ tn

τ

‖Eα((tn − s)A)Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

≤
∫ tn

τ

M̃(tn − s)−
1
2
(1+α)‖Ph(s)‖Hσds

≤ M̃k

∫ tn

τ

(tn − s)
−(1+α)

2 sγds

= M̃k

∫ tn

τ

t
− 1

2
(1+α)

n (1− s

tn
)−

1
2
(1+α)tγn

( s
tn

)γ
ds
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Fazendo s
tn

= x, temos,

I5(n) ≤ M̃kt
1−α
2

+γ
n

∫ 1

τ
tn

(1− x)
−(1 + α)

2
xγ.

Logo, I5(n)→ 0 quando n→∞. Portanto,

lim
n→∞

‖Λw(tn)− Λw(τ)‖
H

1
2
σ

= 0.

Um argumento similar prova o caso τ ∈ (τ0, τ0 + T ] e {tn}n∈N ⊂ [τ0, τ ]. Por conseguinte,

Λw ∈ K se w ∈ K.

Por fim, mostraremos que Λ é uma contração sobre K. De fato, se v, w ∈ K, então

‖Λv(t)− Λw(t)‖
H

1
2
σ

= 0 se t ∈ [0, τ0],

e

‖Λv(t)− Λw(t)‖
H

1
2
σ

= ‖Eα(tA)u0

+

∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (v)(s)ds

−
∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds− Eα(tA)u0

−
∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (w)(s)ds

+

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds‖
H

1
2
σ

= ‖
∫ t0

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (v)(s)

−
∫ t0

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (w)(s)∫ t

t0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)(F̃ (v)− w̃(s))ds‖

H
1
2
σ

≤
∫ t

τ0

‖(−A)
1
4Eα((t− s)A)(F̃ (v)(s)− F̃ (w)(s))‖

H
1
2
σ

ds

≤ M̃

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)‖F̃ (w)(s)− F̃ (v)(s)‖Hσds

≤ M̃c

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)(‖w(s)‖

H
1
2
σ

+ ‖v(s)‖
H

1
2
σ

)‖w(s)− v(s)‖
H

1
2
σ

ds
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= M̃c

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)(‖w(s)− u(τ0) + u(τ0)‖

H
1
2
σ

+‖v(s)− u(τ0) + u(τ0)‖
H

1
2
σ

)‖w(s)− v(s)‖
H

1
2
σ

ds

≤ M̃c

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)(‖w(s)− u(τ0)‖

H
1
2
σ

+ ‖u(τ0)‖
H

1
2
σ

+‖v(s)− u(τ0)‖
H

1
2
σ

+ ‖u(τ0)‖
H

1
2
σ

)‖w(s)− v(s)‖
H

1
2
σ

ds

≤ M̃c2(µ+ ‖u(τ0)‖
H

1
2
σ

)

∫ t

τ0

(t− s)−
3
4
(1+α)ds sup

τ0≤s≤τ0+T
‖w(s)− v(s)‖

H
1
2
σ

=
8M̃c

1− 3α
(µ+ ‖u(τ0)‖

H
1
2
σ

)(t− τ0)
1−3α

4 sup
τ0≤s≤τ0+T

‖w(s)− v(s)‖
H

1
2
σ

≤ 2

5
sup

τ0≤s≤τ0+T
‖w(s)− v(s)‖

H
1
2
σ

.

Portanto Λ é uma contração sobre K e isto conclui a demonstração.

Definição 2.4. Seja u : [0, τmax) → H
1
2
σ uma solução branda do problema (4). Dizemos

que τmax é o tempo maximal de existência de u, se τmax = +∞, ou se não existir uma

continuação de u para um intervalo [0, τmax].

O próximo teorema, é o resultado sobre existência global ou a explosão da solução em

tempo finito. Necessariamente, temos o seguinte:

Teorema 2.5. Sob as condições do Teorema 2.1, se u é a solução branda do Problema

(4) com um tempo maximal de existência τmax < +∞, então

lim sup
t→τ−max

‖u(t)‖
H

1
2
σ

=∞.

Demonstração. Suponha que existe R > 0 tal que ‖u(t)‖
H

1
2
σ

≤ R para todo t ∈ [0, τmax).

Considere {tj}j∈N tal que tj → τmax quando j → ∞. Dado ε > 0 tome N ∈ N tal que

para todos n,m ≥ N

‖Eα(tmA)u0 − Eα(tnA)u0‖
H

1
2
σ

<
ε

5
, 4

∫ tn

0

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τmax − s)A))F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

ds ≤ ε

10
,

∫ tn

0

‖(−A)
1
4 (Eα((τmax − s)A)− Eα((tn − s)A))F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

ds ≤ ε

10
,

∫ tn

0

‖(Eα((tn − s)A)− Eα((τmax − s)A))Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds ≤ ε

10
,

4Podemos tomar N dessa forma porque Eα(tA) é uma famı́lia fortemente cont́ınua sobre H
1
2
σ .
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∫ tn

0

‖(Eα((τmax − s)A)− Eα((tm − s)A))Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds ≤ ε

10
, 5

M̃cR2

∫ tm−tn

0

s
−3(1+α)

4 ds ≤ ε

5
,

M̃kτ
γ+ 1−α

2
max

∫ 1

tn
tm

(1− s)
−(1+α)

2 sγds ≤ ε

5
.

Nas desigualdades acima nós supomos, sem perda de generalidade, tn < tm. Portanto,

‖u(tn)− u(tm)‖
H

1
2
σ

= Eα(tnA)u0 +

∫ tn

0

(−A)
1
4Eα((tn − s)A)F̃ (u)(s)ds

+

∫ tn

0

Eα((tn − s)A)Ph(s)ds− Eα(tmA)u0

−
∫ tm

0

(−A)
1
4Eα((tm − s)A)F̃ (u)(s)ds

−
∫ tm

0

Eα((tm − s)A)Ph(s)ds‖
H

1
2
σ

≤ ‖Eα(tnA)u0 − Eα(tmA)u0‖
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ tn

0

(−A)
1
4

(
Eα((tn − s)A)− Eα((tm − s)A)

)
F̃ (u)(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ tn

0

(
Eα((tn − s)A)− Eα((tm − s)A)

)
Ph(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ tm

tn

(−A)
1
4Eα((tm − s)A)F̃ (u)(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

+

∥∥∥∥∫ tm

tn

Eα((tm − s)A)Ph(s)ds

∥∥∥∥
H

1
2
σ

≤ ε

5
+

∫ tn

0

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τmax − s)A)

+Eα((τmax − s)A)− Eα((tm − s)A))F̃ (u)(s)‖
H

1
2
σ

ds

+

∫ tn

0

‖(Eα(tn − s)A)− Eα((τmax − s)A)

+Eα((τmax − s)A)− Eα((tm − s)A)Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

+

∫ tm

tn

‖Eα((tm − s)A)‖
H

1
2
σ

‖F̃ (u)(s)‖Hσds

+

∫ tm

tn

‖Eα((tm − s)A)‖
H

1
2
σ

‖Ph(s)‖Hσ

≤ ε

5

5Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, os quatro últimos termos tendem para zero
quando n,m→∞, por isso podemos escolher N desta forma.
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+

∫ tn

0

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((tm − s)A))F̃ u(s)‖

H
1
2
σ

ds

+

∫ tn

0

‖(Eα((tn − s)A)− Eα((tm − s)A))Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

+

∫ tm

tn

‖(−A)
1
4Eα((tm − s)A)F̃ (u)(s)‖

H
1
2
σ

ds

+

∫ tm

tn

‖Eα((tm − s)A)Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

≤ ε

5
+

∫ tn

0

‖(−A)
1
4 (Eα((tn − s)A)− Eα((τmax − s)A))F̃ u(s)‖

H
1
2
σ

ds

+

∫ tn

0

‖(−A)
1
4 (Eα((τmax − s)A)− Eα((tm − s)A))F̃ u(s)‖

H
1
2
σ

ds

+

∫ tn

0

‖(Eα((tn − s)A)− Eα((τmax − s)A))Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

+

∫ tn

0

‖(Eα((τmax − s)A)− Eα((tm − s)A))Ph(s)‖
H

1
2
σ

ds

+M̃c

∫ tm

tn

(tm − s)
−3(1+α)

4 ‖u(s)‖2
H

1
2
σ

ds

+M̃k

∫ tm

tn

(tm − s)
−(1+α)

2 sγds

≤ ε

5
+

2ε

5
+ M̃c

∫ tm

tn

(tm − s)−
3
4
(1+α)R2

+M̃k

∫ tm

tn

(tm − s)
−(1+α)

2 sγds

=
ε

5
+

2ε

5
+ M̃c

∫ tm

tn

(tm − s)−
3
4
(1+α)R2

+M̃kt
γ− (1+α)

2
m

∫ tm

tn

(
1− s

tm

)−(1+α
2
( s
tm

)γ
fazendo tm − s = x na primeira integral da desigualdade acima, e s

tm
= x na segunda

integral, temos

‖Eα(tmA)u0 − Eα(tnA)u0‖
H

1
2
σ

≤ 3ε

5
+ M̃cR2

∫ tm−tn

0

x−
3
4
(1+α)dx

+M̃kt
γ+ 1−α

2
m

∫ 1

tn
tm

(1− x)−
(1+α)

2 xγdx

≤ 3ε

5
+
ε

5
+ M̃kτ

γ+ 1−α
2

max

∫ 1

tn
tm

(1− x)−
(1+α)

2 xγdx ≤ ε

Portanto, {u(tn)}n∈N ⊂ H
1
2
σ é uma sequência de Cauchy e portanto existe ũ ∈ H

1
2
σ tal que
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limn→∞ u(tn) = ũ. Sendo assim, podemos estender u sobre [0, τmax] obtendo a equação

u(t) = Eα(tA)u0 +

∫ t

0

(−A)
1
4Eα((t− s)A)F̃ (u)(s)ds+

∫ t

0

Eα((t− s)A)Ph(s)ds,

para todo t ∈ [0, τmax]. Porém, pelo Teorema 2.3, podemos estender a solução para um

intervalo maior, e isto é uma contradição.
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Conclusão

Neste trabalho estudamos a existência e unicidade de solução branda para um problema

do campo velocidade de um flúıdo viscoelástico, homogêneo, isotrópico, incompresśıvel

tridimensional.

Num primeiro momento, escrevemos o problema como uma equação integral utilizando

uma projeção ortogonal em um espaço de Hilbert adequado, podendo assim aplicar a

transformada de Laplace formalmente para resolver a equação e aplicar a transformada

inversa, encontrando uma posśıvel solução.

Num segundo momento, estudamos o comportamento da famı́lia de resolvente

associada ao operador de Stokes, garantindo inicialmente que potências de um elemento

que está no resolvente também estão no resolvente, logo após provando que existe uma

função que limita a famı́lia no espaço em questão, seguindo com a garantia da continúıdade

uniforme da famı́lia e consequentemente a convergência uniforme em intervalos limitados.

Por fim, abordamos o problema com as garantias necessárias para garantir a existência

e unicidade de solução branda. Além disso conseguimos determinar a única continuação

da solução e o comportamento explosivo para soluções com tempo maximal de existência

finito.
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Caṕıtulo 3

APÊNDICE A

3.1 Operadores setoriais e analiticidade

Iniciaremos esta seção definindo semigrupos fortemente cont́ınuos e seus geradores.

Definição 3.1. Dizemos que uma famı́lia de operadores lineares (T (t))t≥0 ⊂ L(X) é um

semigrupo, se

(i) T (0) = I (operador identidade); e,

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s),∀ t, s ≥ 0.

Se, além disso

(iii) ‖T (t)x − x‖ → 0 quando t → 0+, ∀ x ∈ X, dizemos que o semigrupo é fortemente

cont́ınuo (ou que é um C0-semigrupo).

Definição 3.2. Seja (T (t))t≥0 um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares.

Chamaremos de gerador infinitesimal o operador A : D(A) ⊂ X → X definido por

Ax := lim
t→0+

T (t)x− x
t

,

onde

D(A) :=

{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
.

Definição 3.3. Dizemos que Ha é um caminho de Hankel, se existem r > 0 e θ ∈ (π/2, π)

tais que, Ha = Ha1 +Ha2 −Ha3, em que os caminhos Hai são dados por

Ha1 := {teiθ; t ∈ [r,∞)};
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Ha2 := {reit; t ∈ [−θ, θ)};

Ha3 := {te−iθ; t ∈ [r,∞)}.

Também escrevemos Ha = Ha(r, θ) para mostrar da dependência do ângulo e do raio

(ver Figura 3.1).

θ

r

Ha1

−Ha3

Ha2

Figura 3.1: Caminho de Hankel Ha = Ha(r, θ)

Considere a ∈ R e φ ∈ (0, π). Definimos então os seguintes subconjuntos do plano

complexo,

Sa,φ := {λ ∈ C : φ ≤ |arg(λ− a)| ≤ π, λ 6= a}; (3.1)

Σa,φ := {λ ∈ C : |arg(λ− a)| ≤ φ, λ 6= a}. (3.2)

A Figura 3.2 ilustra os “setores” Sa,φ e Σa,φ, com a > 0 e φ ∈ (0, π
2
). Observe que

−Sa,φ = Σ−a,π−φ.

Nós agora iremos considerar a possibilidade de estender o domı́nio do parâmetro de

um semigrupo para certos setores no plano complexo que incluem o eixo real não negativo.

É claro que, a fim de preservar a estrutura de semigrupo, o domı́nio no qual o parâmetro

complexo variar deve ser um semigrupo aditivo de números complexos.
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φ

a

Sa,φ

(a) Setor Sa,φ

φ

a

Σa,φ

(b) Setor Σa,φ

Figura 3.2: Setores Sa,φ e Σa,φ

Definição 3.4. Seja Σo
0,φ o interior do conjunto Σ0,φ. Dizemos que uma famı́lia de

operadores lineares limitados {T (t); t ∈ Σo
0,φ ∪ {0}} é um semigrupo anaĺıtico, se:

(i) A função Σo
0,φ 3 t 7→ T (t) ∈ B(X) é anaĺıtica;

(ii) T (0) = I, T (t+ s) = T (t)T (s) para quaisquer t, s ∈ Σ0,φ ∪ {0}; e

(iii) limt→0 T (t)x = x, para todo x ∈ X (observe que t→ 0 por pontos de Σo
0,φ).

Usaremos a notação de Nagel (ENGEL; NAGEL, 2000) para definir operadores

setoriais (ver (ENGEL; NAGEL, 2000, Definição II.4.1)).

Definição 3.5. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado e densamente

definido. Dizemos que A é um operador setorial, se existem θ ∈ (0, π
2
), M ≥ 1 e µ ∈ R

tais que, Σµ,π/2+θ ⊂ ρ(A) 1 e

‖(λ− A)−1‖B(X) ≤
M

|λ− µ|
, para todo λ ∈ Σµ,π/2+θ.

Neste caso, dizemos que A é µ-setorial de ângulo θ.

Teorema 3.6. Suponha que A : D(A) ⊂ X → X seja um operador setorial; isto é, que

existem constantes C ≥ 1, a ∈ R e φ ∈ (π
2
, π) tais que, Σa,φ ⊂ ρ(A) e

‖(λ− A)−1‖B(X) ≤
C

|λ− a|
, para todo λ ∈ Σa,φ.

1Σa,φ é definido em (3.2).
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Então, A gera um semigrupo fortemente cont́ınuo {T (t); t ≥ 0} ⊂ B(X) com

T (t) =
1

2πi

∫
a+Ha

eλt(λ− A)−1dλ, t > 0,

em que a + Ha = a + Ha(r, φ) é o deslocamento do caminho de Hankel (ver Definição

3.3), com r pequeno. Além disso, t 7→ T (t) se estende a uma função anaĺıtica de Σo
0,φ−π

2

em B(X) (ou a complexificação de X, se X é um espaço de Banach real) e para algum

K > 0,

‖T (t)‖B(X) ≤ Keat, e ‖AT (t)‖B(X) ≤ Kt−1eat, para todo t > 0.

Por fim,
d

dt
T (t) = AT (t)

é um operador limitado para qualquer t > 0 e (0,∞) 3 t 7→ T (t) ∈ B(X) é cont́ınua.

Definição 3.7. Suponha que −A é um operador setorial com Reσ(A) > 0, então para

α > 0 definimos

A−α :=
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1T (t)dt,

em que (T (t))t≥0 é o C0-semigrupo gerado por −A (ver Teorema 3.6) e Γ denota a função

Gama.2

Teorema 3.8. Se −A é um operador setorial sobre X com Reσ(A) > 0, então para

qualquer α > 0, A−α é um operador linear limitado e injetivo sobre X. Além disso, para

quaisquer α, β > 0,

A−αA−β = A−(α+β).

Definição 3.9. Suponha que −A é um operador setorial com Reσ(A) > 0, então para

α > 0 definimos

Aα := (A−α)−1, com D(Aα) := Im(A−α).

Além disso, definimos A0 := I (operador identidade sobre X).

2Seja z ∈ C tal que Rez > 0, então a função Gama é definida por

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt.
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Teorema 3.10. Seja −A é um operador setorial sobre X com Reσ(A) > 0, então as

seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) Se α > 0, então Aα é fechado e densamente definido.

(ii) Se α ≥ β, então D(Aα) ⊂ D(Aβ).

(iii) AαAβ = AβAα = Aα+β sobre D(Aγ), em que γ = max{α, β, α + β}.

(iv) AαT (t) = T (t)Aα sobre D(Aα), para t > 0, em que (T (t))t≥0 é o semigrupo gerado

por −A.

Teorema 3.11 (Desigualdade do Momento). Seja −A é um operador setorial sobre X

com Reσ(A) > 0. Se 0 ≤ α ≤ 1, então existe uma constante C > 0 dependendo apenas de

A tal que,

‖Aαx‖X ≤ C‖Ax‖αX‖x‖1−αX , ∀x ∈ D(A).

Definição 3.12. Seja −A é um operador setorial sobre X com Reσ(A) > 0. Para cada

α ≥ 0, definimos o espaço

Xα := D(Aα), munido com a norma ‖x‖α := ‖Aαx‖X .

Teorema 3.13. Seja −A é um operador setorial sobre X com Reσ(A) > 0. Então as

seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) Para cada α ≥ 0, Xα munido com a norma ‖ · ‖α é um espaço de Banach.

(ii) X0 = X e X1 = D(A).

(iii) Se α ≥ β ≥ 0, então Xα é um subespaço denso de Xβ e a inclusão i : Xα → Xβ é

cont́ınua.

(iv) Se A tem resolvente compacto, a inclusão Xα ⊂ Xβ é compacta sempre que

α ≥ β ≥ 0.

Proposição 3.14. Seja A um operador setorial sobre X com Reσ(−A) > 0, Σ0,φ ⊂ ρ(A)

para algum φ ∈ (π
2
, π), e

‖(λ− A)−1‖B(X) ≤M |λ|−1, para todo λ ∈ Σ0,φ.
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Então, existe uma constante k tal que,

‖(−A)β(λ− A)−1x‖X ≤ k|λ|β−1‖x‖X ,

para 0 ≤ β ≤ 1, λ ∈ Σ0,φ e x ∈ X.

3.2 Miscelânea de resultados utilizados

Teorema 3.15 (Prinćıpio de Contração de Banach). Seja (M,d) um espaço métrico

completo não-vazio e seja F : M → M uma contração. Então F possui um único ponto

fixo.

Teorema 3.16 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Sejam as funções

fn : Ω→ R ou C Λ-mensuráveis tais que fn → f q.t.p.. Se existe uma função integrável

g : Ω → [0,+∞) tal que g ≥ |fn| q.t.p., então as funções fn e f são integráveis e

I(fn)→ I(f).

Lema 3.17 (Desigualdade Singular de Gronwall). Suponha que b ≥ 0 e a(t) é uma função

não negativa, integravél localmente no intervalo [0, T ) para algum T ∈ R∗+, e suponha que

u(t) é não negativa e integravel no intervalo [0, T ) com

u(t) ≤ a(t) + b

∫ t

0

(t− s)β−1u(s)ds

neste intervalo; Então

u(t) ≤ a(t) + θ

∫ t

0

E ′β(θ(t− s))a(s)ds, 0 ≤ t < T,

em que

θ = (bΓ((β))
1
β , Eβ(z) =

∑
n

= 0∞
znβ

Γ(nβ + 1)
, E ′β(z) =

d

dz
Eβ(z),

E ′(z) ' zβ−1

Γ(β)
quando z → 0+, E ′β '

1

β
ez quando z → +∞

(e Eβ(z) ' 1

β
ez quando z → + +∞). Se a(t) ≡ a, constante, então u(t) ≤ aEβ(θt).
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Teorema 3.18 (Teorema de Cauchy). Seja f uma função anaĺıtica em um aberto A ⊂ C

e seja σ um ciclo suave por partes em A. Se σ é homólogo a zero em A, então

n(σ, z)f(z) =
1

2πi

∫
σ

f(w)

w − z
dw, ∀z ∈ A \ |σ|
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