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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar e demonstrar alguns resultados bésicos sobre
Moédulos, dando énfase a sua aplicacao nas Sequéncias Exatas e na construcao do Produto
Tensorial. Além disso, exibimos alguns exemplos para facilitar a compreensao destes

conceitos.

Palavras-chave: Modulos, Sequéncias Exatas, Produto Tensorial.






Abstract

The objective of this work is to present and demonstrate some basic results about Modules,
emphasizing their application in Exact Sequences and in the construction of Tensor
Product. Furthermore we have shown some examples to make these concepts easier to

understand.

Keywords: Modules, Exact Sequences, Tensor Product.
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Introducao

A élgebra comutativa estuda anéis comutativos, seus ideais e médulos. O conceito
de médulo sobre um anel é visto, inicialmente, como forma de generalizacao da nogao de
espaco vetorial, em que, em vez de um corpo, temos um anel como o conjunto de escalares.

Porém, os médulos tém diversas aplicagoes, como as sequéncias exatas e os tensores.

Dessa forma, dispomos por meio de uma pesquisa bibiografica, um levantamento
de resultados importantes acerca da teoria dos modulos e sua aplicagdo na construcao dos

tensores e, nas sequéncias exatas, tendo como referéncia principal [1].

Para o entendimento do trabalho é necessario algum conceito béasico sobre Teoria
de Anéis e Grupos. Assim, o capitulo inicial aborda esses conceitos que sao primordiais. J&
no segundo capitulo tratamos dos conceitos de modulos, submddulos e médulos quocientes

e resultados sobre eles.

Por fim, apresentamos as Sequéncias Exatas, suas propriedades e sua aplicacao
Lema da Serpente, a constru¢ao do Produto Tensorial e algumas propriedades dos tensores
e, mostramos um resultado que agrega todos os conceitos anteriores, o qual chamamos

aqui, Propriedade Exata do Produto Tensorial.



1 Resultados preliminares

Este capitulo aborda conceitos basicos e resultados da Teoria de Anéis e Grupos
que serao relevantes para o desenvolvimento do trabalho. Por este motivo, alguns dos
resultados apresentados neste capitulo terao suas demonstragoes omitidas. Entretanto,

pode-se encontrar facilmente tais demonstragoes em [2],[3] e [4].

1.1 Anéis

Definigao 1.1. Considere (A, +, -), onde A um conjunto nao-vazio e +, - sdo duas operagoes
binarias em A chamadas soma e produto, respectivamente. Diremos que A é um anel se

satisfaz as propriedades a seguir para qualquer que seja a,b e ¢ € A:

1. Comutatividade da soma: a +b=0b+a

2. Associatividade da soma: a + (b+¢) = (a +b) + ¢

3. Elemento neutro da soma: 30 € Atal que 0+a=a+0,V € A

4. Inverso aditivo: Para cada a € A, 3(—a) € A tal que a + (—a) =0

5. Distributividade entre soma e produto: a(b+ ¢) = ab+ ac e (a + b)c = ac + be

6. Associatividade do Produto: (ab)c = a(bc)

Observacgao 1.1. Note que o produto no anel nao precisa ser comutativo (ab = ba; Va,b €

A). Quando isso acontece diremos que o anel é comutativo.

Observacao 1.2. O anel ndo precisa ter elemento neutro para o produto. Isto é, existe
le Atalquel-a=a-1=ua, Va € A. Quando isso acontece diremos que A é anel com

unidade ou identidade.

Definigao 1.2. Seja A um anel e z € A com z # 0. Diremos que z é divisor de zero se

existem a € A tal que ax = xa = 0.
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Definicao 1.3. Os aneis comutativos com unidade que nao tiverem divisores de zero, ou
seja, se ab = 0 entdo a = 0 ou b = 0, chamaremos de dominio de integridade. Um
dominio de integridade em que todos os elementos nao nulos sao invertiveis (para cada
a € A*3b € A tal que ab = 1), chamaremos corpo. No que segue todos os anéis aqui

tratados serdo comutativos com identidade.

Exemplo 1.1. O conjunto dos niimeros inteiros 7, com a soma e produto usuais, é anel e

dominio de integridade, mas nao é corpo.

Exemplo 1.2. O conjunto dos niimeros racionais @, reais R e complexos C, com a soma

e produto usuais, sao corpos.
Exemplo 1.3. O anel das matrizes n X n nao é comutativo para todo n > 1.

Definigao 1.4. Sejam (A, +, ) um anel e I um subconjunto nao-vazio de A. Diremos que

I é subanel de A se (I,+,) é anel.

Teorema 1.1. Sejam A um anel e I C A. Entao I ¢ subanel de A se, e somente se,

Va,be I
1. a—bel,;
2. abel.

Exemplo 1.4. Dado n € Z, o conjunto nZ = {nx : x € Z} é subanel em Z.
Definicao 1.5. Seja I subanel de A, diremos que [ é ideal de A se

abel,Vaec AeVbel

Exemplo 1.5. Sejam A um anele z1,--- ,x, € A. O conjunto (xy,- - ,x,) = {Z a;x; © a; € A}
i=1
é um ideal de A chamado de ideal gerado por z1,zs, - , x,. Em particular nZ do Exem-

plo 1.4 é ideal em Z e nZ = (n).

Observacao 1.3. Quando um ideal I é gerado por um tnico elemento, diremos que [ é

ideal principal.

Definigdo 1.6. Seja A um dominio de integridade. Diremos que A é um dominio

principal ou dominio de ideais principais quando todo ideal de A for principal.
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Definicao 1.7. Seja A um anel. Um ideal proprio [ de A é chamado um ideal maximal

se nao existe um outro ideal proprio J C A tal que I é um subconjunto de J.

Teorema 1.2. Seja A # {0} anel. Entao existe I C A ideal mazimal.

1.1.1 Anéis Quocientes

Seja A um anel e I um ideal de A. Defina em A a relagao de equivaléncia ~:

r~ysSr—yel

Assim, como toda relacao de equivaléncia definida em um conjunto determina

uma particdo do mesmo, temos que A serd a reuniao disjunta das classes de equivaléncia:

A= U T, onde

T€EA

S
I

{lye A: y~ux}
= {yed:y—zxel}

= {yed:yeca+1}

Usaremos as notagoes +1 =T e A/I ={T :x € A}. Em A/I defina as operagoes

A/I com as operagoes acima é um anel denominado anel quociente.

Exemplo 1.6. Seja n € Z, e considere o ideial (n) C Z. Pelo algoritmo da divisao
euclidiana Z/(n) = 7, é formado pelas classes dos restos na divisao por n. Em outras

palavras Z,, = {0,1,...,n —1}.

Observacgao 1.4. Dado A anel e I C A ideal, entao I = 1 + I é a classe da unidade e, a

classe do elemento nulo é o ideal 0 = I.

1.1.2 Homomorfismo de Anéis

Definigao 1.8. Sejam (A, +,-) e (B, ®,®) anéis, diremos que uma funcao f: A — B é

um homomorfismo de anéis se, para quaisquer a,a’ € A vale as relagoes:
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fla+d) = fla) & f(a')
fla-d') = f(a) © f(a').

Se f ¢ homomorfismo bijetivo, diremos que é isomorfismo. Neste caso diremos

que A e B sao isomorfos, e usaremos a nota¢do A ~ B

Exemplo 1.7. A funcao nula

fi A - B
a — 0
¢ homomorfismo.
Exemplo 1.8. A funcao identidade
g: A —- A
a — a

é homomorfismo.

Definicao 1.9. Seja f : A — B homomorfismo de anéis. Definimos o ntcleo de f como o

conjunto Ker(f)={a€ A: f(a) =0} ¢ a imagem de f como Im(f) ={f(A):v € A}.
Observacgao 1.5. Ker(f) é um ideal de A e Im(f) é um ideal de B.

Proposicao 1.3. Seja f: A — B um homomorfismo de anéis.

1. f € injetiva se, e somente se, Ker(f)={0}.
2. A/Ker(f) e Im(f) sao anéis isomorfos.
Proposigao 1.4. Seja f : A — B homomorfismo sobrejetor de anéis. Se A é dominio

principal entdo B é dominio principal.

1.2 Grupos

Definigao 1.10. Seja G um conjunto nao vazio, e (*) uma operagao bindria em G. Diremos

que (G, %) é grupo se Va,b e c € G sao satisfeitas
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1. Associatividade: (axb)*xc=ax (bx*c)
2. Elemento Neutro: Existe e € Gtal que exa=a*xe=a

3. Elemento Inverso: Para cada a € G exitea ! € Gtalqueaxa !l =a'*xa=c¢

Exemplo 1.9. (Z,+) e (R, +) sdo grupos com a operagao soma usual.

Quando a operagao é soma, chamaremos o grupo de grupo aditivo.

Exemplo 1.10. Seja A um grupo aditivo e ¢ € Z*, o conjunto A" = {(a1,as, -+ ,a;) :

a; € A} é um grupo aditivo com a operagao:
/ !/ / / / !/
(a1,ag, - ,a;) + (ay,ay, -+ ,a;) = (ay + af,a + ag, -+ a; + ay)

Exemplo 1.11. Considere S = {1,--- ,n} e S, = {0 : S — S é bijegao}. Entao (5,,0),
onde o é a composicao de fungoes, é um grupo chamado grupo das permutacoes finitas.

Note que os elementos o € 5, sdo unicamente determinados por uma lista do tipo

Definicao 1.11. Seja H um subconjunto nao-vazio de G. Diremos que H é subgrupo

de G se (H,x*) é grupo.

Teorema 1.5. Seja (G, *) um grupo. Um H C G nao-vazio é subgrupo de G se, e somente

se, as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

1. h«h' € H Yh,h € H
2. dado h € H teremos, h™' € H.

Exemplo 1.12. Dado n € Z,. Temos que (nZ,+) é subgrupo de Z.

Exemplo 1.13. Sejam G um grupo e Gy, Gs, - -+ , Gy subgrupos de GG. Os conjuntos

i=1 i=1

NG, =G N---NGy

sao subgrupos de G.
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Definigao 1.12. Sejam (G, %) grupo e a € G. Definamos a poténcia n-éssima de a como

a”xa sen >0
n
a = e sen=20
a" ™ xal se n<0

com n € Z. Note que, se n>0, a” =axax*...xa.
—_—

n—uvezes

Exemplo 1.14. Observe que Vb € Z temos que b=1+1+---+1,se b > 0. Se b < 0,

b—wvezes

entdo —b>0e —b=(14+1+---+1),eseb=0 temos que b=0=1-0. Logo Z = (1).

Isto é, Z. é gerado por um unico elemento, quando isso acontece chamamos o grupo de

ciclico.

Exemplo 1.15. O conjunto gerado por a € G, (a) = {a” : n € Z} é subgrupo de G.

1.2.1 Grupo Quociente

Seja G um grupo e H subgrupo de G. Dados a,b € G, considere sobre GG a relacao

~4 de modo que a ~4 b se existe h € H tal que a = bh.

A relacao definida acima é de equivaléncia, logo temos as classes de equivaléncia:

Hr = {yeG:y~qz}
= {yeG:y=hx, comhe H}

= {hx:he H}
O conjunto Hx é denominado classe lateral a direita de H em G.
Observacao 1.6. De maneira andloga, temos a seguinte classe de equivaléncia
xH={xh:he H}
e é denominada classe lateral a esquerda de H em G.
Observacao 1.7. Quando G é abeliano, entao tH = Hx, Vx € G.

Proposicao 1.6. (Propriedade das Classes Laterais) Seja G grupo e H subgrupo de G.
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1. Dados a,b € G seb € aH entdo aH = bH.
2. Duas classes, aH e bH sao iguais ou aH NDH = &.

B.G:UaH

acG
Definigao 1.13. Sejam G grupo e H C G subgrupo. O conjunto das classes laterais a
esqueda de H em G serda chamado conjunto quociente e serd denotado por G/H =

{aH :a € G}.

Exemplo 1.16. Seja (G, *) grupo e H subgrupo de G e considere G/H = {aH : a € G}.
Induzidos pela operacao de G poderiamos tentar dar estrutura de grupo a G/H, definindo
a operacao, dados a,b € G

aH ®bH = (a *b)H.

Mas, nem sempre um conjunto quociente é grupo. Considere o grupo S3, das bijecoes de

f:41,2,3} = {1,2,3}. Cujos componentes podem ser representadas da forma:

123 123 123
fo= fi= fa=

123 13 2 321

123 123 123
fs = fa= fs =

2 13 2 31 312

Considere o subgrupo H = {fo, fi}, a = f3 e b = fo. Note que aH = {fs, f4} e bH =
{f2, f5}. Dessa forma,

[3sHO fol =(fs0 fo)H = fsH ={fs, f3}

que é diferente de

[3HO fsH = (fs0 fs)H = fsH ={fs f5}

logo ® nao estda bem definido em S3/H.

Teorema 1.7. Sejam G grupo e H C G subgrupo. As sequintes condigoes sao equivalentes:

1. gH=Hg,Vge G

2. gHg ' C H
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3. gHg ' =H.
O subgrupo de G que satisfaz qualquer uma das condic¢oes anteriores é chamado
de subgrupo normal de G.
Exemplo 1.17. Para todo G grupo o subgrupo {e} é normal a G.

Exemplo 1.18. Seja G = Z grupo aditivo, os subgrupos nZ com n € 7. sao subgrupos

normais de G.
Exemplo 1.19. Se G ¢ abeliano, entao qualquer subgrupo de G' é normal.

Observagao 1.8. Sejam G grupo e H subgrupo normal de G. Entao G/H com a operagao
definida no Exemplo 1.16 tem estrutura de grupo. Dado g € G, os elementos de G/H

serao denotdos por g. Além disso, note que g =e < g € H.

1.2.2 Homomorfismos de Grupos

Sejam (G1,*) e (Gg,+) grupos. Uma funcdo ¢ : G; — G2 é homomorfismo de

grupos se Va,b € Gy
¢(a*b) = ¢(a) - ¢(b)

Se ¢ for bijetiva diremos que ¢ é isomorfismo de grupos. Neste caso diremos que

(1 e (G4 sao isomorfos, e usaremos a notacao G ~ Go

Exemplo 1.20. A fungao

é isomorfismo.

Definicao 1.14. Seja ¢ : Gy — G5 homomorfismo de grupos. O nicleo de ¢ é o o

conjunto ker(¢) ={g € Gy : ¢(9) = e, } ¢ a imagem de ¢ é Im(¢) = {&d(q1) : 91 € G1}.

Observacgao 1.9. Seja ¢ : G; — G5 um homomorfismo grupos. Entao Ker(¢) e Im(¢)

sao subgrupos de GG e G, respectivamente. Além disso, Ker(f) é um subgrupo normal
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de G;. E, se W é um subgrupo de Gs, entdao ¢~ (W) = {g; € G} : ¢(m) € W} é subgrupo
de Gl.

Teorema 1.8. Sejam ¢ : G; — Gy homomorfismo de grupos. Entdo

1. ¢ € injetiva se, e somente se, Ker(¢) = {eg, }

2. G/ker(¢) e Im(¢) sao isomorfos.
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2 Modbdulos

Neste capitulo abordaremos o conceito de modulos, submoédulos, médulos quocientes,
modulos finitamente gerados e algumas de suas propriedades, como a soma e intersecao de

submodulos.

2.1 A-Moddulo e A-Submodulos

Definigao 2.1. Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M, +) dotado da multiplicagao

escalar:

AxM —= M

(a,m) +— am
¢é dito um A-moédulo se Vai,as € A e Vmy, mg € M:
1. 1m1 =my
2. (alag)ml = a1 (CLle)
3. (CLl + ag)ml = a1my + asm,

4. ar(mq +mg) = army + aymy

Exemplo 2.1. Seja A um corpo. Entao a nogao de A-médulo coincide com a nogao de
A-espaco vetorial. Este exemplo explicita que A-mddulos sdo uma generalizacao de espagos

vetorias.
Exemplo 2.2. A’ com t € Z7 soma defida no Exemplo 1.10 e a multiplicacdo por escalar
alar, -+, a) = (aay, -, aa)

é um A-modulo.
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Exemplo 2.3. Seja A um anel, com a soma e produto usuais. Os ideias de A sao A-moddulos,

com a multiplicacao por escalar

AxIT — 1

(a,m) — am

Exemplo 2.4. Se M e N sao A-médulos entdo M x N = {(m,m) :m € M en € N}

com as operacoes

+: (ml,n1)+(m2,n2) = (m1+m2,n1+n2)

a(my,ny) = (amy, any)

formam um A-médulo com 0 = (0p7,0y) chamado de A-médulo cartesiano de M por

N.

Definigao 2.2. Seja A um anel e M um A-médulo. Um subgrupo N de M é um A-

submoédulo de M se a propriedade abaixo é satisfeita.

an € NNVae Aene N

Exemplo 2.5. Seja M um A-médulo. N = {0} e N = M sao A-submédulos cde M.

Exemplo 2.6. Seja G = M um A-médulo gerado por mq,--- ,my e I C Aideal. IM =
t
{Z a;m; : a; € I} ¢ subgrupo de M. De fato, sejam m,m’ € IM

i=1

t t
/ /
m4+m = E a;m; + E a;m;
i=1 i=1

t

= D (ai+a)m

i=1

t
= Zbimi com b; € 1.

i=1

E, para qualquer m € I M,
t

m~t = (—a;)m; € IM

=1

pois —a; € I para todo 1 <1 < t.

IM é um A-submodulo de M.



2.1. A-Médulo e A-Submddulos 27

De fato, IM é subgrupo de M e sejam a € A e m € IM temos que
t
am = aZaimi
i=1

t
= Z aa;m;
=1

como [ é ideal de A, aa; € I, logo am € I M.

2.1.1 Operagoes com Submoddulos

Proposicao 2.1. (Soma de Submddulos) Sejam M um A-mddulo e My, My, -+ , M,

A-submadulos de M. O conjunto

¢ um A-submodulos de M.

Demonstracao. Temos pelo exemplo 1.13 que ZMz é subgrupo de M. Sejam m =
i=1

t
m1+---+mt€ZMiea€A. Dali,

i=1

am = a(my+---+my)

= amy+---+amy
t t

como M; é A-médulo, entdao am; € M; Vi=1,--- ,t. Logo, am € Z M;. Portanto, ZM%
¢ Asubmédulo de M. - =g
Proposicao 2.2. (Intersegdo de Submdédulos) Sejam M um A-mdédulo e My, My, - -+ | M,
sendo A-submddulos de M. Entdao My N --- N M, € um A-submddulos de M .

Demonstracao. Pelo exemplo 1.13 a intersecdo de subgrupo é subgrupo. Sejam m &
Min---NM;ea€ A Temos que am € M; para todo i = 1,--- ,t pois os M;’s sao A-
submédulo de M. Logo, am € M;N---NM; concluindo que a M;N---NM; é A-submbdulo
de M. O

Definicao 2.3. Sejam M um A-moédulo, N e P quaisquer A-submoddulos de M. Definimos

(N : P) como sendo o conjunto de todos os a € A tais que aP C N. Em particular, (0 : M)
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é o conjunto de todos os a € A tal que aM = 0. Este conjunto é chamado de anulador

de M e ¢ denotado por Ann(M).

Proposicao 2.3. Sejam M um A-médulo e N e P A-submdédulos de M. Entdao (N : P) €
um ideal de A. Em particular Ann(M) € ideal de A

Demonstragio. Sejam a € A e b,b' € (N : P).

Temos que (ab)P = a(bP), como bP C N, entdao abp € N para todo p € P logo,
a(bP) C N. Assim, ab € (N : P). E,sejap € P, (b—b")p =bp—b'p € N logo, (b—0)P C N
implicando que b — ' € (N : P). Logo (N : P) é ideal de A.

Em particular, se b,b' € Ann(M) temos que (ab)M = a(bM) = a -0 = 0. E,
b—H)ym=bm—bm=>b-0—V-0=0,Vme M.

Seja I C A ideal, podemos considerar M um (A/I)-médulo com o seguinte produto

por escalar:

A/l xM — M
(Z,m) ~— Tm
Essa fungao estd bem definida. De fato, sejam 77,7 € A/I e my,m € M tais que T =T e

my = m. Logo, ©1 — x = 0, assim,

(x1 —2)my = (71 —7T)my

como r{ — xrmyp = ﬁml = 0, entao xTym; = Tm.

Definicao 2.4. Um A-médulo ¢é fiel se Ann(M) = 0. Note que se Ann(M) = I entdao M

é fiel como um (A/I)-médulo.

2.2 A-Modbdulos Quocientes

Sejam M um A-médulo e N um A-submoddulo de M. Como (M, +) é grupo abeliano

(N, +) é subgrupo normal, logo faz sentido considerar o grupo quociente (M /N, +), isto é,
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o conjunto M/N ={m+ N :m € M} = {m :m € M}, das classes laterais de N em M

munido com a adi¢ao
+: (M/N)x (M/N) — M/N
(M7, m2) = my +ma
(M/N, +) com a multiplicagao escalar :
Ax M/N —  MJ/N
(a,M) — am=am
é um A-moédulo, chamado A-mdédulo quociente.

Vamos mostrar que as operacoes acima estao bem definidas, ou seja, independe da
escolha do representante da classe. De fato, como (M /N, +) é grupo a operagao de soma
j& estd bem definida (ver se¢ao 1.2.1). Por outro lado, sejam (a,m), (a/,m’) € A x M tais

que a = a’ e m = m’. Logo, m —m’ € N. Dessa forma

alm—m') €N

am —am’ €N

logo am — am’ = am = am’ = am’ = a'm’e = a'm’ = am = a’'m’.

2.3 Homomorfismo de A-Moddulos

Definicao 2.5. Sejam M e M’ dois A-médulos, uma aplicacao f : M — M’ é um
homomorfismo de A-médulos se
1. f(m1 + mg) = f(ml) + f(mg) ; ‘v’ml,mQ e M.
2. flam)=a-f(m);Vm € MeVa € A.
Por simplicidade podemos chamar f de A-linear ou operador linear. Se f for

A-linear bijetivo entdo f é isomorfismo de A-mdédulos. Neste caso, diremos que M e M’

sao isomorfos e usaremos a notagao M ~ M'.
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Exemplo 2.7. Sejam A-moédulos M e N.

f: M — N
m — 0

é homomorfismo de A-modulos.

Exemplo 2.8. Seja M um A-modulo

g: M — M
m = m

é homomorfismo de A-modulos.

Exemplo 2.9. Sejam M um A-moédulo e A anel. Se A* = {(ay, - ,a;) : a; € A}, entdo

h: At — M
t
(ar,---,a;) Zaimi
i=1
¢ um homomorfismo. De fato, sejam (aq,--- ,a;), (a}, -+ ,a}) € A e a € A.
i. h((alv'” 7at>+(a,17"' ,CL;)) = h(a’1+a/17"' 7a’t+a:‘/>

t
= > (a; +aj)m;

=1

t
/
= > aim; + ajm;
i=1

¢ ¢
= Zaimi +Za;mi

i=1 i=1
= h(ay, - ,a) + h(dy, - ,a}).

ii. h(a(ay, - ,a)) = h(aay,--- ,aay)

t
= Z aa;m;
i:lt
= a Z a;m;
i=1

= ah(ala"' aat)
Definigao 2.6. Seja f : M — N um homomorfismo de A-moédulos o ntcleo e a
imagem de f sdo, respectivamente, os conjunto Ker(f) = {m € M : f(m) = 0} e

Im(f) ={f(m):m e M}.

Exemplo 2.10. Sejam M um A-médulo e N um A-submédulo de M. A projecao canénica

m: M — M/N definida por m(m) = m é A-linear, sobrejetora com ntcleo igual a N.
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De fato, m é A-linear pois, sejam mi,ms € M ea € A.

m(my + mg) = (mq + me) =y +

Além disso, 7 é sobrejetiva pois, para todo m € M/N existe m € M tal que 7(m) = m.

Agora observe que

Ker(m)={m € M : 7(m) =0} ={m € M |m =0}

Assim, m € Ker(m) < m € N, ou seja, Ker(r) = N.

Proposicao 2.4. Seja f: M — N um homomorfismo de A-mddulos. Entio Ker(f) e
Im(f) sio A-submddulos de M e N, respectivamente. E, se W é um A-submddulo de N,
entao f1(W)={me M: f(m) e W} é A-submddulo de M.

Demonstragio. Segue da Observagiao 1.9 que Ker(f) e f~'(W) sdo subgrupos de M e
Im(f) é subgrupo de N.

Ker(f): Sejam a € A e m € Ker(f).
flam) = af(m) =a-0=0
isto &, am € Ker(f) logo Ker(f) é A-submédulo de M.
Im(f): Sejam a € A en € Im(f), logo existe m € M tal que f(m) = n. Dai,
an = af(m) = f(am) = f(m')

com m' € M. Logo an € Im(f), concluindo que Im(f) é A-submédulo de N.

7Y W) : Sejam a € Aem e f~1(W), logo f(m) € W. Dessa forma, como W é
A-médulo af(m) € W e af(m) = f(am), f(am) € W. Assim, am € f~'(W) induzindo
que f~HW) é A-submoédulo de M. O
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Observagao 2.1. Seja f : M — N um homomorfismo de A-médulos. Uma vez que
Im(f) é A-submédulo de N faz sentido considerar N/Im(f), tal A-mé6dulo é chamado

co-nucleo de f e serd denotado por Coker(f).

O conjunto de todos os homomorfismos de A-mddulos de M em N é, também, um

A-médulo, munido com a soma e produto por escalar, respectivamente

(f+9)(=) = flx)+g(x)
a(f(z)) = [flax)

ea € A. Onde f,g : M — N sao homomorfirmos. Denotaremos este A-moédulo por

Yee M

HomA(M, N)

Sejam u : M — M ev: N — N  dois homomorfismo de A-médulos, entéo eles

determinam as seguintes aplicagoes:
T: Homa(M,N) — Homu(M',N)

f — a(f)=fou

v Homa(M,N) — Homs(M,N)
;o wh)=vel

que sao homomorfismos de A-moédulos por ser composi¢ao de homomorfismos.

Lema 2.5. Sejam f € Homus(M,M') e N C Ker(f). Entao eziste um inico homomor-

fismo de A-mddulos f : M/N — M’ tal que f = f on definido por f(m) = f(m).

Demonstragio. Seja f : M — M’ A-linear tal que N C Ker(f). Defina a funcio
F:M/N =M
f(m) = f(m).

Mostraremos que f estd bem definida, ¢ homomorfismo e que f = f o .

Sejam My e iy € M/N tais que Ty = Ty. Dessa forma

mi—My=0m —me=0&m; —my € N
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como N C Ker(f) segue que m; —my € Ker(f). Logo, f(m; —ms) = 0, e como f é

A-linear

0= f(mi —my) = f(m1) — f(m2) = f(m1) = f(ma).

Isto é, dados My e My € M/N com Ty = Ty mostramos que f(my) = f(My),

portanto f estd bem definida.

Observe agora que dados My, my € (M/N)ea € A

o f(Mmi+mz) = f(mi+ma) = f(mi+ma) = f(m1)+ f(ma) = f(T) + f(M3)

o Fla-mm) = F@m) = fla-m) =a- f(m) = af ().

Assim, f é homomorfismo.

Quanto a unicidade, agora suponha que exite g : M/N — M’ tal que gom = f.
Sendo 7 sobrejetora exite uma inversa a direita. Assim,

gon=f=for=gomor '=foron '=g=Ff
Portanto, f ¢ tinico. O

Teorema 2.6. (Teorema do Isomorfismo de A-médulos) Sejam M, M dois A-
mddulos e N um A-submddulo de M. Seja f : M — M’ A-linear tal que Ker(f)= N. Entdo
M/N ~ Im(f). Em particular, se f € sobrejetora M /N ~ M'.

Demonstracao. Considere
g: M/N — Im(f)
m = f(m).
Pelo Lema 2.5 g esta bem definida e é homomorfismo. Note que g é sobrejetiva, pois é o
mesmo homomorfismo f do Lema 2.5 com contra-dominio restrito a sua imagem. Dessa

forma, para concluirmos o Teorema basta mostrar que g é injetiva.

Sejam @ e b € M/N tal que f(a@) = f(b) segue que

f@) = f() = f(a) = f(b) =

kﬁ

(@) = f(b) =0= fla—b) =0
pois f é homomorfismo. E,

fla=b)=0= (a—b) € Ker(f)=N=(a—b) € N
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Logo,

como queriamos.

]

Exemplo 2.11. Sejam A um anel e My, ..., M; um conjunto finito de A-mo6dulos. Do
Exemplo 2.4 podemos induzir, de forma natural, uma estrutura de A-médulos para o
conjunto My x ... x My = {(mq,....,my) |m; € M;; Yi =1,....,t}. Seja N; submédulo de
M; parai=1,...,t. Entdao (My X ... X M;)/(Ny X ... Xx Ny) =~ (M1/Ny) X ... x (M;/Ny).

Demonstragio. Considere a funcgao

[ My x...x My, — (M/Ny)x...x(M/N)

(my,...,my) +— (M, ..., )
Note que f é homomorfismo sobrejetor e o nicleo de f é Ny x ... x N;. De fato, tome
(my,...,my) e (my,...,m;) € My x...x M, eac A, entido

Fl(my, ... om) + (my,....my)) = flmy+my, ..., m+m))

= (ml—i_m,lu"'?mt_'_m:f)
= (mi+mi,..., T+ my)
= (mla amt) + (mllv 7m;)

flalm,....me)) = flama,. .. amy)
= (... am)
= a(m,...,T%)
= af(my,...,m)

Logo, f é homomorfismo.

Seja (my,...,my) € Ny x...x Ny. Entao (my,...,m;) = (0,...,0), assim Ny X...X

N; C Ker(f). Por outro lado, se (my,...,m;) € Ker(f), teremos que f((mq,...,my;)) =
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(0,...,0). Entao (my,...,my;) = (0,...,0), logo m; € N; para 1 <i < t. Isto é, Ker(f) C
N1 X ... x Ny. Dessa forma Ker(f) = Ny X ... x Nj.

Além disso, f é sobrejetiva, pois seja (my,...,my;) € (M1/Ny) X ... x (M;/Ny)

existe (mq,...,my) € My X ... x M, tal que f((my,...,my)) = (Mmq,..., 7).

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo de A-médulos (M X ... X My)/(Ny X ... X

Ny) =~ (Mi/Ny) % ... x (My/N,). 0

Proposigao 2.7. Sejam M um A-mddulo e N C M um A-submodulo. Fxiste uma
correspondéncia bijetiva entre os A-submddulos de M/N e os A-submddulos de M que

contém N.

Demonstrag¢io. Seja m: M — M /N, mostramos que 7 é homomorfismo sobrejetivo com
nicleo N (ver Exemplo 2.10). Dado W um submédulo de M, entao m(W) é um submddulo
de M/N. Por outro lado, seja S submédulo de M/N, defina W = 7~1(S) (submédulo de
M). Note que N C W. De fato, como S é submddulo de M /N, segue que 0 € S. Sabemos
que Vn € N, n(n) =n=0. Logo, Vn € N, n € m1(S) =W. O

Proposicao 2.8. Seja M um A-mdédulo.

1. Se N C M C L sao A-médulos, entao (L/N)/(M/N) ~ (L/M).

2. Se My e My sao A-submodulos de M, entio (My + My) /My ~ My /(M; N M,).

Demonstracao. 1. Defina
f: L/N — L/M

f esta bem definida, pois N C M e é homomorfismo. De fato, sejam El,gl €L/Nece A
i f@ 0= fa¥d)= atb = @+ = f@)+ /@)
it.  f(ca') = f(ea'y =  ca*= ca’ = cf(a)
Além disso, Ker(f) = M/N. De fato, seja ' € Ker(f), f(z') =0 teremos que
x € M. Como f é homorfismo f (61) = 0% assim ! = 0 logo # € N implicando que
Z! € M/N. Por outro lado, se 7 € M/N, entdo z € M logo 22 = 0" em L/M. Dal,

f(@') =0°, portanto, 78 € Ker(f).
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Note que f é sobrejetiva, pois seja 2 € L/M, por N C M, existe ' em L/N tal
que f(z') = 7. Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo de A-médulos (L/N)/(M/N) ~
(L/M).

2. Pela Proposigao 2.1 é facil ver que My, C My + My e My C My + M,. Seja f

definida a seguir

fZ MQ — M+ My

Dados mgy, mi € My e a € A, entao

fma+mb) = mo+mh = Ma+mh = f(ma)+ f(mh)

flamg) = am; = amp = af(msz)

logo f é homorfismo de A-moédulos. Note também que dado m = my + my € My + Mo,

teremos que my = m — my € My e que

fm—my) = m—my

como m; = 0 teremos

fm—mq) =m

assim, f é sobrejetiva. Além disso

Ker(f) = {ma€ My : f(mg) =0}

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo (M; + M) /My ~ My /(M N Ms)
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2.4 A-moddulo Finitamente Gerado

Seja M um A-mdédulo, M é dito finitamente gerado se existem finitos my, mo, ..., m; €

M tais que
t
M:Aml—l——i-Amt: {Zajmj:ajeA}.

Jj=1
Os elementos mq, ma, ..., m; sao chamados de geradores de M. Se M é gerado por um

unico elemento diremos que M é ciclico.

Exemplo 2.12. Seja A um anel. Sobre o grupo abeliano (A, +), defina uma multiplicagao

escalar por

AxA — A
(a,b) +—— a-b
Com essa multiplicacao A é A-médulo ciclico, gerado por {1}, e os ideiais de A sao

A-submoédulos. De maneira geral A* (Exemplo 2.9) é um A-médulo finitamente gerado.

De fato, o conjunto {ej, eq,--- , €}, onde e; = (0,0,---,0,1,0,---,0) elemento de
At onde a i-ésima coordenada é 1 e as demais sao zero geram A’ pois dado (aq,- - ,a;) € A
teremos

t
(a17a27"' 7at) :al(laoa()?"' >O)+a2(071707"' 7O>++at(oa 7071):Zai€i
=1

Proposigao 2.9. Seja M um A-mdédulo. Entdo M ¢é finitamente gerado se, e s6 se, existe

N A-submddulo de At, com t € Z, tal que A'/N € isomorfo a M.

Demonstragio. Seja M um A-médulo finitamente gerado e {my, ms,--- ,m;} geradores
de M
o At — M
t
(a1,a9,...,a;) —> aymy+agma+ ...+ a,my = Zaimi
i=1

Pelo Exemplo 2.12 ¢ é homomorfismo. Temos que ¢ é sobrejetivo, pois para cada
m € M temos que m = aymy + -+ + aymy = ¢(aq, -+ ,a;). Logo, pelo Teorema 2.6

At/Ker(¢) ~ M. Como Ker(¢) = N é A-submddulo de A' concluimos o que queriamos.

Por outro lado, seja ¢ : A'/N — M um isomorfismo com N A-submddulo N de A’

Considere a proje¢ao canoénica m : A — A'/N. Entao f = ¢ om : A' — M é sobrejetiva.
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Dessa forma, dado m € M existe (a1, -+ ,a;) € A tal que

m = f(ar,-- ) = f (Zai@)
i=1

como f é homomorfismo

t t
m = Z flaze;) = Zf(ai)f(ei)
i=1 i=1
ou seja, f(e1), -+, f(e;) sdo geradores de M, portanto, M é finitamente gerado. ]

Seja M um A-moédulo. Como nos Espacos Vetorias, dizemos que os elementos
t

my,...,m; de M sdo A-linearmente independentes sempre que Zajmj = 0, com
=1

a; € A, tivermos que a; = 0,Vj = 1,...,t. Neste caso, usaremos a notagao A-li. Caso

contrario diremos que my, ..., m; sdo A-linerarmente dependentes. Neste caso, usaremos

a notagao A-ld.

Definigao 2.7. Um A-mo6dulo finitamente gerado M é dito livre se ele admite um conjunto
finito de geradores my, ..., m; que sao A-li. Neste caso, diremos que my, ..., m; é uma base

para M e M= Amq + ... + Amy.

Exemplo 2.13. Note que (Z,,+) nao é livre como Z-médulo. Na verdade é possivel
verificar que qualquer subconjunto de Z,, é 1d. Considere, por exemplo, Zg considere o
subconjunto {2,5}. Se a2 + b5 = 0 considere a = 30 e b = 30. De forma geral, podemos
considerar os coeficientes sendo um miultiplo comum entre os elementos do conjunto de

geradores e n.

Observacao 2.2. Sejam M um A-modulo livre e m € M. Entao existem tnicos a, ..., a; €
A tais que
t
m = Z a;m;
i=1

onde {my,...,m;} é base de M.

t

De fato, suponhamos que existem af, ..., a; tais que m = Z a;m;. Dessa forma,
i=1

t t
!/
m = Zaimi = Zaimi
i=1 i=1
logo

t
> (a; —aj)m; =0

i=1
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como M ¢é livre temos que a; — a; = 0 = a; = a, para todo 1 <i <.

Observagao 2.3. Note que se M é A-linear livre de base {my,...,m;} é equivalente a
M ~ A'. Da Proposicao 2.9 sabemos que M ser finitamente gerado é equivalente a dizer que
existe A-submédulo N de A* tal que A*/N ~ M. Na demonstracao da mesma proposi¢ao
N = Ker(h)

h: At — M

t

(a,...,a;) +—> Zaimi.
i=1

Note que , sendo M A-méddulo livre Ker(h) = {(0,0,---,0)}. De fato, se (ai,...,a;) €
Ker(h)

h(ay,...,a;) = 0
t
Zaimi = 0
i=1
como {my,---,my} é A-li. logo, a; =0V i=1,2,--- t. Portanto, M ~ A".

Observacao 2.4. Sabemos que em um espago vetorial, um vetor nao nulo forma um
conjunto li. No entanto, o mesmo nao é valido para A-mddulos. Por exemplo, considere o

conjunto Z. X Zs como Z-moédulo. Temos que:

2-(0,1) = (0,0).
Dessa forma, o conjunto {(0,1)} é formado por um elemento nao nulo de Z x Zs,
e nao ¢ li.
Definigao 2.8. Seja M um A-moddulo. Dizemos que M ¢é livre de torgao quando para
todo m € M nao nulo tivermos que o conjunto {m} ¢é L.i.

Exemplo 2.14. Espacos Vetorias sao médulos livres de torcao.

Observacao 2.5. Nem sempre um submédulo de um modulo livre é livre. Considere como
exemplo o anel Zg dos inteiros médulo 6, que é um Zg-mddulo livre com base {1}. Note
que N ={0,2,4} é um Zg-submédulo de Zg que néo é livre. De fato, todo subconjunto

unitario de N é linearmente dependente, é facil ver que 3 -n = 0 para todo n € N.
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Proposicao 2.10. Seja M um A-modulo. Entao M é livre de tor¢cao se, e somente se,

dados a € A em € M tais que am = 0, entao a =0 ou m = 0.

Demonstracio. Sejam a € A, m € M tais que am = 0. Se m = 0 nao ha nada que provar,
se m # 0 como M é livre de tor¢ao entdao o conjunto m é A-l.i. logo am = 0 implica que

a=0.

Reciprocamnete, vamos supor verdadeira a propriedade se am = 0 entdao a = 0 ou
m = 0 para todo a € A, m € M. Entao para todo m € M, com m # 0 vai-se verificar
que se am = 0 teremos que a = 0 logo o conjunto {m} é A-lLi. e portanto M é livre de

torcao. O

Observacao 2.6. Nem sempre um submédulo de um moédulo finitamente gerado é fi-
nitamente gerado. Por exemplo, considere o anel de polinomio M = R[zy, xe, ...], que é
M-moédulo finitamente gerado por {1}, mas N = (x1, s, ...) é M-submodulo de M e nao

é finitamente gerado, pois nao ¢é finito.

Proposicao 2.11. Sejam A um dominio de ideais principais e M um A-mdédulo finitamente

gerado. Entao todo A-submodulo de M € finitamente gerado.

Demonstracio. Seja M um A-moddulo finitamente gerado, logo existem myq, ..., m; tais que
M = Amyq, ..., Am;. Seja N um A-submodulo de M, vamos mostrar que N ¢ finitamente
gerado por indugao sobre t.

Se M for gerado por um elemento considere f : A — Am; = M definida por
f(a) = amy.

Note que, f é homomorfismo (ver exemplo 2.9). Além disso, f é sobrejetiva pois,

dado m € M temos que m = am; para algum a € A, e f(a) = am; = m.

Seja I = ker(f), pelo Teorema 2.6 temos que A/l ~ M. Logo exite W submddulo
de A/I tal que W ~ N, pois se W é submddulo de de A/I, entdao a imagem de W ¢é

isomorfa a um submddulo de M.

Pela Proposi¢ao 2.7 W = J/I com J ideal de A com I C J.
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Como A é dominio de ideias principais, J = (a), logo J/I também é ideal principal.

Assim, pela Porposi¢ao 1.4, N é gerado por um unico elemento.

Suponha que o resultado seja valido para A-moédulos gerados por uma quantidade

de elementos menores que t.

Defina M’ = Amgy,....Amye B={b € A :bmy € N+ M'}, com N C M =
Amq + M’ submédulo de M.

Note que B ¢é ideal de A, pois se b € B e a € A temos que (ab)m; = a(bmy) =

a(n+m')=an+am’ € N+ M', pois N e M’ sdao A-submddulo, assim
(abymy € N+ M = abe B

Como todo ideal de A é principal, B = (b). E, como bm; € N + M’ existe ng € N tal que

bm1 —Ng € M.
Afirmacao: N = Ang + (N N M').

Sejax € N, x =m/' + agmy com ag € A e m’ € M’'. Temos que

z=m+agm = agmi =x—m €N +M =aym, € N+ M = ay € B = ay=ab

Dai, agmy = abmy — ang + ang = a(bmy — ng) + ang e, como bmy —ny € M', temos

que a(bmy —ng)+ang € M'+ Ang = agmy € M’ + Ang. Assim, v = m/+aomy € Ang+M'.

Agora escreva x = ajng+m” com a; € Aem” € M'. Segue que, m"” = x —ayng €

N=m"e N=m"e(NNM')=ze€ Ang+ (NN M)

Por outro lado, seja x € Ang + (NN M') = = = ang + kcom k € (NN M)

=ang+keN=x€N

Como N = Ang + (N N M’) e M’ é finitamente gerado por hipotese de indugao,
logo (N N M’) também ¢ finitamente gerado. Assim, Ang+ (N N M’) é finitamente gerado,

consequentemente, N ¢é finitamente gerado. O

Sejam A um anel, M um A-médulo e I um ideal de A. Como IM = {Z a;m : a; € I}
i=1
é um A-submodulo de M, entao podemos considerar o A-mddulo quociente M /IM. Pode-
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mos também considerar o grupo quociente (M /IM,+) munido da multiplicagao escalar:

(A/I) x (M/IM) — (M/IM)
(@,m) ~— am
Verifiquemos que esta multiplicagao é bem definida e que, com ela, (M/IM) é um (A/I)-
moédulo. Sejam aj,a € A/I com ag = a e my,m € M/IM tal que m; = T, entdo

my —m € IM e a; —a € I. Logo, a(m; —m) € IM e (ay —a)m € IM, pois IM é

A-médulo. Assim,

aim; —m=aym; —aym = aym; —a;m =20

(@ —a)m =aym —am =aym —am =0

portanto, aym; = a;m = am.

Proposicao 2.12. Seja N um subgrupo do grupo (M/IM,+). Entdo o subgrupo N é um
A-submdédulo de M/IM se, e somente se, N é um (A/I)-submodulo de M/IM.

Demonstragio. Seja N um A-submédulo de M/IM. Tome m € N, e a € A/I, entao

an=an € N.

Reciprocamente, se N é um (A/I)-submoédulo. Tome 7 € N, e a € A, entao

an=an=an € N. O]
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3 Produto Tensorial e Sequéncias

Exatas

Neste capitulo, construiremos o Produto Tensorial e veremos definicao e algumas
propriedades das Sequéncias Exatas, assim como, o Lema da Serpente. Além disso, veremos

uma propriedade Exata do Produto Tensorial que é um dos objetivos do nosso trabalho.

3.1 Produto Tensorial

Definigao 3.1. Sejam M, N e P trés A-médulos. A funcao f: M x N — P é A-bilinear

se Vm,m € M;n,n € N ea e A satisfaz:

1. f(m—l—m/,n) :f(m,n)qtf(m/,n)
2. f(m,n+n') = f(m,n)+ f(m,n)

3. flam,n) = f(m,an) = af(m,n)

Construiremos um A-moédulo denotado por T', chamado de produto tensorial de
M e N, com a propriedade que a aplicacdo A-bilinear M x N — P esteja em correspon-

déncia com a aplicagdo A-linear T' — P, para todo A-mdédulo P.

Teorema 3.1. Sejam M e N dois A-mddulos. Entao existe um A-médulo T junto com a
aplicacao A-bilinear g : M x N — T tal que, dados quaisquer A-médulos P e f : MxN — P
aplicagao A-bilinear, existe uma unica aplicacio A-linear f': T — P com f = f'og. Além
disso, se (T, g) e (1",4") sao dois pares que satisfazem essa propriedade, entdo existe um

unico isomorfismo j : T — T tal que jog=¢g'.

Demonstracio. Seja C' o A-modulo livre cujos elementos sao combinagoes lineares de

elementos de M x N com coeficientes em A, isto é, sdo expressoes da forma

a;(z;,y;); coma; € A,x; € M,y; € N
1

n
1=
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Seja um A-submodulo D de C' gerado por todos os elementos de C' do tipo:

w
—_

(x+2"y) — (z,y) — (2, y) (3.

o
b

(z,y +y) — (2,9) — (2,9) (

(ax, y) - a(l‘a y)

—~
w o w
>~ W
~—  ~— =

(x,ay) - a(a:,y) (

Considere T'= C'/D. Para cada elemento base (z,y) € C, denote sua classe em T'
por z ® y. Uma vez que os elementos 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 pertencem a D, tem-se que a classe

das mesmas em 7T satisfazem

(r+2 )Ry = ry+i' ey (3.5)
rRWy+y) = rRQyt+ry (3.6)
(ax) @y = alr®y) (3.7)
aRay = ar®y (3.8)

Dessa forma, definindo

g: MxN — T

(r,y) = zQy

segue 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 que g é aplicacao A-bilinear.

Qualquer funcao f : M x N — P A-bilinear, é estendivel por linearidade a um

homomorfismo f : C — P, com f(z,y) = f(x,y). Observe agora que

[+ y)—(z,y) = () = fll@+2y)—(z.y) — (@ y))
= f(a;—i—x’,y)—f(x,y)—f(x’,y)
- f(l’,y)—i-f(]?’,y)—f(]?,y)—f(l’/,y)
= 0

andlogamente segue que f se anula nos elementos 3.2, 3.3 e 3.4 de D, isto é, D C Ker(f).

Entao, pelo Lema 2.5 existe um tnico ' : C'//D — P com
f="Ffog

consequentemente (7', g) satisfazem as hipdteses do Teorema.
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Unicidade: Suponha que existam 7" A-médulos e ¢’ : M x N — T aplicacao
bilinear satisfazendo as hipéteses do Teorema. Tomando P = T" e f = g, existe Unica

transformacao A-linear 5’ : 7" — T tal que g = j' o ¢/, como sugere o diagrama.

Note que a fungao j : T'— T’ é de forma que ¢ = jogea j : T' — T satisfaz
g=7jog. Dai,
g=jo(jog)=(j"oj)oy
logo j'oj =1id:T — T. Portanto j' é isomorfismo.

]

Observacgao 3.1. O A-moédulo T construido na proposicao anterior é chamado de produto
tensorial de M por N e sera denotado por M ®4 N. Ele é gerado pelos elementos © ® y
comxr € M ey € N, chamaremos um elemento deste tipo de tensor elementar. Se
(xi)ier € (y;)jes sdo familias de geradores de M e N, respectivamente, entao os elementos

x; @y; geram M ®4 N. De fato, seja (r ®y) € M @ N

(r@y) = O ari®y)

el
= Z(az‘%‘ ®Y)
icl
= > (@ ® ) djyy)
iel jed
= > > ai(z; @ dyyy)
jeJ iel

Se M e N sao finitamente gerados, entdao M ®4 N também é.

Observacao 3.2. A notagdo r ® y pode gerar ambiguidade, a menos que especifiquemos
o produto tensorial ao qual pertence. Pode acontecer, por exemplo, que nos submodulos
de M’ e N' de M e N, respectivamente, x ® y seja zero em M @& N e nao seja nao nulo

em M'® N', comx € M ey e N

Por exemplo, considere A = Z, M = Z, N = 7Z/27 e M' = 27Z. Note que
2y=102y=10=0em M x N, mas 2® y é ndo-nulo em M’ @ N.
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Observacao 3.3. Nao precisaremos usar a constru¢ao do produto tensorial do Teorema

3.1. O que, de fato, usaremos sao as propriedades definidoras.

Observagao 3.4. Indutivamente podemos definir uma aplicacdo multilinear f : M; x
... X M, — P analogamente a Definicao 3.1, isto é, linear em cada coordenada. Segue da
prova da Proposicao 3.1 que teremos um produto multitensor 7' = M; x ... x M, gerado

por todos produtos 1 ® ... ® x, com x; € M;,1 <1 < n.

Existem varios "isomorfismos canonicos", dos quais, alguns declaramos a seguir:

Proposicao 3.2. Sejam M, N e P A-mddulos. Entao existem unicos isomorfismo

1. M®N ~NQ M;
2. MRN) P~M® (N®P);
3. (MxN)®@P~(M®P)x (N®P);

4. AQ M ~ M.

Demonstragio. 1. No Teorema 3.1 basta tomar P = N ®@ M, se f: M x N — P ¢

A-bilinear, entdo induz um tnico isomorfismo f: M @ N — N @ M

2. Considere os A-moédulos M ® N e P, pelo Teorema 3.1 estd bem definido o
A-mé6dulo (M ® N)® P. Por outro lado, tomando os A-médulos M, N e P, também pelo
Teorema 3.1, estd bem definido o A-mdédulo M ® N ® P. Assim, dados quaisquer A-moédulos
Q,Q’ e as transformacoes A-bilineares f e f’ existem unicas aplicacoes A-lineares h e h'/

tais que os diagramas, a seguir, comutam, ou seja, f =hoge f'=h'o(g.

(MeN)x P—1-0 Mx (N@P)-—L-q

(M®N)® P M® (N®P)

Tome Q=MON@P,Q =(MRN)®P, fzy,2)=20y®ze f'(z,y,2) =
(r ® y) ® z. Segue das prorpiedades do produto tensorial que f e f’ s@o A-bilineares.
Note ainda que existem tunicas aplicagoes A-lineares h: (M @ N)@ P - M @ N® P e
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h:M®&N®P— (M®N)® P tais que

flz@y,z)=(hog)lz®y,2) = M(rzRY) ®2)=20Y® 2

e
fay,2)=Nod)(z,y,2) = MaRy®2) =1R0y® 2
Dessa forma,
(hohYz®y®z) = h(M(z®y® 2))
= h((z®y)®2)
= rQUR=z
e

(Poh)((z@y)®z) = H(h((zr®y)® =)
= hMrzey®:2)
= (rQy)®=z
Logo, (M ® N) ® P ¢ isomorfo a M @ N @ P.

De maneira andloga podemos mostrar que M & (N ®@ P) e M @ N ® P sao isomorfos.
Portanto, (M@ N)@ P~ M @ N®@ P~ M ® (N ® P).

3. Defina a aplicacdo A-bilinear
f: M@dN)xP - (M®P)x(N®P)
((m,n),p) = (m@p,n®p)
onde (m,n) € M @& N sdo unicamente definidos como soma direta.
Pela Teorema 3.1, f induz um isomorfismo tnico

f: MxN)@P — (M®P)x(N®DP)

(m,n)®p) =  (M&p,n®p)
4. Considere a aplicagado A-bilinear

f: AxM — M

(a,m) +— am
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Considerando A x M = P, pelo Teorema 3.1, temos um isomorfismo unicamente

determinado
fi AM — M

(a,m) +— am

3.2 Restricoes e Extensao por Escalares

Definigao 3.2. Sejam f: A — B homomorfismo de anéis e N um B-mdédulo. Entao NV
tem uma estrutura de A-médulo definida da forma: se a € A e x € N, entdo ax é definido
como f(a)z. Este A-médulo é dito ser obtido de N por restrigdo por escalares. Em

particular, f define assim uma estrutura de A-moédulo em B.

Proposicao 3.3. Suponha que N seja finitamente gerado como B-mddulo e que B seja

finitamente gerado como A-mdédulo. Entao N € finitamente gerado como A-mdédulo.

Demonstracdo. Sejam yy,ys, -+ ,y; geradores de N sobre B e x1,x9, - , x5 geradores de
t

B como A-moédulo. Entao n € N pode ser escrito como Z b;y; e cada b; é escrito como
i=1

5
Z Q355 Dai,

=1

t t s
n = Z biy; = Z Z Qi3 T;5Y;
i=1

i=1j=1

olhando N por restricoes por escalares

Z XS: QijT;Yi = Z ZS: flaiz)xy;

i=1j=1 i=1j=1

Portanto, n é finitamente gerado como A-médulo. ]

Definicao 3.3. Seja M um A-modulo. Como vimos, se existir um homomorfismo f :
A — B, entao B pode ser considerado como um A-médulo e podemos formar o A-mddulo

Mp = B®4 M. Observe que Mp possui uma estrutura de B-mddulo da forma
bV @ x) = (V) @xVbb € BeVaxe M.

Diremos que o B-médulo Mpg ¢é obtido por extensao de escalares.
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Proposicao 3.4. Se M ¢ finitamente gerado como A-maodulo, entao Mp ¢ finitamente

gerado como B-madulo.

Demonstracio. Sejam w1, xy,--- ,x; geradores de M como A-médulo. Seja m € Mg =

B ®4 M, entao existem b € B e x € M tais que

m = b®ux

t
i=1

e pelo que foi visto na demonstragao do Teorema 3.1

t

m = Y a(b® ;)
i=1
¢

i=1
isto é, (1 ® x;) gera Mp, portanto, Mp é finitamente gerado como B-mddulo.

Aqui estamos cometendo um abuso de notacao, a saber, os elementos a; estao sendo
identificados como f(a;), com f: A — B homomorfismo de anéis, conforme a Defini¢ao

3.2. [l

3.3 Sequéncias Exatas

Definigao 3.4. Uma sequéncia de homomorfismos de A-médulos

fi

fi
My > M; > My — -

é dita exata em M; se Im(f;) = Ker(fi+1). A sequéncia é exata se é exata em cada M;.

Em particular, é de imediata verificagdo que

! , Lo
1. 0——= M'—— M ¢ exata se, e somente se, f ¢ injetiva;

g , , .
2. M —— M"——=0 6 exata se, e somente se, g é sobrejetiva;

f

3. 0 M’ M—2s M7 0 ¢ exata se, e somente se, f é injetiva, g é sobre-

jetiva e ¢ induz um isomorfismo de Coker(f) = M/f(M') em M".
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Uma sequéncia do tipo 3 é chamada de sequéncia exata curta. Note que qualquer
sequéncia exata longa, como na Definicao 3.4, pode ser dividida em sequéncias exatas

curtas, onde N; = Imf; = Ker(fi11), do tipo:

O Nz Mz Ni—‘rl —— O
para cada 1.

Proposicao 3.5.

1. Seja

M~ M —s M 0 (3.9)

uma sequéncia de homomorfismos de A-modulos. Entao a sequéncia 3.9 € exata se,

e somente se, para todo A-maodulo N a sequéncia
0 —— Hom(M",N) —~ Hom(M, N) —~ Hom(M’, N) (3.10)
¢ exata.

2. Seja

0 N — N —=N" (3.11)
uma sequéncia de homomorfismos de A-méddulos. Entdo a sequéncia 3.11 € exata se,
e somente se, para todo A-maodulo M a sequéncia

0 — Hom(M, N') —"~ Hom(M, N) —>= Hom(M, N") (3.12)

€ exata.

Demonstragdo. 1. Suponha que a sequéncia de homomorfismos de A-mdédulos 3.9 é exata.

Para mostrar que 3.10 é exata basta mostrar que 7 é injetiva e que Im(7) = Ker(u).
Seja f € Ker(v), entao (f) = 0. Mas, v(f) = fov: M — N logo fov = 0. Como
v é sobrejetiva, por 3.9 ser exata, v(M) = M"” logo f = 0, isto é, Ker(v) = {0} o que
implica que U é injetiva.
Im(v) C Ker(u): Seja f € Im(v) existe homomorfismo g : M"” — N tal que
v(g) = f = gow. Temos que u(f) = f ou substituindo f temos que u(f) = gowvou. Como

Ker(v) = Im(u) temos que vou = 0, logo @w(f) = 0 o que implica que f € Ker(u).
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Ker(u) C Im(v): Seja g € Ker(u) temos que mostrar que existe um homomorfismo

f:M"— N tal que g =9(f) = f ow.

Dado m” € M” como v é sobrejetiva existe m € M tal que v(m) = m”. Defina
f: M" — N como f(m”) = g(m). Dessa forma, f estd bem definida, pois sejam
my,me € M tais que v(my) = v(mg) = m” teremos que v(m; — my) = 0 implicando
que (my; —mg) € Ker(v) = Im(u) logo vai existir m’ € M’ tal que u(m') = my — ma.
Aplicando g teremos
g(u(m')) = g(m1 —ma) =0
assim, g(mq) = g(ms).

Agora, verifiquemos que f é homomorfismo. Seja m/{,mi € M"” e a € A, entdo
existem my, my tais que v(my) = mf, v(mse) = my Dai, m] +ml = v(my) +v(my) =

v(my +my) e am{ = av(my) = v(am;). Dessa forma

fmi{+my) = g(mi+ma) = g(m)+g(ma) = f(mf)+ f(m3)

flami) = glamy) = ag(mf) = af(my)

Por outro lado, suponha que a sequéncia de A-médulos 3.10 é exata. Para mostrar

que a sequéncia 3.9 é exata temos que mostrar que v é sobrejetiva e que Im(u) = Ker(v).

Usaremos: f : X — Y é sobre se, e somente se, g; o f = g9 o f para aplicagoes

g1,92 Y — Z implica g, = gs.

Sejam os homomorfismos g1, g> : M” — N tais que g; o v(m”) = go(m”) ovVm” €
M". Pelo homomorfismo induzido temos que g; o v(m”) = v(g1) e g2 0 v(m") = v(g2) logo
(g1) = U(g2) e como T é injetiva temos que gi(m”) = go(m”)Vm” € M”. Assim, v é
sobrejetiva.

Im(u) C Ker(v): Seja m € Im(u) existe m' € M’ tal que u(m’) = m. Como
Im(v) = Ker(u), entdo uw o v(f) = f owvowu para todo homomorfismo f : M” — N.
Tomando M"” = N, f é identidade e v o u(m’) = v(m) = 0, logo m € Ker(v).

Ker(v) € Im(u): Seja m € Ker(v),v(m) = 0. Considere N = M/Im(u) e
¢ : M — N projegao candnica. Dai, u(¢) = ¢ ou(m’) = ¢(u(m’)) =0, Vm' € M, isso

implica que ¢ € Ker(u) = Im(v), logo existe homomorfismo f : M” — N tal que v(f) = ¢.
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Como o(f) = f ow, entdo ¢(m) = f(v(m)) = 0 concluindo que Ker(v) C Ker(s), e
sabemos que Ker(¢) C Im(u), logo m € Im(u).

2. Suponha que a sequéncia de homomorfismos de A-modulos 3.11 é exata. Para

mostrar que a sequéncia 3.12 é exata basta mostrar que @ ¢ injetiva e que I'm(u) = Ker(v).

Sejam f,g: M — N’ € Hom(M, N') tais que @(f) = u(g). Pelo homomorfismo
induzido temos que u(f(z)) = (uo f)(m) e u(g)(m) = (uo g)(m). Logo, (uo f)(m) =
(uog)(m) e, como u é injetiva, f(m) = g(m) concluindo que @ é injetiva.

Im(u) C Ker(v): Seja f € Im(u) existe g : M — N’ homomorfismo tal que
u(g) = uwo g = f. Substituindo f em v(f) = vo f teremos T(f) = vowuog = 0 pois
Ker(v) = Im(u) logo ©(f) = 0 concluindo que f € Ker(v).

Ker(v) C Im(u): Seja f € Ker(v) entao v(f)(m) = 0 ¥Vm € M. Pelo homomor-
fismo induzido temos que T(f)(m) = v(f(m)), logo f(m) € Ker(v) = Im(u). Dai existe
um n' € N’ tal que u(n’) = f(m) para cada m € M.

Defina pois,

g: M — N
m = n
g estd bem definida. De fato, sejam my,my € M tais que m; = my e g(my) = nj e

g(mg) = nl,. Temos que m; — my = 0, dai

f(my — m2) = f(m) — f(m2)

entdo u(n)) = u(ny) = n} =nbh = g(my) = g(ms).

Note que g é homomorfismo, pois sejam my, my € M com g(my) = nl, g(ms) =nh e
g(mi+mz) = n'. Temos que f(mi+mz) = f(m1)+ f(m2) = u(ni) +u(ny) = u(nj +nj) =
g(mi+ma) = ny+ny. Logo, g(my+ma) = g(ma)+g(ms). E, flami) = af(mi) = au(ny) =

u(an}). Assim, g(am,) = an).

Logo, @(g(m)) = u(g(m)) = u(n’) = f(m) concluindo que f € Im(u).
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Por outro lado, suponha que a sequéncia 3.12 é exata. Para mostrar que a a

sequéncia 3.11 ¢é exata temos que mostrar que u ¢ injetiva e que I'm(u) = Ker(v).

Usaremos: f: Y — X é injetiva se, e somente se, f o gy = f o go, para aplicagoes

91,92 : Z — Y, implica g1 = ga.

Suponha que existem homomorfismos g1, go : M — N’ tais que uo g; = uo go. Pelo
homomorfismo induzido temos que uo g; = u(g;) e uo g; = U(g2) logo, por U ser injetiva,

g1 = g2 concluindo que injetiva.

Im(u) C Ker(v): Como Im(u) = Ker(v) e vou(f(m)) =vowuo f(m) para toda
f € Hom(M,N'). Tome f =id : N — N logo vouo f =wvou = 0, que implica
Im(u) C Ker(v).

Ker(v) C Im(u): Suponha, por absurdo, que existe n € Ker(v) tal que n ¢ I'm(u).
Logo, u(n’) # n, ¥n' € N'. Assim,

v(u(n')) #v(n) =0=v(u(n’)) #0, Vn' € N’
Logo, oW # 0 o que é um absurdo pois I'm(u) = Ker(v). Portanto, Ker(v) C Im(u). O

Proposicao 3.6 (Lema da Serpente). Seja

0 M — s M —2 M 0
lf, lf lf”
0 N o N Y N 0

um diagrama comutativo de homomorfismos de A-mddulos com as setas exatas. Entao

existe uma sequéncia exata

00— Ker(f') — 2~ Ker(f) —2> Ker(f") —%~ - (3.13)

. —Ls Coker(f') —£= Coker(f) N Coker(f") ——=0

onde g1 e hy sdo restricoes de u e v, e gy e hy sao induzidos por u' e v', respectivamente.

Demonstracao. Suponha que o diagrama acima é comutativo com as setas exatas. Para

mostrar que sequéncia 3.13 existe e é exata vamos mostrar que

O—>Ker(f’)LKer(f)LKer(f”) (3.14)
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Coker(f') —2= Coker(f) LN Coker(f")—=0 (3.15)

sao sequéncias exatas e que existe
d: Ker(f") — Coker(f") (3.16)
homomorfismo tal que a sequéncia 3.13 é exata em d.

Para tal, vamos 1.restringir u e v, mostrar que 2.g; é injetiva, 3.Im(g;) = Ker(hy),
4.definir go e hy 5.Im(g2) = Ker(hy), 6. hy é sobrejetiva, 7.definir d, 8. Im(h;) = Ker(d)
e que 9.Im(d) = Ker(gz).

1. Fazendo u|ker(f) = g1, note que gi(Ker(f')) C Ker(f). De fato, seja m’ €
Ker(f') temos que g1(m') = w(m’) implica, pela comutatividade do diagrama, que
Fon(m)) = flu(m?)) = o/(f(m') = 0 logo, ga(m') € Ker(f). Daf, g = Ker(f) —
Ker(f).

Da mesma forma, fazendo v|geys) = b1 tome m € Ker(f). Temos que hy(m) =

v(m) implica f”(hi(m)) = f"(v(m)) =v'(f(m)) = 0. Logo, hy : Ker(f) — Ker(f").
2. Temos que u ¢ injetiva logo g; é injetiva.

3. Im(g1) C Ker(hy): Seja m € Im(gy) existe m’ € Ker(f') tal que m = g;(m’) =
u(m'). Como I'm(u) = Ker(v), temos que hy(m) = v(m) = v'(u(m’)) = 0 que implica que

m € Ker(hy).

Ker(hy) C Im(g1): Seja m € Ker(hy) entao hy(m) =0 = v(m), como Ker(v) =
Im(u) existe m’ € M’ tal que u(m') = m. E, m’ € Ker(f'). De fato, pela comutatividade
do diagrama e por Ker(hy) C Ker(f) temos que 0 = f(m) = f(u(m’)) =/(f'(m)) que
implica que f'(m’) € Ker(u'). v’ é injetiva, dai Ker(u') = {0} logo, f'(m') = 0.

4. Defina

g2: N'/Im(f') — N/Im(f)
n = u/(n')

g2 estd bem definida pois, sejam n} e ny € Coker(f') tal que n} = n) = n} —n) €
Im(f") logo existe m’ € M’ tal que f'(m') = n} — n). Pela comutatividade do diagrama
flu(m)) =W/ (f'(m)) = u'(ny —ny) = '(n}) —u'(ny) = u'(ny) —u'(ny) € Im(f) logo

uw'(n}) —u'(ny) =0 em Coker(f') = u/'(n}) = w(nh).
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Note que g é homomorfismo. Seja n} e n} € Coker(f') ea € A

i gMi+nh) = @@ +ny) = W(n+nh)

= u(ny) +u(ny) = 92(”7/1)"‘92(772)

1. g2(an}) = go(an}) = u'(any)

= au'(nq) = av’'(ny) = ags(ny)
Defina agora,

hy : Coker(f) — Coker(f")

3

> v'(n)

hy estéd bem definida pois, sejam 77 = 1y € Coker(f) temos que ny —ny € Im(f). Logo,
existe m € M tal que f(m) = n; — ny. Pela comutatividade do diagrama f”(v(m)) =
V'(f(m)) = v'(ny —ng) = v'(n1) — v(ng) que implica que v'(nq) —v(ng) € Im(f"), ou seja,

v'(ny) —v(ng) = 0 em Coker(f") logo v'(ny) = v(ns).

A fungéo hy é homomorfismo. De fato, sejam 77 e 7 € Coker(f) ea € A

i. hy(Mi4+7z) = v(ni+ng) = v(n)+v(n2) = he(M1) + ho(nz)
it.  holamy) = he(amy) = v'(any) = av'(ny)
= a'(ng) = ahsy(77)

5. Im(ge) C Ker(hy): Sejam € I'm(gs), existe n’ € Coker(f') tal que go(n/) =71 =

u'(n'), como Im(u') = Ker(v'), temos que hy(u/(n')) = v'(v/(n')) = 0 em Coker(f"), logo
n € Ker(hg).

Ker(hy) C Im(gy): Seja m € Ker(hs), ho(m) = v/(n) = 0 em Coker(f"), logo
v'(n) € Im(f") que implica que exsite m” € M" tal que f’(m”) = v/'(n). Sabemos
que v é sobrejetiva, logo para cada m” € M" existe m € M tal que v(m) = m”. Dali,
v'(f(m)) = f"(v(m)) = f"(m") = v'(n) implica v'(f(m)) = v'(n), logo v'(n — f(m)) =0

Isto é, n— f(m) € Ker(v') = Im(u') logo existe n’ € N’ tal que u/(n') =n — f(m). Assim,

g2(n') = w'(n') = n — f(m) =n — f(m) = n logo, m € I'm(gs).

6. Seja n” € Coker(f”). Como v’ é sobrejetiva para cada n” € N” existe n € N tal

que v'(n) = n” logo n” = v'(n) = hy(m), concluindo que hy é sobrejetiva.

7. Defina
d: Ker(f") — Coker(f")

m' — n/
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de forma que, seja m” € Ker(f") C M" existe m € M tal que m” = v(m), por v ser
sobrejetiva. Pela comutatividade do diagrama temos que v'(f(m)) = f”(v(m)) = 0 logo

f(m) € Ker(v') = Im(v'). Como ' é injetivo, existe inico n’ € N’ tal que f(m) = u'(n').

Sejam m| € Ker(f") logo existe my € M tal que v(m;) = m/ com v'(f(m1)) =
f"(v(my)) = 0 = f(my) = u/(n}) para tnico n}j € N’. Assim, u'(n] —n}) = f(my) —
f(mg) = f(my — my). Dai, seja v(msy) = m! segue que v(m; —my) =0 = m; —my €
Ker(v) = Im(u) e sendo u injetiva existe inico m’ € M’ tal que u(m’) = my — my. Dal,
() = () — () = Flmn) — f(ma) = f(mn —ma) = Flu(m')) = w/(f(m')) =
Wy — ) = W(f(m)) = (i — my— () = 0 logo nf —ny — f/(m') € Ker(u), e
v’ é injetiva, logo n| —nfh — f'(m') =0 = n} —n} = f'(m') = n} —n}, € Im(f’). Dessa
forma, n} — n}, = 0 em Coker(f’), concluindo que n} = nj.

Mostraremos que d é homomorfismo: sejam m/y, m5 € Ker(f") e a € A tais que

d(mfy) = nl, d(m}) = n} e d(am]) = n’.Logo, existem my, ms, m3 € M tais que v(m;) =
my, v(mz) = my,v(ms) = amf com f(my) = u'(ny), f(mz2) = u'(ny) e f(ms) = u'(n') para

tnicos nf,nh,n' € N'.

i. Note que f”"(mf 4+ mf3) = f"(v(my + mg)) = V'(f(m1 +ma)) = f(m1 +mye) €

Ker(v') = Im(u') = existe n} tal que f(my + mo) = u/(n}). Logo, d(m) +mb) = u'(n}).

(n3
Mas, u'(n3) = f(mi+ms)) = f(ma)+f(ma) = u'(n}) +u'(n5) = u(ny+ny) = ny = ny+ny,

d(my) + d(ms).

pois u é injetiva. Assim, n} = n} + ny = d(m} + mj))

ii. Note que, v(am,) = av(my) = am] = v(ms) = v(am; —m3) =0 = am; —ms €
Ker(v) = Im(u) logo existe m’ € M’ tal que u(m’) = amy; — mg. Dai, v/(an] —n') =
au'(ny) —u'(n') = af(mi) — f(ms) = f(amy —m3) = f(u(m’)) e pela comutatividade do

diagrama f(u(m’)) = «'(f'(m')) teremos que u'(an} —n') = u/(f'(m')). Como v’ é injetiva,

segue que any —n' = f'(m'), isto é, any —n’ € Im(f’). Logo an} —n’ =0 = an}| = 1/,
concluindo que ad(mf) = d(am?).

8. Im(hy) C Ker(d): Sejam” € Im(hy) exite m € Ker(f) tal que hy(m) = v(m) =
m”. Como f(m) =0 =u'(n'), segue que n’ = 0 pois v’ é injetiva. Assim, d(m”) = 0 logo
m” € Ker(d).

Ker(d) C Im(hy): Seja m” € ker(d), dim”) =n’ =0 com v(m) =m" e u'(n') =
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f(m) para algum m € M. Como n’ = 0 entao n’ € Im(f’), logo existe m' € M’ tal
que f'(m') = n'. Dai, f(m) = u'(n') = «/'(f'(m')) = f(u(m')) = f(m —u(m')) =0 =
(

logo m” € Im(hy).

9. Im(d) C Ker(gs): Seja n’ € Im(d) existe m” € Ker(f”) tal que d(m”) = n/
com v(m) = m” e f(m) = «(n') para algum m € M. Como u'(n’) € Im(f) logo,

g2(n') = v/ (n’) = 0 concluindo que n’ € Ker(ga).

Ker(gy) C Im(d): Seja n’ € Ker(gs) logo go(n/) = u/(n') = 0 logo u'(n’) € Im(f),

dessa forma existe m € M tal que f(m) = u/(n’). Note que, f"(v(m)) = v'(f(m))

:\

v'(u'(m')) = 0, pois Im(u') = Ker(v'), logo v(m) = m” € Ker(f"). Dai, d(im") =

concluindo que n’ € Im(d). O

3.3.1 Propriedade Exata do Produto Tensorial

Seja f: M x N — P uma funcao A-bilinear. Para cada m € M fixado defina a
aplicacdo f, : N — P dada por f,,(n) = f(m,n), que serd A-linear pois f é A-linear em
N. Dessa forma, qualquer aplicagao A-bilinear de M x N em P, origina uma aplicacao

A-linear de M em Hom(N, P).

Reciprocamente, qualquer ¢ : M — Homy(N, P) apliacacao A-linear define, a
saber, (m,n) — ¢(m)n. Portanto, o conjunto S = {f: M x N — P : f é A-bilinear} esta
em correspondéncia com Hom(M, Hom(N, P)). Por outro lado, pelo Teorema 3.1, S esté

em correspondéncia com Hom(M & N, P).

Portanto, temos um isomorfismo candnico
Hom(M @& N, P) ~ Hom(M, Hom(N, P))

Proposicao 3.7. Sejam

YRy Y Iy Y — (3.17)

uma sequéncia exata de homomorfismos de A-mdédulos e N um A-mdédulo qualquer. Entdo

a sequéncia

MaNIEeMeN-LEL M e N—0 (3.18)
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é exata.

Demonstracio. Suponha que a sequéncia 3.17 é exata. Seja P um A-mdédulo qualquer,

pela Proposicao 3.51
0 — Hom(M', P) — Hom(M, P) — Hom(M", P)
é exata, que implica
0 — Hom(N,Hom(M', P)) — Hom(N, Hom(M, P)) — Hom(N, Hom(M", P))

é exata, pela Proposicao 3.52.

Mas, Hom(N, Hom(M', P)) ~ Hom(M'®N, P), Hom(N, Hom(M, P)) ~ Hom(M®
N,P)e Hom(N,Hom(M", P)) ~ Hom(M" & N, P).

Dai, a sequéncia
0— Hom(M' @ N,P) — Hom(M ® N,P) — Hom(M" @ N, P)
é exata. Consequentemente a sequéncia 3.3.1
fel g1

MN-—MN-—M"QN—0

é exata pela Proposicao 3.5 parte 1.
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